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届 全 国 中 学 生 数 学 奥林匹克 竞赛 


北京 队 主教 练 、 领 队 、“ 北 京 市 数 
学 特级 教师 "。 直 接 辅导 的 学 生 不 
仅 有 北京 市 高 考 理科 状元 ， 更 有 
在 国际 大 赛 中 取得 6 枚 金牌 和 1 
枚 银牌 的 成 绩 。 在 32 届 国 际 数学 
奥林匹克 竞赛 中 共有 3 名 学 生 代 
表 中 国 出 战 ， 占 国家 队 的 一 半 。 


F = 


高 中 阶段 的 数学 教育 有 普及 和 提高 的 双重 功能 ， 在 我 国 高 中 数学 教学 大 纲 和 高 中 
数学 新 课程 标准 框架 内 的 各 种 版 本 的 高 中 数学 教材 ， 其 主要 功能 是 普及 数学 文化 ， 为 
升学 作 准备 ， 因 而 高 中 数学 教学 水 平和 对 学 生 的 能 力 要 求 不 可 避免 地 受制 于 高 考 命题 
水 准 。 虽 然 高 考 命题 不 断 改进 、 创 新 ， 但 是 由 于 高 考 目标 和 能 力 要 求 的 局 限 性 ， 就 在 
一 定 程度 上 造成 了 为 适应 高 考 的 高 中 课 内 数学 教学 的 重复 性 、 被 动 性 、 疲 劳 性 ， 这 是 
低 水 平 的 运行 态势 。 无 疑 对 青少年 的 智力 开发 和 创新 能 力 、 研 究 能 力 的 培养 不 利 。 

对 那些 学 有 余力 或 者 不 满足 于 应 试 教育 模式 的 有 才华 或 者 有 潜在 聪慧 条 件 的 学 生 
来 说 ， 应 该 给 他 们 一 些 合适 的 资料 ， 应 该 对 他 们 进行 适当 的 课外 数学 教育 ， 帮 助 他 们 
更 深刻 地 认识 数学 本 质 ， 提 高 他 们 学 数学 的 兴趣 ， 增 强 他 们 的 竞争 力 , -开展 数学 竞赛 
并 且 编写 竞赛 教程 就 是 必要 且 急 需 的 事 了 。 

炎黄 子孙 聪明 。 这 从 我 国 于 1985 年 首次 参加 国际 中 学 生 数 学 竞赛 (简称 IMO) 至 
今 一 直 处 于 不 败 之 地 的 事实 足以 证 明 。 从 一 定 意义 上 讲 ， 中 国 是 名 符 其 实 的 数学 超级 
大 国 。 一 方面 ， 我 国 的 青少年 聪明 。 另 一 方面 ， 我 国 广大 中 小 学 数学 教师 和 普 教 战 线 
上 的 数学 工作 者 敬业 和 资深 ， 如 果 再 加 上 优质 的 研读 资料 ， 一 定 会 最 大 限度 地 开发 青 
少年 的 智力 ， 提 高 中 华 民 族 的 数学 素质 。 虽 然 每 年 代表 中 国 参加 IMO 的 幸运 儿 只 有 一 
个 队 ，6 名 选手 ， 但 是 假设 允许 我 国 选派 两 个 队 ， 三 个 队 ， 四 个 队 ， 五 个 队 ……， 这 些 
队 也 一 定 是 超一流 的 国际 强 队 。 

学 习 竟 赛 数学 ， 要 尽量 充分 地 哆 吸 数学 大 树 的 营养 ， 同 时 又 必须 扎实 地 磨 练 ， 多 
研究 题目 、 多 总 结 ， 要 始终 按 奥林匹克 精神 和 科学 精神 去 研读 ， 去 奋斗 ， 去 攀登 。 

相信 你 通过 研究 本 书 一 定 会 实现 美好 理想 ! 


数学 奥林匹克 竞赛 编辑 部 
2004 年 6 月 


编者 的 话 


本 书 涵盖 了 近年 国内 、 国 际 上 数学 竞赛 培训 工作 的 最 新 成 果 和 研究 资料 。 主 要 目 
标定 位 在 帮助 广大 高 中 学 生 学 好 数学 ， 增 强 素质 ， 冲 刺 高 考 ， 提 高 他 们 的 竞赛 成 绩 和 
竞争 力 ， 不 论 读者 是 否 有 参加 数学 竞赛 的 兴趣 ， 都 能 从 本 书 中 受益 。 

在 题目 的 分 析 与 解答 中 有 一 定 创见 ， 有 独到 的 精彩 之 处 ， 利 于 激发 读者 的 数学 兴 
趣 和 聪明 才智 。 

笔者 长 期 在 竞赛 数学 第 一 线 指导 高 考 备考 和 各 级 数学 集训 队 ， 并 联系 了 全 国 范围 
内 大 量 有 才华 的 年 轻 有 为 的 优秀 教练 员 ， 汇集 了 他 们 的 解 题 思想 和 解 题 经 验 ， 把 中 学 
数学 日 常 教学 与 竞赛 数学 培训 完美 地 结合 在 一 起 。 

本 书 既 能 帮助 读者 迎战 我 国 高 中 数学 全 国联 赛 一 试 ， 备 战 高 考 ， 又 有 指导 学 生 参 
加 全 国联 赛 二 试 ， 参 加 国家 数学 奥林匹克 竞赛 (OM) 和 国际 数学 奥林匹克 竞赛 
(IMO) 的 专项 训练 ， 既 适用 于 在 数学 学 习 中 有 兴趣 有 余力 的 高 中 学 生 ， 又 适用 于 他 们 
的 指导 老师 

为 便于 读者 分 阶段 学 习 使 用 ， 本 书 分 为 基础 篇 和 专题 篇 两 部 分 。 基 础 篇 针对 全 国 
高 中 联赛 一 试 ， 兼 顾 高 中 数学 总 复习 ， 有 助 于 准备 高 考 ; 专题 篇 则 是 典型 的 数学 集训 
队 中 为 提高 选手 的 竞争 力 而 必 备 的 竞赛 数学 知识 、 方 法 和 技能 。 阅 读本 书 时 ， 应 与 高 
中 教科 书 和 近 3 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 以 及 近 3 年 全 国 数学 高 考题 结合 起 来 。 

基础 篇 适用 于 在 7 一 10 月 间 阅 读 ， 专 题 篇 适用 于 8 月 一 下 一 年 5 月 间 阅 读 。 

为 充分 地 从 本 书 中 吸取 有 益 营 养 ， 提 倡 多 读 儿 遍 ， 如 果 高 一、 高 二、 高 三 读 3 轮 
效果 更 好 。 

研读 本 书 应 当 有 才 力 ， 有 详实 的 计划 ， 不 能 时 断 时 续 ， 以 保证 思维 的 连贯 性 和 循 
序 渐进 性 。 最 好 能 约 上 几 位 在 数学 方面 有 浓厚 兴趣 的 志同道合 的 朋友 结 成 研读 小 组 ， 
一 起 研读 。 

愿 本 书 能 成 为 影响 你 一 生 的 良师益友 。 

参与 本 书 编写 及 审 校 的 还 有 : 间 达 伟 、 刘 瑞 、 文 静 、 黄 辉 、 马 艳 、 支 颖 梅 
高 云 平 . 刘 惠 敏 、 关 雪 等 ， 在 此 说 表 谢意 。 
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集合 与 简易 逻辑 


$1.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 集合 中 元 素 具有 三 条 特性 :确定 性 \ 互 异性 ,无 序 性 . 
2. 若非 空 有 限 集 A 中 有 个 元 素 , 则 有 如 下 结论 : 
OJA 的 子 集 的 个 数 是 2"; 
(2)A 的 “ 非 空子 集 ” 和 “真子 集 ” 的 个 数 都 是 2" — 1; 
(3)A 的 “ 非 空 真子 集 ” 的 个 数 是 2" — 2. 
3. 设 A = [al,a2,a3,…,anj, 则 A 的 所 有 子 集中 元 素 之 总 和 为 : 
S = 27a; + az ++ + an) IEP a, € Z? 
4. 集合 间 的 交集 ,并 集 , 补 集 有 以 下 性 质 : 
()A UA = A,A N A = A( 震 等 律 ) 
(2)A U B = B U A,A N B = B N A( 交 换 律 ) 
G) (AUB)UC=AU(BUC) 
(ANB) NC = AN BNA C)( 结 合 律 ) 
(4)AU(BNC)=(AUB)N(AUC) 
A N (B U C) = (A N B) U (A N C)( 分 配 律 ) 
(5)A N (B U A) = A,A U (A N B) = A( 吸 收 律 ) 
(6)A =A 其 中 4 是 全 集 1 的 子 集 ( 对 合 律 ) 
(7) 设 全 集 为 U,A、B 为 U 的 子 集 , 则 
Cu (A U B) = (Cu A) fl (Cu B) 
Cu (A N B) = (Cu A) U (Cu B) 
5. 深刻 理解 两 个 集合 相等 的 概念 ,并 能 解决 相关 的 问题 . 一 般 的 思路 和 方法 如 下 : 
(1) 验证 两 集合 的 元 素 相同 , 即 两 集合 中 各 元 素 对 应 相等 ; 
《2) 利用 定义 ,证 两 集合 互 为 子 集 ; 
(3) 若是 用 描述 法 表示 的 集合 , 则 两 集合 的 属性 能 够 互 推 ( 充 要 条 件 ) , 即 等 价 ; 
(4) 对 于 两 个 有 限 集合 , 则 元 素 个 数 相等 ,各 元 素 之 和 相等 ,之 积 相等 是 两 集合 相等 的 必要 条 件 . 
6. 有 限 集合 的 元 素 个 数 , 容 斥 原理 . 
WARRE M 的 元 素 个 数 为 n( M) .如 下 集合 A、B、C 等 以 及 全 集 U 都 是 有 限 集 .由 图 I - 1-1 
和 图 I -1 -2 可 知 : 
n(A U B) = n(A) + n(B) - n(A N B); 
n[Cu (A U B)] = n(U) - n(A U B) 
= n(U) - n(A) - n(B) + n(A N B); 
n(A U BU C) = n(A) + n(B) + n(C) - n(A N B) 
-a(BNC)-n(CNA)+a(A NBN C) 
nlCu (A U B U C)] = n(U) - n(A U BU C) 
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= n(U) - n(A) - n(B) - n(C) 
+n(ANB)+n(BNC)+n(CNA)-nANBNC) 


ST E 国 1 -1-3 


一 般 地 ,有 关于 ”个 有 限 集合 的 并 集合 或 并 集 的 补 集 的 元 素 个 数 的 类 似 公式 成 立 , 称 该 结论 为 容 斥 
原理 . 
7. 要 掌握 含 绝对 值 的 不 等 式 和 一 元 二 次 不 等 式 的 基本 解法 . 
8. 掌握 一 元 二 次 方程 根 的 分 布 的 如 下 六 个 充 要 条 件 . 

设 一 元 二 次 方程 为 ar? + br + c = 0(a >0) 

(1) 方程 二 根 一 个 大 于 zo, 另 一 个 小 于 zo 

< 一 azxitizo+c<0 

(2) 方程 二 根 都 大 于 ro 

azi+tbro+c>0 


< b -4w 2 0 
-Ż>m 
(3) 方程 二 根 都 小 于 ro 
arü + bro + c > 0 
<—> -4a 20 
-Ż <= 
(4) 方程 二 根 都 在 两 数 m .n(m < n) 之 内 
am? + bm + c > 0 
an? + bn + c > 0 
<?) - 44 20 
m<- z£ <n 
(5) 只 有 一 个 根 在 m,n(m < n) Z 
<= (am? + bm + c)(an? + bn + c) < 0. 

(6) 方程 二 根 在 二 数 m n(m < n) 之 外 
<— | ++ <0 
an? + bn + c < 0 
9. 逻辑 联结 词 . 

理解 逻辑 联结 词 或 "“ 且 ”"、“ 非 ”的 含义 ,把 握 它们 与 集合 中 的 并 集 、 交 和 集 、 补 集 的 对 应 关系 .不 含 
逻辑 联结 词 的 命题 是 简单 命题 ,由 简单 命题 与 逐 辑 联结 词 构 成 的 命题 是 复合 命题 ,复合 命题 的 构成 形式 
是 
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bq 

p Hq 

非 p, 即 命题 p 的 否定 . 

其 中 p,q,… 表示 命题 . 

判断 一 个 复合 命题 的 真 假 , 一 般 分 为 如 下 三 个 步骤 : 
第 一 ,确定 复合 命题 的 构成 形式 ; 

第 二 ,判定 其 中 各 简单 命题 的 真 假 ; 

第 三 ,利用 真 值 表 判断 复合 命题 的 真 假 . 
真 值 表 如 下 : 


b q +p 户 或 gq p Rq 

£ + 假 真 * 

+ = 候 £ 候 

假 真 + 真 假 

假 假 真 “m 假 
10. 四 种 命题 . 


(1) 原 命 题 为 真 , 它 的 逆 命 题 和 否 命题 不 一 定 为 真 , 它 的 逆 否 命题 一 定 为 真 . 

(2) 由 于 互 为 逆 否 命题 同 真 同 假 , 所 以 四 种 命题 为 真 (或 假 ) 的 个 数 是 偶数 0 或 2 或 4. 
11. 反 证 法 . 

(1) 反 证 法 的 步 又 : 

反 证 法 是 一 种 间接 证 法 .用 反 证 法 证 明 一 个 命题 *A 一 B” 可 以 分 为 3 步 : 

1°) 反 设 : 假 设 B 不成立 , 则 一 B RIL. 


2) HE." 且 非 B” 人 手 -进行 正确 推 现 。 推 出 下 盾 . 


3) 结论 :由 矛盾 知 假设 *B 不 成 立 " 是 错误 的 ,从 而 B RY. 

[Ë] 第 (2) 步 归 课 是 反 证 法 的 核心 . 

其 一 , 归 雇 入 手 点 是 从 “ 原 命题 的 否定 ” 入手, 特别 ,有 时 只 以 " 非 B” RET. 

其 二 , 归 廖 到 最 后 产生 的 矛盾 有 三 种 情况 . 

1°)“3E p 为 真 " 与 “原始 题 设 p” 构成 矛盾 ; 

2")“q 为 真 " 与 “假设 “ 非 q 为 真 " 矛盾 ; 

3")* 恒 假 命题 ”. 

(2) 反 证 法 适用 的 场合 . 

从 最 优选 择 的 角度 考虑 ,下 面 8 种 情况 使 用 反 证 法 是 方便 的 : 

1°) 命题 的 结论 以 否定 形式 出 现时 ; 

2°) 命题 的 结论 以 “至 多 "“ 至 少 "的 形式 出 现时 ; 

3°) 命题 的 结论 以 “无 限 "的 形式 出 现时 ; 

4°) 命题 的 结论 以 “惟一 "“ 共 点 "…“ 共 面 ” 的 形式 出 现时 ; 

5°) 关于 存在 性 命题 ; 

6°) 逆 命 题 ; 

T) 从 已 知 出 发 ,能 推出 所 知 其 少 的 时 候 ; 

8) 一 个 学 科 开 始 形成 或 建立 的 时 候 . 

总 之 , 正 难 则 反 ,直接 的 东西 较 少 , 较 抽象 , 较 困难 时 ,其 反面 常会 较 多 , 较 具 体 , 较 容易 . 
(3) 掌握 反 证 法 的 前 提 是 “正确 反 设 ”, 否 则 推理 论证 得 再 好 也 劳 而 无 功 . 现 将 一 些 常用 的 “结论 的 
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_ 否 定形 式 " 列表 如 下 . 


结论 记 PETI A 553638 反 设 词 
是 不 是 至 少 有 一 个 没有 一 个 
都 是 不 都 是 至 多 有 一 个 至 少 有 二 个 
大 于 不 大 于 ZSA nA 至 多 有 nn 一 1 个 
小 于 不 小 于 至 多 有 nn 个 至 少 有 n+1 个 
对 所 有 工 成 立 存在 某 工 不 成 立 户 或 q —p B —q 
对 所 给 工 不 成 立 存在 某 工 成 立 p Eq ZPA 
12. 充 要 条 件 . 
(1) 定义 : 


如 果 已 知 “p => q” ME p 是 g 的 充分 条 件 ; 

如 果 已 知 "9 一 p”, 则 称 p 是 g 的 必要 条 件 . 

如 果 既 有 “p 一 9", 又 有 “9 一 p” RE p q WF p E: q 的 充 要 条 件 . 
(2) 充分 条 件 , 必 要 条 件 的 内 涵 . 

充分 条 件 内 涵 :“ 有 了 足够 , 换 亦 可 能 ”. 

必要 条 件 内 涵 :“ 缺 了 不 成 ,有 了 不 够 ”. 


$1.2 赛 题 精 讲 


例 1 《1996. 全 国 高 中 数学 联赛 一 试 ,第 二 大 题 第 1 小 题 ) 求 集合 A = |z 1- 1< log110 < 一 十， 
1 < z€ N1 的 真子 集 的 个 数 
[分 析 】 关键 对 集合 元 素 满足 的 条 件 的 不 等 式 进行 等 价 变形 . 


解 :…A= |z|-1<logt10<- 寺 ,1<zenl 


| -1< -二 <- 支 1<zen| 


1 
-1<—- _ 1 
1 < bcrenl 


= |z| 二 < 志 <11<zen| 
= lz11<lgx<2,1< z € NI 
= {z 110< z < 10,1 <z €N} 
…A 中 元 素 的 个 数 为 90 个 
“A 的 真子 集 的 个 数 为 29 — 1 + 
例 2 (1983. 上 海 市 第 一 试 第 一 题 (7)) 在 集合 11,2,…,m + 中 ,注意 取出 一 个 子 集 , 计 算 它 的 元 索 
之 和 , 则 所 有 各 个 子 集 元 宗之 和 的 总 和 是 ; 
【提示 】 依据 竞赛 知识 ,方法 精 要 “3”. 
解 :A 的 所 有 子 集 的 元 素 之 和 
=2"(I+2+3+- +n) 


=o! . nt Da 
z 2 


= n(n +1) 2"? 
例 3 〈1992. 北 京 市 高 一 数学 竞赛 初试 一 题 (3) ) 若 集合 M = 11992,4,51 .集合 N= |z Iz € MI, 
则 集合 M 与 N 的 关系 是 : 


A.M=N BMCN CMION DMNN=0 
解法 一 : 

“N= iziz€ MI 

“NN 是 集合 M 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 

因此 M=N BA 

解法 二 : 

“N= lz1z€Ml 


“z€ N>z € M,lINC M 
又 若 zrEM= zeEeN 
“MEN 
因此 M=N … 选 A 
例 4 (1994. 北 京 市 高 一 数学 教学 竞赛 初试 第 二 题 第 1 小 题 ) 已 知 1= R ,集合 A.B 都 是 实数 集 尺 
的 子 集 ,A N (CB) = |z 122 < 41. 

(CA)NB= |x I (r -4)(8- z)2 0! 
(CA) N (CB) = |z | z? — 6z - 16 > 0| 
R ANB 
解 : An (CB) = Ir | <4 

= [-2,2] FR (CA NCA) 


(CA) mnB 
= |= I (z - 4)(8- z) >0|[ 的 (Cd)mB 
= [4,8] 


(CA) N (CB) = |x | z? - 6x - 16 > 0| 
= (- œ, — 2) U (8, + œ) 
由 韦 思 图 (图 I - 1 ~ 3) 观察 Amn (CB), (CA) N B, 
(CA) N (CCB),A N B 的 关系 , 知 : 
AnB=(2,4) 
例 5 〈1994. 北 京 市 高 一 数学 竞赛 初试 一 .4) 已 知 zE R,yE R* ,集合 A = |r trt, -z,- 


z-1|,B= |- yx, -学 ,y+ 让 .车 A = BM x? + 六 的 值 是 
AS B.4 C.25 D.10 
【分 析 】 充分 利用 竞赛 知识 ,方法 精 要 5 做 即 可 . 
R: (z+1)? 宇 0 
m+ z+12- <= 
X = +r+12>0 
根据 集合 元 素 的 互 异 性 , 知 


m+z+1#- r 


图 I-1-3 


即 z#1 此 时 有 zz+z+l>-z>-z-1l 
X yE Rt, 在 集 B 中 ,y+1>- 党 >-y 
由 A = B, 只 能 
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由 加 .四 解 得 z = 1,y = 2, 代 入 人 @ 式 知 ， 
+z = 1,y = 2 满足 式 
所 以 x+m=P+2=5 ŽA 
例 6 由 1,2,3, 组 成 的 位 数 ,要 求 n 位 数 中 1.2 和 3 每 个 至 少 出 现 一 次 , 求 所 有 这 种 位 数 的 
个 数 . 
【分 析 】 设 所 有 由 1,2,3 组 成 的 位 数 的 集合 记 作 全 集 5,5 中 不 含 i(i = 1,2,3) 的 ”位 数 的 集合 
记 作 A;, 则 满足 题 设 条 件 的 所 有 n 位 数 的 个 数 为 
LEGA) N (CA2) N (CsA3)| 
注意 到 
| (CsA) N (CA) N (CA) | 
= | C(A U A; U A3) | 
= | gl- (A N AN A)| 
利用 容 斥 原理 即 可 求 得 . 
解 : 设 所 有 由 1,2,3 组 成 的 位 数 的 集合 记 作 全 集 5, 则 1 5 1= 3".5 中 不 含 i(i = 1,2,3) 的 n 位 
数 的 集合 记 作 A;, 则 
1Ail=2", nlANAI=1, 
1A NANA 1=0, i#j, i,j = 1,2,3. 
(CA) N (CA2) N (CA3) 为 《中 同时 含有 数字 1,2,3 的 n 位 数 全 体 的 集合 ,由 容 斥 原理 知 
1 (CtA1) N (CA2) N (CA3) 1=151-1ALU A2 U Asl 
=| ķi- [LA l+ A l+ A l- A NA ANA lI ANAL ANAN A!) 
故 
1 (CsA1) N (CsA2) N (CsA3) 1= 3 -32"+3 
例 7 对 二 次 函数 f(x) = ar? + br + c, 求 证 , 必 存 在 z =+ M Z 0,fë f(+ M) 均 与 a 同 号 . 
【分 析 】 这 是 一 遵 证 明 题 ,但 本 质 上 是 说 明 二 次 不 等 式 
af(x) = azzz+abr+ac>0 (*) 
有 解 , 且 解 集合 包括 zx = M, 与 x =- M, 只 须 讨论 ( * ) 所 对 应 的 二 次 方程 的 判别 式 
证 明 :首先 指出 一 个 重要 性 等 式 
4af(z) = (2ar + b)? — (b? — 4ac) 
(1) 34 A = b2— dac < 0 时 ,4af(7) >0 的 解 为 (- ,+ co) 
(2) 当 A = b? — 4ac = 0 时 ,不 等 式 4af(z) > 0 的 解 为 
Ce, -U CÉ. +) 
(3) 4 A = b? - 4ac >0 时 ,方程 4af(z) = 0 有 两 个 不 等 的 实数 根 zl ,zz(zl < z2) ,相应 不 等 式 
dafla) > 0 的 解 为 
(— œ,x1) U (zz, + ©) 
因为 三 种 情况 下 的 解 集 均 为 无 穷 区间 ,都 存在 M š - M 属 于 解 集合 ,使 4af(+ M) > 0, 从 而 ,a 关 
f(+ M) 同 号 . 
@8 若 不 等 式 8x* + 8(m - 2)z? -m + 5 > 0 对 任意 实数 z 均 成 立 ,求实 数 m 的 取 值 范围. 
【分 析 】 注意 换 元 降 次 和 应 用 根 的 分 布 理论 . 
解 : 令 x? = (z 三 0), 则 原 问题 等 价 于 
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Fi) = 8 +8(m-2)t-m+5 在 1 之 0 时 恒 大 于 零 , 故 得 


A<0 
(Da<o 或 (ID4AA<0>0 
-27 <0 


解 (1) 得 ”十 <m<3 
解 (1) 得 ”3<m<5 
综 上 得 ,满足 题 设 的 m 的 取 值 范围 是 方 < m < 5 
Mo 《第 二 届 国 际 数学 奥林匹克 试题 )x 取 什么 值 时 ,不 等 式 
2 
0 <2z+9 

成 立 ? 

【分 析 】 由 已 知 易 得 z >>- -F,H z 天 0, 从 而 把 原 不 等 式 化 简 求解- 


解 :显然 z 过 - J, B rO 
将 原 不 等 式 化 简 得 
za(8z -45) < 0 
nac 
故 原 不 等 式 的 解 集 为 

[zi-4<z<0R0< <$] 
【 注 】 本 十 的 关键 一 步 在 于 化 简 整理 .请 注意 ,其 他 过 程 如 下 : 
不 等 式 左 端 


4z? =( 2z ) 
(I-/1+2z2 1-VI+ 开 


w paum] 
1- (1+2z) 


= (1+ WVI+2z)2 
… 原 不 等 式 同 解 于 
2+2z+2VIi+2z<2r+9, 即 


Vira < t 
从 而 得 到 z < PRES r>- + 且 z 关 0 取 交 得 原 不 等 式 的 解 . 
对 于 不 等 式 两 边 平方 时 ,要 注意 不 等 号 的 方向 是 否 改变 . 
例 10 不 等 式 |z GAD) y 2 ata + Dz+2(34+1) 之 0 的 解 集 分 别 记 为 A、 
,其 中 a € R. 求 使 A C B 的 a 的 取 值 范围 . 

[分 析 】 首先 确定 集合 A 和 ,然后 由 A C B 借助 数 轴 解 之 . 

-52< (312 < a - 12 

— 2 PP z 

m 
2a<zr<a+1 
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“A= Irl2 < r< +1} 

H z2- 3(a + 1)z +2(3a +1) < 0 即 
(z=-2)(z=—3a -1) <0 

当 a 之 计时 ,B= z 12<r<3a+1l 
当 a < 计时 ,B= lz13a+1<z<2l 


于 是 , 当 a 之 于 时 ,由 AS B, 得 
2<2a 

at+1<3a+1 

*1<a<3 

当 a < 于 时 ,由 AS B, 得 

3a +1<2a 

apa 


“a =-1 

综 上 ,使 AS B 的 a 的 取 值 范围 是 

lall<a<3 ma=-1l 

【评估 】 求解 中 要 充分 利用 数 形 结合 的 思想 . 

例 11 (1984. 全 国联 赛 试题 ) 下 列 命题 是 否 正确 ? 若 正确 ,给 予 证 明 . 否 则 , 举 出 反例 . 

(1) 若 P.Q 是 直线 ! 同 侧 的 两 个 不 同 点 , 则 必 存 在 两 个 不 同 的 圆 , 通 过 已 .Q 且 和 直线 ! 相 切 ; 

(2) 当 a >0,b >0 且 ea 天 1 天 1 时 ,log.b + loga > 2, 

(3) 设 A、B 是 坐标 平面 上 的 两 个 点 集 .C, = (x,y) | z? + 只 反哺 |. 若 对 任何 > 之 0 都 有 CU 
A SC U B, 则 必 有 A GB. 

【分 析 】 本 题 是 判断 所 给 命题 是 否 正确 , 若 正 确 , 给 予 证 明 .否则 , 举 出 反例 . 

解 :(1) 命题 不 正确 . 当 PQ // ! 时 ,只 能 作 一 个 过 已 .Q 且 与 ! 相 切 的 贺 ; 

(2) 命题 不 正确 .如 取 a = 2, = 十 时 ,logsb + loga = 2 < 2: 

(3) 命题 不 正确 . 取 A 是 任 一 包含 点 (0,0) 的 集合 ,B = A - 1(0,0)1 ,显然 有 CU A EC U B, 
但 是 A GB 不 成 立 . 

例 12 〈1994., 日 本 数学 奥林匹克 预选 赛 试 题 改 编 ) 已 知 集合 5 = 10,1,2,3,4,5,6,7,8,9| ,的 于 
集 A 预 满足 下 列 条 件 : 

ODA 的 元 素 有 5 个， 

DA 中 任何 两 个 元 素 和 的 个 位 数字 恰好 是 0 到 9 这 十 个 整数 . 

求证 :这 样 的 子 集 A 不 存在 . 

【说 明 】 这 是 1994 年 日 本 数学 奥林匹克 预选 赛 试题 的 改编 题 , 原 设 问 是 “这 样 的 子 集 A 有 多 少 


个 ?”, 难 度 就 比较 大 ,不 容易 让 人 联想 用 反 证 法 解答 .改变 设 问 方式 后 ,一 方面 问题 的 难度 降低 了 , 另 一 
方面 也 提示 我 们 可 用 反 证 法 . 


证 明 :假设 这 样 的 子 集 A 存在 ,不 妨 设 
A = lal,a2,a3,a4,as| 
由 于 A 中 两 个 不 同 元 素 的 和 恰 有 10 个 ,每 个 元 素 出 现 4 次 , 故 由 条 件 四 , 知 4(al + az + as + agt 
as) 的 个 位 数字 应 与 0 + 1 + 2+ … + 9 = 45 的 末 位 数字 相同 , 即 为 5. 


但 4(al + az + as + as t as) 的 末 位 数字 是 偶数 ,不 可 能 是 5. 
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所 以 ,不 存在 同时 满足 条 件 QO .@ 的 子 集 A 

例 13 《1981. 北 京 市 高 一 数学 竞赛 试题 ) 设 f(r) = ar? + bx + c, 已 知 f(1),f(2),f(3),f(4)， 
f(5) 都 是 质数 .( 注 (1) 表示 z = 1 时 ,代数 式 f(z) 的 值 , 余 同 ). 

RE: flr) 不 能 分 解 成 两 个 整 系数 一 次 式 的 积 . 

证 明 :( 反 证 法 ) 设 f( z) 能 分 解 成 两 个 整 系数 一 次 式 qlr) 5 hlr) 之 积 , 则 有 

f(D = g(D) .4G)  /@) = g(2) - h(2) 
FGB) = g(3)°h(3) — f(4) = g(4)- h(4) 
(SY = g(5) + h(5) 

一 方面 ,在 上 面 五 个 式 子 中 , 由 已 知 其 左边 f), f2), f3), f4), f5) 都 是 原 数 ;由 于 g(z), 
hlr) 都 是 整 系数 的 一 次 式 , 右 端 都 是 两 个 整数 的 积 ,因此 这 两 个 整数 中 至 少 有 一 个 是 + 1, 即 在 g(1)， 
g(2),g(3),g(4),g(5),h(1),Al12),A(3),h(4),h(5) 中 ,至 少 有 五 个 数 是 + 1. 

另 一 方面 ,由 于 g(z) 是 一 次 式 , 故 知 g(1),g(2),g(3),g(4),g(5), 是 不 同 的 数 ,其 中 至 多 有 一 个 
是 1, 另 一 个 是 - 1; 同 理 ,h(1),h(2),h(3),h(4),h(5) 中 ,也 至 多 有 一 个 是 1, 另 一 个 是 - 1, 总 计 这 十 
个 数 至 多 有 四 个 是 鞋 1. 

这 是 两 个 相互 矛盾 的 结论 , 故 假设 不 真 , 原 命题 正确 . 

例 14” 设 命题 户 :关于 z 的 不 等 式 cizz+ bir + cl > 0 与 a2x? + brz + ca > 0 的 解 集 相同 ;命题 


a:i = l = ELANA q È ©) 

A. 命 题 p 的 充分 必要 条 件 

B. 命 题 p 的 充分 条 件 但 不 是 必要 条 件 

C. 命 题 p 的 必要 条 件 但 不 是 充分 条 件 

DD. 既 不 是 命题 p 的 充分 条 件 ,也 不 是 命 p 的 必要 条 件 

【分 析 与 解 】 对 于 的 不 等 式 z? 一 3z+2 > 0 与 - 2 4 3x - 2 > 0, 它 们 对 应 项 的 系数 之 比 相等 ， 
但 是 显然 它们 的 解 集 不 同 ,从 而 排除 A、B. 

又 如 z?+ z+1>0 与 <2+ z+2 > 0 的 解 集 相同 ,但 是 它们 对 应 项 的 系数 之 比 不 相等 ,从 而 排除 
O: 

故 选 D 

例 15 (1985. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 假如 有 两 个 命题 

甲 :a 是 大 于 零 的 实数 ; 

乙 :a >b Ba 1! >b’. RA ©) 

人 . 甲 是 乙 的 充分 而 不 必要 条 件 

B. 甲 是 乙 的 必要 而 不 充分 条 件 

C. 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 

D. 甲 既 不 是 乙 的 充分 条 件 也 不 是 乙 的 必要 条 件 

【分 析 与 解 】 利用 排除 法 . 

Ma = 3,6 = 2, 此 时 甲 成 立 ,但 是 乙 不 成 立 ,“ 甲 ”不 是 “ 乙 ” 的 充分 条 件 ,排除 A.C. 

对 于 “ 乙 ”, 很 明显 , 当 且 仅 当 a > 0 且 5 < 0 时 ,* 乙 "才能 成 立 , 由 此 可 知 ,“ 甲 "是 “ 乙 " 成 立 的 必要 
条 件 . 

综 上 知 ,“ 甲 ”是 “ 乙 ” 的 必要 而 不 充分 条 件 , 故 选 B. 

【评估 】 上 述 求解 中 利用 了 特殊 值 法 ,同时 ,涉及 不 等 式 的 一 些 性 质 . 


$1.3 巩固 练习 


1.《2001. 北京, 高 一 ) 集合 i0,1,2,20011 的 子 集 的 个 数 是 ©) 
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A.16 B.15 C.8 D.7 
2. (1994. 北 京 ,高 一 )1 = |z | z = 4",n € N,n S< 100! 
A=lz1izr€ 1 且 z 的 最 高 位 数字 不 小 于 4i 
B=lzr1!z€1 且 z 的 最 高 位 数字 小 于 4| 
C=lrlz€1 且 z 的 个 位 数字 为 41 
集合 A,B,C 中 元 素 的 个 数 分 别 记 作 a,6,c.(lg2 = 0.3010) 则 É 
A. <b <a B.a<c<b Cb<ce<a Da<b<e 
3. (1993. 北 京 ,高 一 ) 集 M = |r| x = 2" 一 2#, 其 中 mtE N, 上 且 n>ki, 集 P=|lzil90l<r< 
2000, 且 + € NI. 则 集合 M N P 中 所 有 元 素 的 和 等 于 
4. (1992. 北 京 , 高 一 ) 若 集合 M = 11992,4,51 ,集合 N = |z | z € MI WRA M SN 的 关系 是 


©) 
A.M = N B.MC N C.MDN DMNN=$ 
5,(1992, 北 京 ,高 一 ) 
命题 甲 ;一 条 直线 有 两 个 点 到 另 一 直线 的 距离 相等 , 则 这 两 条 直线 平行 . 
命题 乙 :一 条 直线 上 有 两 个 点 到 一 平面 的 距离 相等 , 则 这 条 直线 与 该 平面 平行 . 
命题 张 平面 上 有 不 共 线 的 三 点 与 另 一 张 平面 的 距离 相等 , 则 这 两 张 平面 互相 平行 . 
以 上 三 个 命题 中 , 真 命题 的 个 数 是 : 
A.0 个 B.1 个 C.2 个 D.3 个 
6. (1991. 北京 ,高 一 ) 已 知 集合 M = lz | z = 2",n € E,0 < n < 1000! 把 M 中 最 高 位 数字 是 1 的 
数 全 部 抽取 出 来 ,组 成 一 个 新 的 集合 N, 则 N 中 元 素 的 个 数 共 有 _ U U (R 1g2 = 0.30103). 


7. (1991. 北京 ,高 一 )M、N 是 两 个 集合 , 则 M C N 是 指 
A.M 不 包含 任 一 个 元 素 
B. M 和 NN 有 相同 的 元 素 
C. 所 有 M 的 元 素 都 是 N 的 元 素 
D. 所 有 N 的 元 素 都 是 M 的 元 素 
8. (1989. 北 京 , 高 一 ) 某 中 学 教师 中 ,会 英语 及 俄语 的 人 总 计 100 人 , 据 统计 ,会 英语 的 有 70 人 ,会 俄语 
的 45 人 , 求 该 校 教师 中 会 英语 但 不 会 俄语 的 人 数 . 


9. (1985. 上 海 ,高 中 ) M A U B = A U C 能够 推出 A 
AB=C BANB= ANC 
CANB=ANC DANB=ANC 


10. (1986. 上 海 ,高 中 ) 已 知 A、.B、M、N 为 非 空 集 ,A N B = $,M = |A 的 真子 集 | ,N = |B 的 真子 
集 l, 那 和 MNN=_ 

11. (1987. 上 海 ,高 中 ) 集合 A = 11,2,3,4,…,1987|, 则 它 的 非 空 真子 集 个 数 是 
A.21%7 -2 B.2%7 一 1 C. D20 41 

12. (1989. 上 海 ,高 中 ) # A = |z | z? - az +a? - 19 = 0|,B = |x | log(z2- Sx +8) = 1},C = 
lzilzz+2r-8=0l, 且 AmnB 关 9, 则 实数 a 的 值 等 于 

13. (1990. 上海, 高中) 已 知 A = la | 1<a < 10,a € NI;B = lb | b = 3a -1,a € Al, 用 列举 法 
# AD B= 


14.(1992. 上 海 , 高 中 ) 设 集合 M = [z lz -201< 生 ,ze ZIP = Iz l z < 40.z € ZI, 则 集合 
M 站 P 中 元 素 的 总 和 是 

15. (1992. 上 海 ,高 中 ) BARA A = |(z,y) | y = ar +2},B = |(z,y)ly=1z+1i},# ANB 
为 单元 素 集合 , 则 实数 a 的 取 值 范围 是 

16. (1981. 全 国 ,高 中 ) 
条 件 甲 :两 个 三 角形 的 面积 和 二 条 边 对 应 相等 ,条 件 乙 :两 个 三 角形 全 等 . 
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17. 


18. 


21. 


22. 


A. 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 
B. 甲 是 乙 的 必要 条 件 
C. 申 是 乙 的 充分 条 件 
D. 甲 不 是 乙 的 必要 条 件 ,也 不 是 充分 条 件 
答 ( ) 
(1983. 全 国 ,高 中 ) 
设 p,q 是 自然 数 ,条 件 甲 :p? - g 是 偶数 ;条 件 乙 :p + q 是 偶数 ,那么 
A,. 甲 是 乙 的 充分 而 非 必要 条 件 
B. 甲 是 乙 的 必要 而 非 充 分 条 件 
C. 甲 是 乙 的 充 要 条 件 
DD. 甲 既 不 是 乙 的 充分 条 件 也 不 是 乙 的 必要 条 件 
答 ( ) 
(1985. 全 国 ,高 中 ) 
假如 有 两 个 命题 . 
Fia 是 大 于 零 的 实数 ; 乙 :a > b Ba" > 0. 那么 
A. 甲 是 乙 的 充分 而 不 必要 条 件 
B. 甲 是 乙 的 必要 而 不 充分 条 件 
C. 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 
DD. 甲 既 不 是 乙 的 充分 条 件 也 不 是 乙 的 必要 条 件 
答 ( ) 


+ (1987. 全 国 ,高 中 ) 


BARA M = jz,zyvle(z.?)| R N = 10, | z ly| ,并 且 M = N, 那 么 
(++) (#+2) (e 2)e (2 +) 的 人 等 于 


.1987. 全 国 , 高 中 ) 
已 知 集合 
A=|(z,y) llzltlyl= a,a>0! 
= |(z,y)!lzy!+1=l1zi+1 yil 
着 A 门 日 是 平面 上 正八 边 形 的 顶点 所 构成 的 集合 , 则 a 的 值 为 
(1989. 全 国 ,高 中 ) 


集合 :M = lu | u = 12m+8n+41, 其 中 m,n,l1€ ZI,N = [U | U = 20p+16g+127, 其 中 
bar € Z| 的 关系 为 . 


A.M = N BMEN,NEM 
CMEN D.MZ2 N 
答 ( ) 
(1990. 全 国 ,高 中 ) 
ARI) ilef + T+ 二 ) lez + lgyi 中 元 素 的 个 数 为 
A.0 B.1 c2 D. 多 于 2 
答 ( ) 
.1991. 全 国 , 高 中 ) 
将 正 奇数 集合 11,3,5,…+ 由 小 到 大 按 第 n 组 有 (2n - 1) 个 奇数 进行 分 组 ; 
HI, 13,5,71，  19,11,13,15,17} 
(第 一 组 ) (GBA) (PIA) 
则 1991 位 于 第 组 中 . 
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27. 


29. 


30. 


. (1993. 全 国 ,高 中 ) 


ËM = {(z,y) | ttanry |+ sinzrz = Ol, 
N= |(z,y) ! 22 + <2}, 
AMN N 的 元 素 个 数 是 
A.4 B.5 C.8 D.9 


(1993. 全 国 , 高 中 ) 


集合 A.B 的 并 集 A U B = jai,a2,a3l, A # BE}, (A, B) 与 (B,A) 视 为 不 同 的 对 , 则 这 样 的 
(A,B) 对 的 个 数 有 


A.8 B.9 C.26 D.27 
EC o) 
.(1994. 全 国 ,高 中 ) 
设 a,b,c 是 实数 ,那么 对 任何 实数 = ,不等式 . 
asinr + bosz + c >0 
都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
A.a.b 同 时 为 0, 且 c > 0 BVa+P=e 
C.V aè? + b < ce D.Va? +b >c 
* ) 
(1998. 全 国 ,高 中 ) 


若非 空 集合 A = lz12a +1< z <3a -5l,B = |z 13< r <22), WWE AS A NB 成 立 的 
所 有 a 的 集合 是 


Alall<u<al B.la 16 <a <ql 
C.la la <ql D.$ 
答 :( ) 
.1999. 全 国 , 高 中 ) 
给 定 下 列 两 个 关于 异 面 直线 的 命题 : 


命题 [ ”车 平面 a 上 的 直线 a 与 平面 8 上 的 直线 6 为 异 面 直线 ,直线 c 是 a 与 8 的 交 线 ,那么 ,c 至 
多 与 a,b 中 的 一 条 相交 ; 

命题 H 不 存在 这 样 的 无 穷 多 条 直线 ,它们 中 的 任意 两 条 都 是 异 面 直线 ,那么 

A. 命 题 [正确 ,命题 [| 不 正确 B. 命 题 H 正确 ,命题 | 不 正确 


C. 两 个 命题 都 正确 D. 两 个 命题 都 不 正确 
(2000. 全 国 ,高 中 ) 
设 全 集 是 实数 集 . 若 A = |z | /z 2 <0|,B = |æ | 10°? = 101,9 A N (C.B) Æ 
A.121 B.|- 11 Cizlz<2l D.$ 
F) 
《2001. 全 国 ,高 中 ) 
BA 为 给 定 的 实数 ,那么 集合 M = |x | z? - 3z - a? + 2 = 0,x € R| 的 子 集 的 个 数 为 
A.1 B.2 C.4 D. 不 确定 
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映射 与 函数 


$2.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 映射 与 函数 

(1) 定义 : 设 A 和 已 是 两 个 集合 ,如 果 按 照 某 种 对 应 法 则 f, 使 得 集合 A 中 的 任何 一 个 元 素 , 在 集合 
妃 中 都 有 惟一 的 元 素 和 它 对 应 , 则 称 这 样 的 对 应 (包括 集合 A 到 B 的 对 应 法 则 了 ) 为 集合 A 到 集合 B 的 
映射 , 记 作 /:A 一 B. 

如 果 有 A P| B 的 映射 /,( 即 /:A 一 B) 使 得 a € A 和 bE B 对 应 , 则 称 5b 为 a 在 /下 的 像 ,a 将 为 
b 的 原 象 ,可 记 作 b = fla) 

显然 集合 A 是 原 象 集 , 象 集 C C B. 

(2) 定义 : 若 映射 f: A — B WE 

1°)B 中 的 任何 一 个 元 素 > 都 有 A 中 的 元 素 z, 使 得 FLz) = y 

ZA 中 的 任意 元 素 z; 和 zz, 当 zl Z zz 时 ,有 (zi 天 f(x2) 成 立 
则 称 是 A 到 B 的 一 一 映射 
其 中 满足 条 件 1°) 的 映射 了 称 为 A P| B 的 满 射 ; 
满足 条 件 2°) 的 映射 了 称 为 A 到 B 的 单 射 

(3) 定义 :如 果 A,B 都 是 非 空 数 集 , 那 么 A PJ B 的 映射 "f:A — B" 就 叫做 A 到 B 的 函数 , 记 作 y 
= flx) 

其 中 ,x € A,y € B, 原 象 的 集合 A 叫 函 数 的 定义 域 , 象 的 集合 (C C B) 叫做 函数 y= fC) 的 值 
域 

(4) 定义 :如 果 > 是 zx 的 函数 ,而 u 是 z 的 函数 , 即 y = f(u),u = 5(z); 那 么 y 经 过 中 间 变 量 x 而 
成 为 z 的 函数 , 记 为 y = f(g(x)), 称 它 为 函数 fu) 与 g(z) 的 复合 函数 

DE) 函数 = &g(z)( 内 层 函 数 ) 的 值 域 必须 被 限制 不 超出 函数 y = /(x)( 外 层 函数 ) 的 定义 域 .， 
2. 函数 图 象 

坐标 为 (z,F(z)) 的 点 的 集合 !{(z,y) | y = f(x),x € DI 称 为 函数 y = f(x) 的 图 象 ,其 中 中 是 
函数 y = f(z) 的 定义 域 . 

(1) 函数 > = fixt k)(k > O) 的 图 象 是 函数 y = f(x) 的 图 象 沿 + 轴 方 向 向 左 (k > 0) 或 向 右 
(k <0) 平移 | | 个 单位 得 到 的 . 

(2) 函数 y = f(z) + h(h #0) 的 图 象 是 函数 y = f(z) 的 图 象 沿 y 轴 方 向 向 上 (h > 0) 或 向 下 
(h < 0) 平移 1 | 个 单位 得 到 的 . 

(3) 函数 y = f(z + k) + h 是 经 过 两 次 平移 得 到 的 .可 以 先 沿 > 轴 平 移 1 k | 个 单位 ,再 沿 y 轴 平 
移 | | 个 单位 ,也 可 以 先 沿 y 轴 平 移 | h | 个 单位 ,再 沿 z 轴 平 移 1 | 个 单位 . 

(4) 函数 y =- flr) 的 图 象 与 函数 y = f(r) 的 图 象 关于 z 轴 对 称 . 

(5) 函数 y = f- z) 的 图 象 与 函数 y = f(z) 的 图 象 关于 y 轴 对 称 

(6) 函数 SO z) 的 图 象 与 函数 y = f(z) 关于 原点 成 中 心 对 称 

(7) 函数 f'l) 的 图 象 与 函数 y = f(x) 的 图 象 关 于 直线 y = x. 

(8) 函数 y = 1 f(z) | 的 图 象 是 函数 y = f(r) 的 图 象 保留 z 轴 上 方 的 部 分 不 变 ,将 x 轴 下 方 的 部 
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分 沿 z 轴 对 称 翻 折 上 来 得 到 的 
3. 函数 的 性 质 

(1) 函数 单调 性 . 设 函数 f(z) 在 区 间 I 上 满足 :对 任意 ri,zzE 工 ,并 且 zi < zz 时 ,总 有 (zi) 
< FNS) > F(za)), 则 称 f(z) 在 区 间 工 上 是 增 函数 ( 减 函数 ) ,并 将 函数 /(x) 在 区 间 1 ER 
有 单调 性 ,区 间 I 称 为 /(z) 的 一 个 单调 区 间 . 

(2) 函数 奇偶 性 、 设 函数 f(z) 的 定义 域 为 D, 且 D 是 关于 原点 对 称 的 数 集 . 若 对 任意 的 x 了 ,都 
有 fl- z) =- flx) WE f(z) 是 奇 函 数 ;车 对 任意 的 x € DD, 都 有 f(- z) = f(z), 则 称 f(z) 是 偶 
函数 . 

(3) 函数 周期 性 .对 函数 /(z) ,如果 存在 一 个 不 为 零 的 正 数 T, 使 得 当 z 取 定义 域 中 的 每 一 个 数 时 ， 
f(z + T) = f(x) 总 成 立 ,那么 称 (z) 是 周期 函数 , 工 称 做 这 个 周期 函数 的 周期 .如 果 函 数 /(z) 的 所 
有 周期 中 存在 最 小 值 To, 称 To 为 周期 函数 fOr) 的 最 小 正 周期. 

(4) 函数 对 称 性 

引 理 1 ”函数 图 象 对 称 性 的 判定 


1) 着 定义 在 只 上 的 函数 /(z) WE /(z + a) = f(b z), 则 f(z) 的 图 象 关于 直线 z = H ait 


2°) 着 定义 在 尺 上 的 函数 7(z) 满足 fC + a) =- SCO- z) W (z) 图 象 关于 点 (对 村,0 ) 对 称 、 
引 理 2 (与 引 理 1 路 ) 容易 混 清 的 两 个 命题 ) 
1) EM y = /(a - z) SRR y = f(z - b) 的 图 象 关于 直线 > = Ë 对称 . 


2) 函数 y = fla- z) 与 函数 = f(b + z) 的 图 象 关于 直线 z = Ë 对称. 

DE) 站 引 理 PAY 1) 是 对 一 个 函数 而 言 的 , 引 理 2 中 的 两 个 命题 是 对 两 个 函数 而 言 的 . 

© 证 明 的 思路 是 一 样 的 , 即 

任 取 一 点 一 ~ 求 其 对 称 点 一 = 验证 对 称 点 是 否 在 函数 图 象 上 一 ~ 最 后 由 点 的 任意 性 得 证 . 

这 里 给 引 理 2 中 1 的 证 明 . 

证 明 :在 y = fla - z) 的 图 象 上 任 取 一 点 P(zo,y0), 则 yo = f(a — zo), 点 P(zo,y0) 关于 直线 
= EGE 的 对 称 点 为 P((a + b) - zo,y0). 

M r= (a+b)-zo 时 ,>= f((a +b)- ro- b) = fla- zo) = yo 对 称 点 PC(a+6)- zo, 
xo) fE y = fla- b) 的 图 象 上 ,又 因为 点 尸 是 任意 一 点 ,所 以 函数 y — f(a - z) SEK y = fla- b) 
的 图 象 关于 直线 x = H yify. 

(5) 函数 周期 性 的 判定 : 

1°) 若 定义 在 R 上 的 函数 j(z) 满足 f(z + ae) = f(b+ r),a Z b,WJ f( z) 是 周期 函数 , 且 周 期 为 
lb-al. 

2°) 车 定义 在 R 上 的 函数 7(z) 满足 /(z + a) = - f(b + z),a Z b, D (z) ERAR, BJA 
是 210 一 al. 

(6) 函数 的 对 称 与 周期 的 关系 : 

1°) 车 定 义 在 R 上 的 函数 /(z) 既 关于 直线 z = a 对 称 ,又 关于 直线 z = b HE, B a 天 六, 则 f(z) 
是 周期 函数 , 且 2 1 6 - a | 是 周期 

2°) 若 定义 在 R 上 的 函数 /(z) 既 关 于 直线 z = a 对 称 ,又 关于 点 (5,0) XPK, H a b, fC) 是 
周期 函数 , 且 4 1 5 - a | 是 周期 . 

3°) 车 定义 在 R 上 的 函数 /(z) 既 关于 直线 z = a 对 称 ,又 关于 点 (6,0) Hk, B a = b,Wl (z) i 
周期 函数 , 且 2 16 - a | 是 周期 . 
4. RER 

(1) 定义 :如 果 函 数 ， = /(z) 的 定义 域 为 A, 值 域 为 C, 而 且 构成 该 西数 的 映射 是 一 映射 ,那么 对 
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于 C 中 的 任何 一 个 y 值 ,A 中 有 它 惟 一 的 象 与 之 对 应 .此 时 y 是 自 变量 ,而 x 是 y 的 函数 ,我 们 把 这 一 函 
数 叫做 函数 y = f(x) 的 反 函 数 , 记 作 z = 广 !(>) ,通常 把 z、y 对 调 写成 y = 广 !(z), 就 是 函数 y = 
fa) 的 反 函 数 . 

(2) 反 函 数 与 其 原 函数 具有 六 种 重要 关系 : 

1) 定义 域 与 值 域 互 换 ;2") 对 应 法 则 互 逆 ;3") 元 素 一 一 对 应 ;4`) 图 象 关 于 直线 y = 工 对 称 ;5 ) 奇 
偶 相 同 ;6") 单调 性 相同 . 

注 :有 有 反 函数 的 函数 不 一 定单 调 函 数 .例如 y= 4 在 (- %,0) U (0, + 吕 ) 上 不 单调 ,但 它 有 
反 函 数 . 

© 偶 函 数 与 其 单调 区 间 上 的 反 函 数 与 原 函数 在 各 自 相应 的 单调 区 间 上 具有 相同 的 单调 性 . 

@ 复合 函数 y = j[g(z)] 的 反 函 数 是 y = g '[ f 1(z)]. 
5. 二 次 函数 

二 次 函数 是 高 中 数学 的 重要 内 容 之 一 ,图 象 直观 特点 常 被 数学 竞赛 命题 者 青睐 .有 以 下 性 质 应 引起 
参赛 学 生 的 注意 . 

Ék flx) = ar? + bz + cla #0) 

性 质 1 当 a > OR}, flr) 的 图 象 特点 是 下 凸 的 , 则 有 : 

(zD + Kax) tet flan) > /St te) 


M a < 0 时 ,/(z) 的 图 象 特点 是 上 目的 , 则 有 : 
Leri) + fla) + + f(z,) </(a + zz + = + z) 
n n 

性 质 2 # f(z)200,z € R 恒 成 立 , 则 f(x) 的 图 像 开 口 向 上 , 且 图 象 会 在 r 轴 上 方 ( 含 x 轴 
上 ) ,这 等 价 
a>0 
A<0 
# f(z) 万 0 时 ,xz € R 恒 成 立 ,类 似 有 
a<0 
A<0 

性 质 3 当 a > 0 时 ,车 存在 一 个 ro € RR 使 得 f(xo) < 0, 则 f(xz) 的 图 象 必 z 轴 相 交 , 因 而 A = 
b? - 4ac > 0. 

当 a <0 时 , 若 存在 一 个 zo € R 使 得 f(zo) > 0, 则 /(z) 的 图 象 必 与 zx 轴 相交 ,因而 A = b? ~ 4ac 
> 0. 

性 质 4 当 a > 0 时 ,存在 ro, 使 得 f(xo) < 0, 则 方程 f(z) = 0 有 一 根 不 小 于 zo 
6. 指数 与 指数 函数 


y=a(a>0 Ba=1) 
(1) 值 域 (0, + c ), 没 有 最 大 值 也 没有 最 小 值 ,有 下 界 y > 0, 无 上 界 ; 
(2) 对 应 关系 为 一 一 映射 ,从 而 存在 反 函 数 一 一 对 数 函数 ; 
(3) 有 单调 性 , 当 a > 1 时 ,为 增 函 数 ; 当 0 < a < 1 时 ,为 减 函数 ; 
(4) 无 奇偶 性 ,但 要 注意 到 :y = a 与 y = az 的 图 象 关 于 y 轴 对 称 ,y = oz 与 y = - ar 的 图 象 关 
于 工 轴 对 称 ;y = a 与 y= log? 的 图 象 关 于 y = 对称; 
(5) 有 2 个 特殊 点 :零点 (0,1). 不 变 点 (1,a); 
(6) 与 对 数 的 关系 : 工 = a ,msn = nta. 
7. 对 数 与 对 数 函数 
y = logr(ae>0 且 ao 天 1) 
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(1) 对 照 指数 函数 可 得 到 对 数 函数 的 * 值 域 ",，“ 反 函数 ",“ 单 调 性 "无 奇偶 性 " 等- 
(D 特殊 值 :logs1 = 0,kga = 1 
(3) 恒等式 :ae = N 


O 换 底 公式 :logN = PPN 
gN 
推论 1 a 


` m: 
推论 2 keç IN = T Tea = 8N" 
(5) 恒等式 : Me = NiwM 
(6) 关于 指数 与 对 数 有 如 下 两 个 性 质 : 
性 质 ! at= P = c = d',B abc = d, 则 
二 + 十 + 二 T Gth a,b,c,d 为 不 等 于 1 的 正 数 , 且 zy #0) 
性 质 2 设 a,b，c,d 为 不 等 于 1 的 正 数 ,车 心 = 如 = s Hl + T = TMa a. 
性 质 1 证 明 从 略 ,性 质 2 的 证 明 如 下 . 
MEB: a = p'= c = d = 人 ,由 题 设 知 z,y,z,t 天 0, 且 ab cd 皆 不 等 于 1, 故 人 天 1, 且 人 
> 0 于 是 a = 村， b= ky. = kta = kt 
Taki. kt = ieh = zt 


“ak=d 
8. 求 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 的 常用 方法 

(1) 配方 法 :把 函数 分 成 若干 个 非 负 代数 式 及 一 个 常数 的 和 ,从 而 估计 出 f(z) 的 下 界 ,进而 求 出 最 
小 值 . 

(2) 判别 式 法 :把 所 求 最 值 的 函数 放 到 某 个 一 元 二 次 方程 的 系数 上 ,利用 判别 式 求 出 这 个 函数 的 上 
界 或 下 界 , 进 而 求 得 最 值 . 

(3) 单调 性 法 :利用 函数 的 单调 性 求 最 值 . 

(4) 不 等 式 法 :利用 基本 不 等 式 来 求 最 值 . 

(5) 换 元 法 :利用 换 元 法 将 不 易 求 的 函数 解析 式 化 为 易 求 最 值 的 解析 式 . 


82.2 赛 题 精 讲 


1. 关于 映射 与 函数 

例 1 设 A= {zll<zr<9,r€21,B= |(a,b)l a,b € Al, 定 义 B 到 Z HRI S: Ca, b) — 
ab + a b, WR 

(1)(1,3) 在 映射 /下 的 象 ; 

(2) 满足 (a,5) L 16 WERC, b). 

解 :(1) h B PIZ MRM f: (a,b) — ab + a 6, 可 知 

fla,b)=abta-b 

:AFL3) =1x3+1-3=1 

即 (1,3) 在 映射 f 下 的 象 为 1. 


2 (a,b) 16 
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BHD F:(a,6) 一 ~ 16 

X f:la,b)— ab+ a-b 

ab +a- b=16 

(DE) 利用 a,b € A, 即 a,b 是 1 到 9 之 间 整 数 的 条 件 变形 ). 


b+1 
a,b € A, 即 a,b 是 整数 , 且 

l<a,b<9 
“2<b+1<10 四 
又 要 求 16 的 原 象 , 即 要 求 O 的 在 1 到 9 之 间 的 整数 解 , 而 若 D 有 整数 解 , 则 15 必 能 被 5 + 1 整除 
由 四 可 知 ,b+1= 3 或 b+1=5 


即 
5=2 或 b=4 
将 b= 2 和 6b = 4 分 别 代 人 四 得 
a=6 和 a=4 
cO 的 在 1 到 9 之 间 的 整数 解 为 
a=6 |a=4 
5 = 2 或 | -4 


… 满足 (a ,6) L 16 的 原 象 为 (6,2) 或 (4,4) 
例 2 (1987. 上 海 ,高 中 二 试 ) 设 A = (0,1). 若 /是 从 A 到 RR 的 一 个 映射 , 且 满足 
(D/A(z) > 0, 对 任何 zE (0,1); 


OKR S) 2AE z,y € (0,1). 

证 明 :存在 一 个 实数 bo, 使 得 ,对 任何 zx € (0.1) 均 有 /(z) = bo 

【分 析 】 要 证 此 问题 , 因 /是 从 A B| R 的 映射 ,所 以 只 要 证 明 对 任意 +, y € (0,1) 均 有 f(z) = 
f(y) 即 可 . 

证 明 :由 (1),(2) 得 

SSU- y) + fü — z) (y) S2f(y)f0 - y) 

令 z=yy=1-5, 任 意 *E (0,1). 

则 PoD)+PG-5)s2fG)7L-5) 

即 [f(s) -71- <0 

又“[fs)-f1-)F>0 

“f(s)- SA- s) = 0.ËB f(s) = fA -~ s) 

Sl) RF z = 去 对称. 

由 /(z) 的 对 称 性 可 知 

Fæ) = fü - z), f(y) = fü - y) 任 意 z,yE (0,1) 

LQ) 式 变 成 从 fl <o 

即 f(z) < fo) 

再 由 r,y 的 任意 性 可 知 ,又 有 f(y) < fl), FE fla) = f(y) 

… 存在 一 个 实数 bo 使 得 ,对 任意 = € (0,1) 均 有 f(z) = bo 
2. 关于 函数 图 象 


例 3 (北京 海淀 区 16 届 数 学 竞赛 题 )k 为 什么 实数 时 ,方程 x? -21z 1+3 = 有 四 个 互 不 相等 的 
实数 根 ? 
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解 :将 原 方程 变形 为 
22-2IzlI+1=A-2 y 
设 y= f(x) = z2-21 z+ 1,fEti y = f(x) HER, mE I 
一 2 一 1 所 示 .而 y = 一 2 是 一 条 与 轴 平行 的 直线 , 原 方程 有 四 个 互 
不 相等 的 实 根 , 即 直线 y = k - 2 应 与 曲线 有 四 个 不 同 的 交点 .由 图 象 p 
可 知 , 当 2 < k < 3 时 ,直线 与 曲线 有 四 个 不 同 的 交点 .所 以 , 当 2 < k 


< 3 时 ,方程 zz - 2 1 z 1+ 3 = k 有 四 个 互 不 相等 的 实数 根 . ACE: x 
【说 明 】 在 本 题 中 ,我 们 用 图 形 来 研究 方程 的 根 , 这 是 一 种 非常 

重要 的 方法 一 数 形 结合 法 . 见 图 1 - 21 
@4 RRR folz) =| xl, filz) =! fo(z) -11,f(z) = 

1 (z) - 2 1, 求 函数 y = 户 (z) 的 图 象 与 x 轴 所 围 成 图 形 中 的 封闭 图 1 -2-1 


部 分 的 面积 

解 : 先 把 函数 户 (z) 的 图 象 画 出 来 

如 图 工 -2 -2 所 示 , 函 数 olr) = 1 z 1 的 图 象 是 两 条 射线 (图 中 的 实 线 ) ,而 函数 1(x) = | fol) 
一 1 | 的 图 象 是 把 函数 olr) 的 图 象 先 沿 y 轴 方向 向 下 平移 1 个 单位 ,然后 再 保留 x 轴 上 方 的 部 分 ,把 x 
轴 下 方 的 部 分 对 称 地 翻 折 到 > 轴 上 方 得 到 的 ,如 图  - 2 - 2 所 示 的 虚线 部 分 


ul 
| 
| 
| 


mi-2-2 - 图 I-2-3 


函数 (z) = | (z) - 2 1 的 图 象 是 把 函数 (x) 的 图 象 先 沿 y 轴 方 向 向 下 平移 2 个 单位 ,再 保 
留 轴 上 方 的 部 分 ,把 轴 下 方 的 部 分 对 称 地 番 折 到 z 轴 上 方 得 到 的 ,如 图 1 - 2 - 3 中 实 线 部 分 所 示 . 
所 求 的 封闭 部 分 的 面积 为 
Sapam- Sam = + (2+6)x2- T 21 =7 
3. 关于 函数 性 质 


例 5 《1996. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 如 果 在 区 则 [1,2] 上 ,函数 C) = z?+ pz + 9 与 g(z) = z+ 十 
在 同一 点 取 相同 的 最 小 值 ,那么 ,7(z) 在 该 区 间 上 的 最 大 值 是 ( 。 ) 

asin B4- 32 + 84 

cAi- T +f D. 以 上 答案 都 不 对 
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… 由 题 设 有 


故 f(z) = #-2Dz 3 + 8 
= (z - py. 
又 "2- 拓 > 天-1 
Sla) # z € [1 J3] EIME E + € [2,2] 上 为 增 函数 . 
M /(z) 有 最 大 值 /(2) = 4- 2 12 + fa. 
故 应 选 B. 
例 6 (1998. 全国 高 中 数学 联赛 ) 
# f(z)(z € R) 是 以 2 为 周期 的 侦 函 数 , 当 z € [0,1] 时 ,7(z) = zS, (98), 01 


17)， 
SO) 由 小 到 大 的 排列 是 
解 :由 题 设 ,x € R.k € ZË, 
fk + z) = f(x) = fO 2) 
98 16 16 16 
+ /()- /7(6 一 的)= /(-8)= (6) 
x 1Q1 1 1 £ 
A) e-h) (-5)= (5) 
sE% = f(e+ 10 = sdh 
TM x € [0,1] 8, (r) = z AEM 
1 16 14 
故 /(6)</(6)< (5) 
101 98 104 
即 /(0)< /(()< /(15 
例 7 (1992. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 设 f( z) 是 定义 在 实数 集 R 上 的 函数 , 且 满 足下 列 关系 ; 
f(10 + z) = f(10- z), f(20 + z) =- f(20- z) 
MADR ) 
A. 偶 函数 ,又 是 周期 函数 
B. 偶 函数 ,但 不 是 周期 孙 数 
C. 奇 函数 ,又 是 周期 函数 
D. 奇 函数 ,但 不 是 周期 函数 
解 :由 (10+ z) = f(10 z), 知 f(z) 图 象 关于 直线 工 = 10 对 称 ,又 由 (20+z) =- f(W- z) 
知 /(z) 图 象 关于 点 (20,0) 对 称 , 故 /(z) 是 周期 函数 , 且 40 是 周期 ,再 由 f(20+ z) = - 7(20 一 z), X. 
/(z) 是 周期 函数 , 且 40 是 周期 ,得 
flx- 20) = fG0 + z- 40) = f(20 + z) =- f(20- z) 
m f- z) =- f(z) 
所 以 /(z) ERAM. HOR C. 
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例 8 (第 8 届 “ 希 望 杯 ") 设 /(z) 是 (- co, +o) HARB. SC +3) =- j(=), 40<1<2 


时 ,f(z) = M SUNDET ) 

A.1 B.0 C=1 D.1997 

解 :因为 f(z +3) = - /(z), 所 以 /(z) 是 周期 函数 且 周 其 为 6, 即 (z+6) = f(z), 所 以 (1997) 
= f(6 .333 -1) = fO DBH flr) 是 (~ ,+ co) WAER, HK O< <$ n, fla) = z, 
所 以 f(1997) = f(- 1) =- f() =- 1. < # C. 

例 9 (1996. 河 北 省 高 中 竞赛 ) 设 函 数 /(z) 满足 

(DSU) = 0, 且 在 [0,1] 上 递增 ; 

(2) 对 整 常 数 四 及 任意 z fi On - z) = fim + z), f(m- z +) = font za ),$a = 
/(-195)., = /(-196).. = -3 ), 则 ac 由 小 到 大 的 顺序 是 


解 :由 f(m - z) = f(m + x), M f(z) AFHR z = m 对 称 ,又 f(m - z + 1) = f(m + z +1), 
故 f(x) 关于 直线 z = m + 1 对称 ,所 以 f(x) 是 周期 函数 , 且 2 是 周期 , 即 f(x + 2) = f(z),a = 
sl- 95)= n- 289) = fae = /(- 926) A- 287 地) = (E) = /(- 1992) = 
/(-282+)= (3) 
又 因为 K1) = 0, 且 在 [0,1] 上 递增 ,所 以 a bc 由 小 到 大 的 顺序 是 c < b < a. 
例 10 (第 10 届 “希望 杯 "高 二 1 试 ) 设 f(z) = z3-3z+6z-6, 若 Ja) = 1, f(b) =-5, 则 
a+b=( ) 
A. -2 B.0 Cl D.2 
解 :注意 到 此 题 的 等 价 形式 , 即 a,b 满足 
(a-1)'+3(a-1)= 3 
(4-6)+3(1-5)=3 a tb. 
构造 函数 g(z) = x + 3z, 显 然 g(z) 在 (- o, + oo) 上 严格 单调 递增 
“gla—1) = g(1- b). 
“a -1= 1-5. 
—a+b=26 D 
例 11 (1986. 上 海 ,高 中 数学 竞赛 ) 函数 f(z) 定义 在 (- eo,0) U (0, + co) 上 ,对 定义 域 中 任意 数 
工 ,在 定义 域 中 存在 ri,zz, 使 = zl - rz,f(zl) Æ f(z2), 且 满足 以 下 三 个 条 件 : 
轿车 zlzze (- o,0)U (0, + ©), f(zi) Æ fla) RO <I zí — z2 |< a, M flr) = 
f(zD f(z) +1, 
Fad) - fla) ` 
fla) = 1(a 是 正常 数 ); 
@ 40 < zx<2a 时 ,f(z) > 0. 
试 证 :(1)F(z) 是 奇 函数 ; 
(2) f(z) 是 周期 函数 ,并 求 出 其 周期 ; 
(3)f(z) 在 (0,4a) 内 是 减 函数 
证 明 :(1) 对 任意 zxE (- %,0) U (0, + o), 由 条 件 @ 知 ,在 定义 域内 存在 zi,zz, 使 zx = r= zz, 
B fla) 天 所 za), 有 


š. "a f(z): f(z) + 1 
fla) = flx = z2) = EDES EN 


2_ f(zi)f(z2) +1 
f(z) -f(z2) 
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=- f(z2- z) 
> fy) 
所 以 f(x) 为 奇 函 数 . 
(2) 因 f(z) EAER, fla) = 1, k fl- a) =- 1, FÈ fl- 2a) = fl-a-a) = 
fCca)f(a)+1_ 0 
f(a)- fl-a) 
(1) 基 f(z) 去 0 
W f(xz+2a)= flx- (-2a)] 
z) -A= qa)+] . T. 
fl-2a)-flz) — f(z) 


M (z+ 40) = (rz+2a)+2al =- Feta) 


(ü) f(z) = 0 


二 - Ka) £ 
则 flata) = flz-(-a)]= SA 


Sæ + 3a) = fila +a) + 2a] = arry =! 
f(z + 4a) = fl(x +3a)- (- a)] 
` Kz+3a)f(-a)+1l 
T fa) - fla +3a) 
=0 
可 见 , 仍 有 f(x + 4a) = flx) 
综 上 所 述 , 7(z) 为 周期 函数 ,4a 是 一 个 周期 . 
(3) 先 证 F(z) 在 区 间 (0,2a] 上 是 减 函数 . 
事实 上 , ER zi,zz 满足 0< +, < zr; < 2a, W 0 < z; - zı < 2a, X# f(2a) = f 
[4a + (-2a)] = f(- 2a) = 0 


根据 题 设 条 件 O,Q@ 有 f(z1) > 0,f(z2) > 0, BG) GO) 1 Aan- z) > 0, 8 


fizi) = f(x2) 
Flai) > f(z2), A f(z) 在 区 间 (0,2a] 上 是 减 函数 . 


P z € (2a,4a) 时 ,又 任 取 za,z4, 满 足 2a < zs < r, < 4a, 则 0< zs - 2a < x, - 2a < 2a ,#f 
(zs — 2a) > f(ze —2a) > 0 
Kla) = f(z - 2a) +2a] =- TEL 

. a ee sos uA 
Kaa) = fz) = A 70) ~ (~ Rar 2a)? 

E ae 

Fe Fr = 22) 

>0 
所 以 ,7(z) 在 (2a ,4a) KERRE. 


虽然 ,由 上 述 推导 过 程 知 ,对 于 任意 的 0< zk < z; < 4a, 总 有 (zi) > flx), E f(x) 在 区 间 (0， 
4a) 内 是 减 函数 . 


【说 明 】 (2) 的 证 明 易 错 证 为 /(z + 2a) = - 7 ,所 以 f(z + 4a) = /(z), 所 以 /(z) 是 以 4a 
为 周期 的 周期 函数 .事实 上 ,J(z + 2a) =- piy 成 立 的 条 件 为 (zx) A 0, 所 以 要 分 两 种 情况 讨论 . 
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(3) 证 f(x) 在 (0,4a) 上 也 是 减 函数 ,还 不 能 说 Cr) 在 (0,4a) 上 是 减 函数 .还 必须 证 明 在 (0,2a) 
上 ,f(z) > 0,f(24a) = 0, 在 (2a,4a) 上 flx) < 0, 才 能 说 明 f(z) 在 (0,4a) IREM. 
4. 关于 反 函 数 . 


例 12 设 函数 f(x) = 的 反 函 数 为 y = f'l) MHE fl) = f (z). 


[分 析 】 可 以 求 出 广 (z) = 2 (zx >o, R z 2 DERREN fa) = 广 (z), 比 较 因 


难 ,我 们 分 析 广 !(z) 的 单调 性 , 找 出 y = f(z) 与 y= 广 !(z) 的 图 象 交点 与 y = xz 之 间 的 关系 ,可 得 
如 下 解答 ， 


2z*-1 
4 一 3z4 


f'a) = 
由 和 经 + -和 -3 1 


(z>0, 且 zx 天竺) 


Shej Seg 3 HL BE y = f(z) 在 其 定义 域 的 每 一 段 上 滨 为 增 函 数 ,由 于 本 数 与 
其 反 函数 有 相同 的 单调 性 ,所 以 f(z) = 广 !(z) 的 实 根 为 两 函数 y= f(x) 与 y= 广 !(z) 的 图 象 在 直 
线 y = x 上 的 交点 的 横 坐标 ;又 由 f(x) 三 0, 则 f(x) 与 广 !(z) 的 交点 横 坐标 是 非 负数 . 

设 此 交点 的 横 坐 标 为 zx, 则 z = Baii 6888.3: +2a* -4x -1 = 0, B(x - 1)(3x* + 5z? + 
Sa? + Sx +1) = 0. [H 3x* + Sx? + Sz? + Sx +1 = 0 无 实 根 .所 以 x = 1 为 原 方程 的 惟一 实数 根 ， 

【 注 】 本 是 用 了 如 下 结论 : 若 f(z) 为 增 函数 ,> = f(x) 与 y= 广 !(z) 图 象 交点 在 直线 y= rE, 
所 以 f(z) = 广 '(z) 等 价 于 f(z) = z( 或 三 (z) = z) 

例 13 ENE f(x) = log(z + / 好 -2)(a > 0,a # 1) 的 反 函 数 为 f'l), gln) = 
B. Fin + loa VD 着 g(n) < 9353", € N), 求 < 的 取 值 范围 


[94] 先 求 广 !(z) ,再 设法 求 a 的 范围 


ma |z 二 一 2 > 0 得 函数 定义 域 为 3，+ e). 
-220 


“r+ V: -2> 5. 

所 以 当 a > 1 时 , 广 :(z) 的 定义 域 为 [log.V2, + co) 54 0 < a < 1 时 , 广 !(z) 的 定义 域 为 (- co log, /2). 

由 y= ka(z + V 2 T 2) 8 z + / 2 2 = o.@, 将 式 左边 分 子 有 理化 ,得 z- / 2-2 = 
2a "Q 

由 0+@, 得 z= 2227. 

因为 n + g,(/2 € [log VŽ, + co) 

所 以 ,只 有 a > 1, 这 时 广 (z) = E, 

Fh z > a, (2 

所 以 g(n) = 到 ro + log V2) 
B, arr toarst 


h gln) < TT ar t "< 31 3" 
即 


Ctl 
“a>1,(3a)">1 


所 以 a"-3"<0, 即 a" < 3" 

所 以 1<a<3 

DE) 在 求 反 函 数 解析 式 时 ,通过 分 子 有 理化 得 到 式 子 QO 的 对 偶 式 ,避免 了 复杂 的 运算 . 
5. 关于 二 次 函数 

例 14 (1988. 四 川 省 高 中 联赛 试题 ) 已 知 :实数 z1,z2,…,z, 满足 zl+ zz+…+z=ala>0) 
B+zl+ + ta? = Han € N). 


Air. < + < 22 (i = 1,2,--,n) 

Wik f(x) = (n = 1)x? + 2(x2 + zy + + z.)z + (zl + r+ ta) 
则 f(z) = (x-z)? +(x- x3) + + (z - zr) 20 
由 性 质 2,A = 4(zz+ ry t + x)? Aln — 1)(zË+ z+ t zk) 


= 4(a - x) 一 


解 此 不 等 式 得 0< r < 


同 理 <a? i= 2 

例 15 (首届 前 苏联 农村 数学 奥林匹克 十 一 年 级 第 二 轮 试题 ) 证 明 ; 若 a? + ab + ac <O, la, b,c E 
R), 则 b? > 4ac. 

证 :由 所 给 条 件 可 得 

a(a+b+c)<0 

即 a 与 4+6b+c 异 号 

设 f(x)=aritbrtec 

M fA)=atb+e 

ʻa 5f0) 异 号 

“a >0 时 ,f(1) <0, 

由 性 质 3, 得 f(z) 的 图 象 与 = 轴 必 相交 ,从 而 A = b? — 4ac >0 

当 a < 0 时 , 同 理 可 得 如 - 4ac > 0 

例 16 《1998. 北 京 ,高 一 数学 竞赛 复试 试题 ) 若 a < b < c < d, 求 证 :对 任意 的 实数 上 和- 1, 关 于 
工 的 方程 :(z - a)(z — c) + tle- b)(z - d) = 0 都 有 两 个 不 等 的 实数 根 . 

iE: f(x) = (z -—a)(z -c)+t(z- b)(z - d) 

M flx) = (t + 1)z2 — (bt + dt + a + c) * z + ac + bdt = 0 

X: >-18,BD t+ 1 > 0, 函 数 图 象 开 口 向 上 ,而 7(p) = (b - a)l- c) < 0 

由 性 质 3 知 ,f(z) 的 图 象 与 > 轴 必 有 两 个 相 异 公共 点 , 亦 即 方程 f(z) = 0 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 
X t <~1, 即 t+1< 0 时 ,函数 图 象 的 开口 向 下 ,而 f(c) = ile- b)(c - d) < 0, 由 已 知 可 得 f(c) > 
0, 故 f(z) 的 图 象 与 z 轴 必 有 两 公共 点 , 亦 即 方程 f( z) = 0 有 两 个 不 相等 的 实 根 . 

综 上 所 述 ,对 于 任意 的 + A1, KF z 轴 的 方程 (zx — a)(z — c) + t(z - b)(z - d) = 0 总 有 两 个 
不 等 实 根 . 

例 17 (1998. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 设 函数 f(x) = ar? + 8z + 3(a < 0) 对 于 给 定 的 负数 a, 有 
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一 个 最 大 的 数 L(a) ,使 得 在 整个 区 间 [0,L(a)] 上 ,不 等 式 | f(x) 1 入 5 都 成 立 . 问 o 为 何 值 时 ,L(a ) 最 
大 ? 求 出 这 个 最 大 的 LCa) ,证 明 你 的 结论 . 

【 注 】 这 个 题目 如 果 用 纯粹 代数 方法 去 解 , 则 很 难说 清楚 .对 于 一 个 负数 a, 有 一 个 关于 a 的 函数 
L(a) > 0, 使 在 [0,L(a)] 上 | f(z) I< 5 都 成 立 , 而 对 于 任何 正 数 。, 在 (0,L(a) + e) 上 都 至 少 存在 一 
+ = f | f(x1) 1> 5. 这 样 的 文字 叙述 ,学 生 本 身 理解 有 困难 ,况且 要 从 中 抽象 出 数学 模型 ,谈何容易 . 
下 面 我 们 用 数 形 结合 的 思想 ,建构 一 个 新 的 解 题 意境 


解 :/(z) = ar? t 8a +3 = ala +23- IÉ A f(z)m = 3- ,rER 
- 4 >0,3- 15 > 0, 所 以 顶点 在 第 一 象限 
X A = 64-12a >0 


< H ar? + 8z + 3 = 0 有 一 正 根 和 一 负 根 , 即 f(r) = ar? + 8z + 3 的 图 象 与 z 轴 的 两 个 交点 
应 在 y 轴 两 侧 .如 图 工 一 2 - 4: 


0 : 
fy=ans8s+3 


fj=actBet3 


图 工 -2-4 mi-2-5 


043-1 >s,- 8<a<0nt, hM I -2-5, 此 时 应 有 0< L(a) <- 4/a Wt + € [0, 
L(a)] 时 ,1 C) I< 5 成 立 ， f(x) = ar? + 8z + 3,L(a) 应 是 方程 ar? + 8z + 3 = 5 .的 较 小 根 


Lla) = C St 6482 - = ap g p W a E [0,L(a)] 时 ,f(z) 之 5 成 立 .而 对 于 任何 


> [0,L(a) + e] PARRE zl 使 | f(z1) 1> 5. 
16+2a >0 
… 这 里 的 L(a) 值 小 于 人 WL, 


WY3- cs, 即 a 过 -8 时 ， 此 时 有 L(a) >- É tt Lla) EI ar? +8z+3= -5 的 较 大 根 ， 


L(a) = =8- ZG 322 _ 4 
2a V4-3a -2 
4 B+ 
rd = 
V20-2 2 


SH > 十, 因此 , 当 且 仅 当 a = - 8 时 ,L(a)w Ha 


例 18 〈2000. 全 国 高 中 数学 联赛 ) EEN f(z) =- += £ 5 在 区 间 [a,6] 上 的 最 小 值 为 2a ,最 
大 值 为 25, 求 [a ,0] . 

分 析 与 覆 解 :由 条 件 知 函数 /(z) 是 顶点 为 (0, 了 ), 对 称 轴 为 = 0, 开 口 向 下 的 抛物 线 ,在 区 间 [a， 
b] 上 的 最 小 值 为 24 ,最 大 值 为 25, 对 区 间 [a,6b] 的 位 置 分 别 讨论 如 下 : 
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3⁄0<a <b, M /(z) 在 区 间 [a,5] 上 单调 递减 , 故 满足 


解 得 ao = 1,5b = 3,… 区 间 [a,5] = [1,3] 
(2) 着 a <0<6, 则 f(x) ERA 在 [0,5] 上 单调 递减 , 故 fF(0) = 2b = Bm, s< 


Tana <0,.&2a <0, so) =- 4 (B) e o 39 > o, 所 以 (z) tE z = a 时 取 最 小 值 2a， 
即 24 =- La + B gaa --2- s [2-6]. 


We S 
人 2 


(3) 车 a < b<0,MJ fx) 在 区 间 [a,5b] 上 单调 递增 , 即 fO) = 2b, 


由 于 方程 二 z+ 2z - D = 0 两 根 相 异 , 故 满足 a < b < 0 的 区 间 不 存在 ， 


故 所 求 区 间 [a,b] 为 [1.3] 或 [ -2 -, 旦 ] . 


【 注 】 解 本 题 的 关键 是 对 区 间 [a,5] 的 位 置 在 对 称 轴 > = 0 的 左 侧 , 右 侧 ,两 侧 逐 一 分 类 ,结合 二 
次 函数 的 单调 性 使 问题 完整 解决 . 


6. 关于 指数 函数 

例 19 ”对 于 正 整数 a,6,c(a SOLO 和 实数 z,y,=,uw, 荐 o = p= e =m T ++ 
= 击 , 求 证:a +b=c 

WEAH a = r= ce = 人 

ab = 104,55 = 705, = 70} 
将 上 述 各 式 相 乘 , 即 得 
(abc)% = 04D 
“a = 70 


E ryz w 均 为 不 等 于 实 零 的 实数 , 故 at = b' = c = 70” 天 1, 从 而 a,b,c 均 不 为 1. 注 意 到 因 

RIM: 
70=2x5x7 

依 题 设 ,有 a < b < c, 故 有 且 仅 有 a = 2,6 = 5,c = 7. 显 见 a +b = c 

例 20 〈 第 一 届 美 国 数学 邀请 试题 ) 设 r\y\z= > 1,w >0, 若 logso = 24,logyw = 40,logcwow = 12, 
R logo. 

【分 析 】 ”由 指数 与 对 数 的 两 条 性 质 可 获 如 下 解法 . 

解 : 设 logw = k, W = o 

由 题 设 得 z“ = w,y” = o,(zyz)2 = w 

La” = y0 = Z#2 = (zx * y* z) 

gmem-—ak. loa 

“和 = 60, 故 logso = 60 

例 21 (1988. 江 省 数学 竞赛 试题 ) Ha bcd 均 为 不 等 于 1 的 正 数 ,u,u,z,y 天 0, 若 ws = b = 
Z = R, B uu + uvy + uzy + ury =0, 求 aiod 的 值 . 

W: up,z,y 天 0, 且 abcd 闫 0, 故 由 已 知 条 件 ,等 式 可 化 为 : 
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x p k: L A A S EAS L. SA H 
由 性 质 2 得 
= 4i abd = 1 


š 4 SS (k 
例 22 (1986. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 设 /(z) = a WA, Slo MEEF _ o 


【分 析 与 解 】 由 自 变量 的 取 值 特点 ,可 试探 出 f(z) 满足 下 列 对 称 式 结果 . 
车 z+y=1， WALE A) = 1, 于 是 


(Ü (DL )= 1 G = 12…,1000) 

~ Ë (bi) sm 

923 BSa) = rila > 0, # D,[m1 表示 不 超过 实数 m 的 最 大 整数 , 则 两 数 
[rz) -二 ]+ [6-1] 


的 值 域 为 o 
解 : 令 5(z) = f(z) -十 , 则 


+ 

a 
` 

s| 


[Cz) -二 ]+ [a-t] [gG] + [= gG] 


va >0,.%0< (z) = 7$ 


ta 


n-e) = fa) - T < + 

当 -去 <g(z)<0 时 ,[g(z)]+[-e(z] =-1+0=-1 
当 &(z) = 0 时 ,[g(z)]+[- g(z)] = 0 

当 0< g(z)< 寺 时 ,sto]+[-g(z] =o+(-D=-1 


综 上 所 述 ,函数 | f(z) - 二 ] + [ 7- z) - 于 ] 的 信 域 为 1- 11. 
7. 关于 对 数 函 数 . 
例 24 已 知 a >0,65>0,c>0,a 关 1,5b 关 1,c 关 1, 求 值 
N = ats . pnt .ce 
解 :由 上 例 中 的 恒等式 ,有 
no(t (E. (2) 
= ataked . brese kee chat-tee 
= N^ 
si 
“N>0 “N=1 


Page WE 


例 25 〈1995. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 用 [x] 表示 不 大 于 实数 r 的 最 大 整数 .方程 x- [gz] - 2 = 
0 的 实 根 个 数 是 

[分析 】 本题 难 点 在 于 [lgz] 的 不 确定 性 - 

用 [lgx] < lgz. 故 原 问题 首先 转化 为 求 满足 不 等 式 lpz -lgr -2 入 0 的 z 值 . 

解 得 - <l <2 

故 方程 的 根 的 个 数 只 要 对 [lgz] 取 - 1.0.1,2, 分 别 求解 ,得 其 三 个 根 为 xl = 二 ,x2 = 105, r3 = 
100. 

例 26 (1999. 全 国 高 中 联赛 ) 若 (log:3)z - (logs3)* > (logs3) > - (logs3) >”, WC) 

A.x-y>0, Brty>0, Czr-y<0 D.r+y<S0 

【分 析 】 …0 < logs3 < 1 < log23 

“y = (logo3) 为 增 函 数 

又 “…(logs3)” HRAM 

…y2 = = (logs3)* 为 增 函 数 

Ë y = yi + yz = (logz3)z — (logs3)” 为 增 函数 . 

由 已 知 (log23)7 - 〈logs3) > (103)? - (logs3) ,得 z2- y, 即 z+y20 … 选 (B) 
8. 关于 函数 最 大 值 和 最 小 值 . 


例 27 《1993. 全 国 高 中 联赛) 实数 ,满足 4z2 一 Szy + 43? = 5, 设 5 = + aë Mgl 


解法 一 :利用 不 等 式 z? + 2221 zy l 
H 4r? - Szy+4y = 5. t= 2 +y, 


A 2 
Hae - Say + 43? = 5 得 zy 不 同时 为 05= + >o, E) +(2) =1 
e ERTE Y 

FF = sint, = oosa M 

x = (€sin0,y = / Çcosa 

RRA 4r? - Szy + 4y = 5 中 ,整理 得 
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A 


过 


所 以 te t 


故 


sin20 € [- 1,1], 


4- Sano € [2,8] 


解法 三 :代数 换 元 法 . 


+ 


r==utuy=u-u 


代入 4r? - 5zy + 4y = 5 中 整理 得 


所 以 t= 2x2+2v2 


由 
由 


由 
将 


所 以 


3u2+ 1362 = 5 


ee 


四 得 a= 3-2 @ 
加 代入 加 得 


中 得 
回 代 人 四 得 


82.3 巩固 练习 


(一 ) 选择 题 


1. 


° 


x 


下 面 列举 的 四 个 函数 中 ,满足 性 质 (HH) = 去 [7(z) + 7(>)] 的 函数 /是 ( ). 
A.lgz B+ C.3z D.3* 


,已 知 f(z) = asinz + b Íz + 4(a,b HEM). E f(lglog,10) = 5, 则 f(lgle3) HAEC ). 


A.-5 B. -3 C.3 D. 随 a,b 的 值 而 定 


. 设 f(z) 是 定义 在 实数 集 R 上 的 函数 , 且 满 足 :(1)f(10 + z) = f (10 - z): (2) /(20 - z) = 


-fOQ0+ z). M f(z)8( e). 
A. 偶 函数 ,又 是 周期 函数 B. 偶 函数 ,但 不 是 周期 函数 
C. 奇 函数 ,又 是 周期 函数 D. 奇 函数 ,但 不 是 周期 函数 


' 对 于 一 对 实数 zy, 函数 了 满足 方程 Kz+ y) - f(z)— fly) = 1+ zy, B f() = 1,84, f(n) 


= n(n # 1) 的 整数 ”的 个 数 共 有 ( T. 
A.0 B.1 C.2 D.3 


-点 集 {(z,y) leha + 到 只 + 二) = ler + leyl 中 元 素 的 个 数 为 ( O) 
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A.0 B.1 C.2 D. 多 于 2 

6. 已 知 函 数 /(z) = ar- eME: - 4 二 7CD <<-1, -1</(2) 5, 那么,f(3) RE ) 
A7</(3) <26 B. -4< f) <15 
C -I< ADW D. -<o 35 

7. 设 /(z) 是 定义 在 实数 集 上 的 周期 为 2 HAMER, BEREN, BAN + € [2,3] 时 ,7(z) = 
MD z € [- 2,0] 时 ,7(z) 的 解析 式 是 ( O. 


A.f(z) = z+4 B.f(z) =2- zx 
C.f(z)=3-|z+1! D.f(z) =2+Ir+l1! 
(=) 填空 是 


1. 已 知 集合 M = {zx,zy,le(zy)| R N = |0, 1z1,yl, 并 且 M= N, 那么 (z+ 十)+ 


(2+4) (Eri) (2 > ) 的 值 等 于 


y 


2. 已 知 f(z) =I 1-2r 1,x € [0,1], 那 么 方程 f(f(f(z))) = += 的 解 的 个 数 是 . 
3. f(n) 为 定义 在 所 有 正 整 数 上 并 取 正 整数 值 的 一 个 函数 , 且 对 所 有 正 整数 m,n, A f(f(m) + 
f(n)) = m + n, 则 f(1995) 的 所 有 可 能 值 是 ` 


193 193 193 


4. 设 任意 实数 zo > ri > za > za > 0, 要 使 logz + log2 + loga > Klogs 恒 成 立 , 则 有 的 
RR f i 2 a i 
5. HÆ H(n + 1) = 2V H n) JEP n € N,H(1) = 10, 则 H(n) 的 解析 式 是 . 
(=) 解答 题 
1. 已 知 0 < a <1,z2+ y = 0, 求 证 : 
log (a + a”) < loga2 + + 


2. 函数 f(z) = art- z? + bz + c 的 图 像 如 图 示 , 试 确定 系数 a,b,c 的 符号 .( 图 I -2-6) 


7 Jar-tbztc 


图 I-2-6 


3. 定义 在 整个 实数 集 上 的 函数 f(z) ,满足 以 下 条 件 : 当 且 仅 当 zx? = 
bz + q 有 解 ,证 明 :J(z) = z2 


4. 设 a,b 是 不 同 的 正 数 ,证 明 : 
Ta < ——b cat+b 
a < ka inb < “2 


5. f(n) 是 定义 在 非 负 整数 集 上 的 函数 ,7(0) = 5, 且 f(n) = RD 
f(1000) < 45.1 


pa + 9 有 解 时 ,方程 f(x) = 


ptn- 


1), 求 证 :45 < 


数 J 


$3.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 等 差 数 列 [a,} 
(1) 项 与 项 之 间 的 关系 . 
对 任意 正 整数 n ,都 有 
Dansı - an = az ~ a 
Qata, = az + apy = =e 
@Ëmtn=ptq M an + a, = a, t a 
@# a, = qra, = pDl apro = 0 
图 对 m,pmE N 
# m + n = 2p, 则 am + a, = 2a, 
OHE p,q € N 恒 有 
ap ~ a, = (p - q)(a2 - a1) 
(2) 通 项 公式 
Qa, = a; + (n-1)d 
@an = am + (n - m)d 
Qa, = (az — a)n + (2a) - a2) 
@a, = nd + (a) - d) 
O 递 推 关系 :2a。 = an- + ansi 


@ 递 推 关系 中 常用 
as = (an — a,-1) + (ai 一 as)+…+(az-a)+ai 
(3) 部 分 和 


n(aí+a,) 


OS, = 2 

@S, = na, +” z= d 
= n(ak t ansia) 

@S, = 2 


@San-1 = (2n - 1)an Sans1 = (2n + Da,a 

@S;, = n(a, + anr1) 

OS, = $n + Ldn 

(4) 设 公差 为 d, 则 

@s,,S;, - Sm» Sim - S, 是 等 差 数列 ,公差 为 md , BB 
2(S;, - Sn) = S, + (Sam — Sz2m) 

OË Sn = S,(m Z n), i Satin = 0 
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OES =q = p pq 
则 Sore=-( 户 +9) 
2. 等 比 数列 [a,} 
(1) 项 与 项 之 间 的 关系 . 
对 任意 正 整 数 n BH 
o^ -=s 
Goars omei DEn 
Omina piqa... = a ç 
(2) 通 项 公式 
Oa, = mo 
@a, = 2 人 =g") 
a, = aG ann =a'q 


@a,? = an-1 * ans 


Oe a a Aa 
(3) 部 分 和 


os, -AO 

当 g = 1 时 ,S, = na, 

@S。 = S, + zS, 

(4)la,| 为 等 比 数列 , 公 比 为 4, 且 q 天 - 1, 则 Sm, Som - S,.Sy, - Szm 成 等 比 数列 , 公 比 为 ”> = 


$3.2 赛 题 精 讲 


1. 关于 数 项 的 通 项 

例 1 (第 12 届 “希望 杯 "高 二 培训 题 ) 数列 |a,i 满足 :对 于 任意 n € N.a, = 6n - an, H a, = 
1, 则 通 项 公式 a,。= ~ 

(1) 一 题 多 解 , 申 点 成 线 . 

解法 一 :基本 数列 法 

因为 an + an = 6n 

所 以 ansa + ansi = 6(n +1) 

可 得 an2- a, = 6 

所 以 ,数列 lazk-i| 是 以 1 为 首 项 ,6 为 公差 的 等 差 数列 ,所 以 zt-; = 1+ 6k- 1) = 6k -5 

=3(2k-1)-2 

an = 6(2k - 1) - an-ı = 6k -1 = 3-2k -1 

所 以 a= 3n - 2(n 为 奇数 ) 


3n 一 1(n 为 偶数 ) 
解法 二 :待定 系数 法 


H anı = 6n - an 得 


asa + A(n + 1) + B =- (a, + An + B) 


即 an+1 =- 2An - a, — (A +2B) 

$ 
| +2B = š a| .5 
即 aka -3(n +1) + 1.5 =- (a, -3n + 1.5) 
所 以 数列 a。 3n + + | 是 以 — 于 为 首 项 ，- 1 为 公 比 的 等 比 数列 
所 以 SSS -17 
所 以 a =3n- 3 ++ (- D" 
解法 三 :特征 根 法 


EY anı + a, = 6m, 所 以 ostz + ansi = 6(n + 1), 即 
Qnt2 一 Qn = 6, 所 以 ay- ansi = 6 


所 以 ant3 一 ant2 一 Ans t a, = 0 
所 以 ,数列 lau| 的 特征 方程 为 

23-z2-z-1=0 
解 得 zl = ZX2 = 1,z3 1 


所 以 ,数列 |a,1 通 解 为 
a, = An+ B+ C+(- 1)" 
Hha = 1, a = 5,a3=7 


所 以 
A=3 
A+B-C=1 3 
2A+B+C=5 解 得 | 了 = 之 
3A+B-C=7 Se 
CE2 


a =3n- 3 1 C D" 


(2) 一 题 多 变 , 连 线 成 面 . 
ERI 数列 |a,| 满足 :对 于 任意 n € N.a, = a, + 6n, 且 al = 1, 则 通 项 a= 
解 :因为 curl - a, = 6n ,所 以 
an = (a, — an-1) + (an-1 — an-2) + ° + (aa ~ aa) + a) 
=6(n-1)+6(n-2)+-- +6+1 
=3n(n-1)+1 
所 以 an = 3n? —3n+1 
变 式 2 数列 |a,| METER n EN, an = 6n .2* ~ a, Ea = 1, 则 通 项 a, = 
解 :由 ans = Ón 2" - av, 得 


ans + [A(n +1) + B] -2"*! =- [a, + (An + B) +2") 


即 ansi =- a, + (~3An -2+ A - 3B) + 2" 
-3A =6 Aeae 
l-24 -3B=0 “es -4 
即 amt [4-2] 20 s [2 + (£ -26)- 2] 


所 以 ,数列 | oa。 + ($ - 2m ). 2"| 是 以 - 1 E, - 1 为 公 比 的 等 比 数列 ,所 以 
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a +($-20) 2" = 于 (De 


即 a= Qn -二 ) 2+ 二 (1D" 


(3) 推广 结论 , 展 面 成 体 . 
ReO 递 推 数列 ia,| 满足 :aori = pa, + (a, + b)q'(p,q 天 0), 则 数列 lan| 的 通 项 . 
OH p# qta = Ap" + (Bn + c)q'; 
@ Ñ p = 4 时 ,as = (An? + Bn + c)q". 
其 中 A,B,C 是 由 ai 确定 的 常数 .证 明 略 - 


例 2 (第 13 届 "希望 杯 " 高 一 第 1 试 第 5 题 ) 已 知 数列 | ov 满足 a = 2an =- —I M azo 


等 于 ( ) 
A - 3 B. - 1 Cl D.2 
.- z 于 . 
【分 析 】 由 题 设 条 件 
a = 2am =- 7t 知 
PNP CPP 1 
aa i 
OR yt tiä 
ati a E 1 
3+1 
1 1 
人 
-4+1 
B ENR Qeros 5 
a T Sas YS Sa gë ; 
aq URE 1 __3 
a FA. COL "e 
3+1 
发 现 o = a, = 2,as = a =- Fas = = 3, 
故 推 想 有 :av+3 = a, 
证 明 :…al = 2 
1 
a. a,+1 
i EEEN S N S 
所 以 TT si" CL yq 
antl 
FU o u t 
< an E an 
1 1 
进而 a = 二 Li -一 一 
a ry ee 
所 以 asa = an 成 立 


Ë amo = asss = as =- + Ë A 
@3 (1991. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 将 正 奇数 集合 |1,3,5,…| 从 小 到 大 按 第 n 组 有 (2n - 1) 个 
奇数 进行 分 组 ; 
ul, 13,5,7}, 19,11,13,15,171 ,… 
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(第 1 组 ) (第 2 组 ) (第 3 组 ) 

间 1991 位 于 第 几 组 中 ? 

【分 析 】 思路 需要 写 出 第 ”组 的 第 1 个 数 和 最 后 一 个 数 ,1991 介 于 其 中 ,而 第 ”组 中 最 后 一 个 数 是 
第 (1 + 3+… +2n -1) = n? 个 奇数 为 2n? - 1. 

N:Ul+3+5+- +(2n-1)= nx 

所 以 前 n 组 共 含 有 奇数 n? 个 ,第 nn 组 最 后 一 个 数 即 第 n? 个 奇数 为 2n? - 1, 第 ”组 第 一 个 数 即 第 ” 
-1 组 最 后 一 个 数 后 面 的 奇数 为 [2(n - 1)? - 1] + 2 = 2(n - 12 +1, 由 题 意 有 不 等 式 2(n - 1D)2 + 1< 
1991 < 2n? - 1. 

解 得 (n - 1)? < 995 H n? > 996. AT n < 32, B n >32. 

故 n = 32, BI 1992 位 于 第 32 组 中 . 

【评述 】 应 用 待定 的 方法 ,假定 位 于 第 n 组 中 然后 确定 即 可 . 

例 4 〈1999. 全 国 高 中 联赛 ) 给 定 公 比 为 ga(g 天 1) FERA alt b, = a + az+ as, bz = ag 


+ as + a6 ,bn = a3n-2+ azni t an 则 数列 [bot( ) 答案 . 取 C 
A. 是 等 比 数列 B. 是 公 比 9 的 等 比 数列 
C. 是 公 比 为 P 的 等 比 数列 D. 既 非 等 差 数列 又 非 等 比 数列 


本 题 实际 上 给 出 了 等 比 数列 的 一 个 性 质 . 

性 质 1 给 定 公 比 为 g(g #1) 的 等 比 数列 [a,|, 设 bl = a + a+ azb = as + as + ag, b, = 
an-2 + ass + a3n, 则 数列 15,1 是 公 比 为 93 的 等 比 数列 . 

证 明 : 根 据 题 设 ,a。= arg 


basi _ agnel + agnel + Gney 
b, G3n-2 + Q3n-1 + ass 
arg + ayq" + a q" 
| 


arg? + aq" + ag 
agU + q+ g) 
alg2 (1+g+ g?) 
= 2 
因此 ,数列 15,| 是 公 比 为 g? 的 等 比 数列 . 
从 性 质 1 的 证 明 可 以 得 到 . 
推广 1 给 定 公 比 为 g(q #1) 的 等 比 数列 asl , 设 b = ar tart + abr = aka t asa + 
+ ams sba = atw-Dtrl+ aG t E au, 则 数列 [but 是 公 比 为 上 的 等 比 数列 . 
对 性 质 1 作 指数 加 权 推 广 ,可 得 
推广 2 REALA qala Z 1) OFERA al itb, = a?+ a3+a3,b2 = af + ah + ak, b, = 
ah-2 + a3-1 + afn WAA b! 是 公 比 为 gs 的 等 比 数列 . 
证 明 : 根 据 题 设 ,a。 = aiq , 则 
basi _ akka t akka + ant3 
bn al, + a + aš, 


_ lq" + afg? + afg" 


CE + atg 
aig" + afg" + afg” 


= gU + g? + at) 
= Raa gi + q) 
=£. 
因此 ,数列 5,| 是 公 比 为 gs 的 等 比 数列 . 
从 推广 2 的 证 明 中 又 可 得 到 
推广 3 ”给 定 公 比 为 a(g 天 1) 的 等 比 数列 ia,i,m,kE N, 设 by = aT tag +t a,b = afa 
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tafatt ahes ba = aln-pesi + afa- + + am WAA 15, 是 公 比 为 9* 的 等 比 数列 . 

易 证 , 若 al > 0,q > 0 B q 天 1, 等 比 数列 有 : 

性 质 2 给 定 公 比 为 a(g # 1) HFEA, k EN, a € R,a 关 0, 设 bl = ai + at + al, b 
= dha taba t + ab. = ala-as E ae-Dttz+ H aa MBA bnl 是 公 比 为 ge 的 等 比 数 
列 . 
2. 关于 数列 求 和 

例 1 (1999. 河 南 高 中 数学 竞赛 题 ), 设 S. 为 等 差 数 列 |a,1 的 前 几 项 和 . Se = 18,a,-s = 30,(n > 
9),S, = 336, 则 ”的 值 为 ( ). 

A.16 B.21 C.9 D.8 


ms, = Kuta) Mastan - lg :as = 2, 


s= nart a) _ mlas t an-s) T n24 W aia ai 

故 选 B. 

例 2 (2000. 北 京 高 考题 ) ,已 知 等 差 数列 las| 满足 al + az + as + + a = 0, 则 有 ( ). 
A.ai t am > 0 B. az + aio < 0 

C.az + aw = 0 D. ası = 51 

解 :al + az + azt + aw . 


= Wilata) _ 101(ay+t age) _ o 

Smrad ABES 

例 3 《1997. 全 国 高 考题 ) 设 S, 是 等 差 数 列 1a,| 的 前 n WA, BATS 5 S, 的 等 比 中 项 为 
$S Sy 5 S, 的 等 差 中 项 为 1, 求 等 差 数列 lov| 的 通 项 ov、 


解 由 三 S) = 4 ata) ate = a 
同 理 ,S4M4 = (az + a3)/2,S5/5 = as 
az+(az+as)[2 = 2, 
el it Faaa 
解 得 az = l,as = 1 或 az = 8/5,a3 = 一 4/5 
即 a = 1 或 ao =- nt 
例 4 (2000. 上 海 高 考题 ) 已 知 |a,| 是 等 差 数列 ,at =- 393,a2 + as =- 768,|b,| 是 公 比 为 9(0 
< q < 1) 的 无 穷 等 比 数列 ,b， = 2 且 15,1 的 各 项 和 为 20. 
(1) Bila) 和 1!b 的 通 项 公式 . 


ORMER ama 一 42m < 1605; WIERK m. 
解 :(1) H az + as = a; + ag 
“a4 =- 768 - (— 393) =- 375 


a-a -375+393 _ 
d= 3 = 3 =6 


“a = 6n -399. 又 20 = J = 
-a 1-9 


“q = 0.9,b, = 2 x (0.9)*"! 


(2) H amsi + Am2 + t ass = 2) (asa t ass) = 2 (ai t asm) = [ai + ai + (3m-1)d] 
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= m(18m — 792) ⁄2. 

X b, = 2x0.9 = 1.8 

u EU Ee PA 1608,47 18m 792) <- 160 x 1.8. BJ 

m? -12m +320 .4<m<8 mEN’ m = 4.5.6.7.8. 

面 对 情 境 陌生 的 数学 问题 ,首先 考虑 的 是 思维 方法 ,学 会 利用 几何 图 形 ,函数 图 象 或 统计 图 表 的 直 
观 性 ,激发 形象 思维 ,寻找 简捷 的 解 题 途径 .请 看 如 下 两 例 . 

例 5 《1989. 苏 州 市 高 中 数学 竞赛 ) 


2 
F: 
BA f(a) = MNR 


ID + Gy a + 
BASF ) 

A.1000 — B.500 Cl100 — D.100 

解 : 列 出 如 图 的 正方 形 数 表 , 绕 主 对 角 线 旋转 180 后 两 个 数 表 辣 加 , 


sh np sẹ … A) 

D sp s e a% 
` 

sp np dh … /d9, 


fo 高) A) … Jd 

则 每 个 数 的 位 置 上 两 数 和 为 

DARESI Gj = 12 wa100)(*) 
#k 2S = 1002 即 和 S = 5000 应 选 B 
【评注 】 (1) 结论 ( * ) 是 至 关 重要 的 ; 
(2) 本 题 通过 正方 形 数 表 , 使 求 和 的 各 项 及 项 数 直 观 明了 ,便于 准确 迅速 计算 结果 . 
例 6 《1997. 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ) 已 知 数列 a, = 24(1 < k < n), 则 所 有 可 能 的 乘积 uaj(1 < i 

<j<n) 的 和 为 _ 

解 :由 aaj = 2(1< <<) ,列表 如 下 : 


RA g 3 a ga 
22 23 22 
233 ... F ada 
aren 

将 这 个 上 三 角形 数 表 绕 主 对 角 线 对 称 地 填 在 下 三 角形 中 , 便 得 正方 形 数 表 : 
RA e lt 
22+1 22+2 22+3 e. 22. 
23+1 23+2 23+3 see 2" 
2 Ogm 2 a gaen 


设 所 求 和 为 S, 第 一 行 和 记 为 S WA 
2S = Si(1+2+22+…+2 0)+(22+2+2+…+22) 
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=p- F) 


4r- a- 
=$ r- D-2) 


故 S = Fa- DO - D APR 
【评注 】 ASEE BREER EDER RERET SAER 
简洁 地 完成 了 计算 . 


例 7 等 差 数列 的 前 p 项 之 和 为 a,(p,q 为 不 相等 的 正 整数 ) ,前 q 项 之 和 为 p, 则 这 数列 的 前 p + 
g 项 之 和 为 (。 ) 


A.p+q B.p- q C.-p+q D.-p-g 
解法 一 :S, = £, A 
由 已 知 有 
s= fe Zad ° 
H#HODxq-Q@ x p$ 
gp = dpa(p-q) 
wp-q#0 
d „2ta 
2 pa 


2a-d 
d- p = E ala- p) 
户 -9 天 0 
2aj-d _ +t? 
Iai n. Atm 
所 以 S. = Ept a 20 dp+g) 
2 2 
=- p++ EMET q) 
= (p+ q +Q) - (p+ q) 
=-(p+q) 
.… 答案 取 D 


解法 二 :由 “前 "QD - @ 得 

a-p gp a) 28 dp O 
“pp-g0 
“-1 = 有 (p+g)+ 
PARA p + q 即 有 


2a-d 
2 


(p+9) = dp+a + + gq) 


= 


BD S, =-(p+g) 
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【评注 】 

(1) 解法 2 的 "背景 "或 “根据 "是 什么 呢 ? 

对 二 次 函数 :S(z) = ar? + br( 指 a < Om, MG =- PA $ < 0) 有 等 式 
Sla) = S(z2) _ S(z1+ za) = Slo) 

m-t = (mit z>) -0 

把 S(z1) =a S(za) = = RAC) WE 

Sla + ma) = - (zi + zə) OEI 1 — 3 — 1 R) 

(2)" 解 法 2" 可 改写 成 


(*) 


(rita) = ata) 


+q 
.S(p+q)=- (p+ Q). 
例 8 各 项 为 实数 的 等 差 数 列 的 公差 为 4, 其 首 项 的 平方 与 其 图 I -3-1 
余 各 项 之 和 不 超过 100, 这 样 的 数列 至 多 有 多 少 项 ? 
解 : 设 aara, 是 公益 为 4 的 等 差 数列 , 则 


aĵ + ar + az += + an S100 


即 
FC tostat ln -D4](, -1) < 100 
agt PEA n < 100 
aĝ + (aji + 2n)(n - 1) < 100 
m 
al + (n - 1)a; + (2n? -2n - 100) < 0 0 
因此 , 当 且 仅 当 A = (n - 1)? - 4(2n2 — 2n - 100) 之 0 时 ,至 少 存在 一 个 实数 al WE Q) sü. BJ at 
+ az + … + an 不 超过 100 的 这 样 数列 至 少 有 一 项 ,从 A> 0 可 找到 最 大 的 项 数 n. BD 
Tr -6n - 401 <0 
m < n <m @ 
其 mm = 二 (3 - V3816) < 0 


8< m = L < o 


所 以 满足 @ 的 自然 数 n 的 最 大 值 为 8. 

… 这 样 的 数列 至 多 有 8 项 . 

例 9 (1995. 全 国 高 考 理科 试题 ) 

设 |a,| 是 由 正 数组 成 的 等 比 数列 , 5, 是 其 前 n 项 和 . 


(T ES, See < les 


(H) 是 否 存在 常数 = > 0, 使 得 
lg(S, — c) —— = 2 1 8 lgCs €) 
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成 立 ?并 证 明 你 的 结论 . 

【分 析 】 为 了 证 明 ( ) 可 利用 对 数 函 数 性 质 去 掉 对 数 符号 ,化 为 等 价 的 不 等 式 S.S... < S341 的 
证 明 .这 时 , 差 值 法 ,比值 法 ,分 析 法 或 综合 法 都 能 有 效 证 明 该 不 等 式 ,关键 在 于 采用 S, 的 适当 的 计算 公 
式 , 路 径 很 多 ,计算 灵活 者 可 快捷 得 证 (参看 下 列 证 法 ,并 加 以 比较 可 知 ). 关 于 ( [1 ) 的 解答 是 :关于 C 的 
方程 式 ( 含 对 数 ) 解 的 存在 性 问题 ,作为 条 件 C 的 条 件 , 必 须 满足 三 点 :其 一 是 正 数 ;其 二 是 常数 (与 无 
关 ); 其 三 是 满足 ( [ ) 中 的 等 式 , 即 对 任意 自然 数 n, 都 使 该 等 式 成 立 .因此 ,也 有 多 种 解答 途径 ,比如 ， 
将 等 式 视 为 C 的 对 数 方程 , 解 之 ,再 检验 其 解 是 否 满足 前 述 ,其 二 的 条 件 ; 又 如 , 先 设 满足 题 意 的 C fr 
在 ,然后 看 有 什么 结果 ,导出 其 可 能 的 条 件 组 ,通过 分 析 各 条 件 的 相 容 性 ,来 判断 C 是 否 存在 . 

证 明 ( 工 ): ” 依 题 意 ,可 知 对 任意 自然 数 ,都 有 S, > 0, 因此 原 不 等 式 等 价 于 

SS < Sk: (*) 
WEC ) 得 证 ,只 须 证 明 ( * ) 式 成 立 ,其 证 法 有 多 种 ,列举 数 例 供 参考 
证 法 一 : 设 |a,| HAEA q kita > 0,g >0 
(1) 当 9 = 1 时 ,S, = na(n € N'), 从 而 
SuSoa - Si = al[n(n +2)— (n+1)?] 
=-al<0 


G) 5410. s =D aen) 
Ai SS - Ska 
= G 20 - MU- gd - 0 - g] 
=- al < 0. 
综合 (1),(2) ,不 等 式 ( * ) RL. 
证 法 二 : 依 题 意 , |as| 的 首 项 a1 > 0, 公 比 g > 0, 故 
0< Sp < Sari <S, 
“. qS,S,,: = qS,(aj + Sust) 
= a1gS, + S.S, 
< a1gSari + S.S... 
= Sari lar + qS,) 
= Shn 
SS,2 < Sia 
设 知 首 项 al > 0, 公 比 g > 0 
“St = ai + qS,,S,.a = al + qS, 
X S,. = S, Ten > s, 
SS, — Ska 
= S,(ai + qS.) = Sai(a1 + qS) 
= a(S,- San) <0 
即 得 SS < Sia 
证 法 四 : 依 设 ,a。 >0.% =q>0.(n € N°) 


Y S, - Sati = ant2 


Sari Z S, = a, 


.Sa Su _ ai g = Sea = e < Sui 
T Sa SS C“ dp U Y, ` S S, 
即 Sal Srez - S.) < S,.(S,. - S.) 
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S.S, I < Ska 
解 ( 工 ) :不 存在 合乎 题 意 的 常数 C. 
具体 的 证 法 有 多 种 ,列举 三 种 方法 供 参考 . 


证 法 一 : 
pS ElSe = el Spa - c) 成 立 ,必须 有 


(S, — cX Spez - e) = (Susi - €}? 
& =  >90 
依 设 知 公 比 q > 0, 分 两 种 情况 讨论 : 
(1) 当 g = 1 时 ， 
(S, = e)XS,.2 = e) - (Sasi — €)? 
= (nay — c)[(n +2)ai - 2] - [(n + 1)a; - cË 
=-al<0 
即 任何 实数 c 都 不 满足 等 式 D , 故 合乎 题 意 的 常数 不 存在 . 
(2) 4 q 天 1 时 ,@ 式 即 为 
[at [aad] 
1-4 1-4 
Er 
1- q 
wag #0, a = c(1- g) 
A cez 


ren 
代入 四 得 
= <s -= 21 人) 
1-q °“ 1=9 
`a > 0 “> 
` q>0 .gq>1 


RAOR, c< 0, 故 不 存在 合乎 题 意 的 常数 c > 0. 
证 法 二 :用 反 证 法 .假设 存在 常数 c > 0, 使 


= lg(S.n1 - e) 
S -ec>0， 
Sn-c>0, - 
ei Sa c > 0, 


(Sn 一 ce)(Soa ~ c) = (S, a - e? 
“SSn+2 - Sri = c(S, + Spaa -2S,,,) 
c DO, SyS Z Si a <0 
Sa + Sa -2Sa < 0 
而 另 一 方面 有 
0< Sri -c = VS NSn e) 
KFS, -+ (Sz O) 


= 4s, + Sa) -ec 
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ee 


S, + S,. = Spri Z 0 

与 前 式 矛盾 . 故 不 存在 合乎 题 意 的 常数 < > 0. 
证 法 三 :用 反 证 法 . 若 存在 常数 c > 0, 使 
(SO + (S20) _ es,,, -0 


即 lgl Sasi = c) = lg(S, - c) = lg(S,+2 = c) ~ lg(S,n — c) 
s Same O Su-c_ ,so 
"E 
=k(S,-c)>0 
S,a- c = k(S,, - e) > 0 


o, Sea = Su > Si 
Sa S, ” S, 

S, 90 

“S,(S,., = Sasa) > Sn(S,n = S.) 

@ SS. > Shin 
与 ( 工 ) 的 结论 矛盾 ,所 以 不 存在 合乎 题 意 的 常数 C. 
3. 关于 数列 中 的 最 大 值 和 最 小 值 问题 

例 10 设 等 差 数列 | av| 的 前 几 项 和 为 S, BA a, > 0,d <0, Su > 0, Sus < 0, 求 Su,Sz， 
Su 中 的 最 大 值 . 


解 :注意 到 两 个 重要 公式 
Sur = Qk+ Da, <0 
Su = klas + a) >0 
arsı <0 
ar>- aa > 0 
“a >0> aa 


又 由 al > 0,d < 0,81 
ai > a> ay > > ak > 0 > aki > a> 
S, < S; < --- < S, 

am S, > Seni > Se > 

S, 为 最 大 值 

例 11 〈1999. 全 国 高 中 数学 联赛 试题) 给 定 正 整数 n 和正 数 M. 对 于 满足 条 件 al + a% < M 的 
所 有 等 差 数 列 a1,42,a3,……, 试 求 S = ansi + a,,2 + … + arns 的 最 大 值 . 

【思路 分 析 】 将 M 与 建立 关系 ,因为 af+ l, < M, 是 不 等 关系 ,在 建立 S 与 M 之 间 的 关系 时 ， 
可 以 适当 进行 放 缩 ,但 需 保证 等 号 可 以 取 到 ,这 样 才能 达到 最 大 值 . 

解法 一 : 设 其 公差 为 4,an+l = a, M 

S= an t an2 t +asa=(n+l)a+ nt Dg 


md -S 
# “+ 2 Tan+1 


W M>2al+ala 
= (a - nd} + a? 


SY 
-ian 
因此 . isic arn M 


- 2 /Ma--4 -1mm 
ea Jimm, 


x farol met Atm] 
= m+) 78 S M= B+ D M 
ayasa = ed -4GS -ý M= M 
所 以 S 的 最 大 值 为 0(n + D /M 


(评述 】 将 (a - ad)2+ 2 表 成 (s + 4), Ga- 3nd)? NER 3848818 Rak Rest, 
其 站 是 一 个 汪 的 撞 凿 过程 -法 -是 全 中 组 给 地 的 解法 ,为 此 我 们 给 出 几 和 解法 自然 的 方法 - 


解法 二 : (利用 三 角 函 数 有 量 性 ) 
a, = r ° cos0,a,,i = a + nd = r > sinb (d 为 等 差 数列 的 公差 ,r? < M) 
则 a1=r*cos0 © 
d = Z (sing - cos0) © 
WS = ansi + ant2+ + Ani 
= +2 + 3nd) @ 
将 四 ,加 代入 加 得 


g = En + D : (Əsin0 — cos0) 
Š 2 


= VIOr(n+1). sin(8 — a) 
< AM ty 


Jeh csa = SVA ina = L, Yr = /M.s = ADD oag =- D 


10 ` 
=- Y10M 410M 
W a-i d= ion h 


s= OM :(n+ 
a 2 


所 以 s 的 最 大 值 是 IONM a +D 


解法 三 :( 二 次 不 等 式 的 判别 式 ) 
设 首 项 为 e ,公差 为 d 

(n + Ilann + aza) _ (n + D[(a + a) + (a +2nd)]) _ (n +1)(2a + 3nd) 
则 S = A 2 


I 2 

= tD $ 9 

"alt al < M 
a+ (a + nd? <M © 
将 四 代 人 加 得 

2 
10a? + S + -MSO @ 

“… 不 等 式 @ 有 解 
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Q 45 \? 42 _ 
a= (88: -x nl - M ]>o 
s 


_ _ vaow 4 JIM 
HS as- 10 o= n 


s = 10; (n +1) 
š: lOM(n + 1 
<s pake UMa +D 


解法 四 : ( 柯 西 不 等 式 法 ) 
_ (n+1)lans + azs) 
s= 2 


= 2 二 (os+2ao ~ a1) 


= Haan -a) 
由 柯 西 不 等 式 有 
(Ga, a) < (3 + )(al + aš) < 10M 


‘danı - aa < VTOM GHAN = That an = M 时 取 到 


n a B... - Ë 


ri nt Smkn Fau 
解法 五 :( 解 析 儿 何 法 ) 


MRH at + ak, < M ° 


它 表 示 平 面 直角 坐标 系 a Oa, 中 以 原点 O 为 圆心 ,半径 为 V M 的 定 圆 面 (包括 图 周 ), 记 为 C. 设 
等 差 数列 {av| 的 公差 为 d, 则 


anı = a) + nd 
m d = Lann ~ a1) 
RAS = ansi + ant2 + °° tama 

= (n + a, + n+ Da 
中 并 化 简 得 到 

on + @ 


bat 中 斜率 K = tga = F ERMC, 轴 ) ER 


EAE. S 的 动 直线 , 记 为 1. 要 求 S 的 最 大 值 , 即 要 求 直线 稚 
距 的 最 大 值 . 

由 数 形 结合 的 思想 ,显然 当 直 线 1 与 贺 C 相 切 时 截 距 最 大 .( 如 
图 I - 3-2) 

此 时 ， me ont: MEAD z 


图 工 -3-2 


Si = b. (2+1): VM 


并 且 切 点 T 的 坐标 (ai,anrl) 满足 


a =- VMsina =- YM 
š -= 3 M 
anı = V Meosa = Ao 
其 中 sne = Arosa = An (O<a< n) 


4. 等 差 等 比 数列 的 应 用 
某 些 数学 问题 ,根据 其 结构 ,可 以 巧 设 公差 或 公 比 ,使 解答 过 程 十 分 简捷 . 
例 12 《1993. 四 川 省 高 中 数学 联赛 ) 


已 知 sinz + cosz = Ñ+.B0< z < nM anz 的 值 等 于 
Misr + oaz = 2.5 

则 sinz ,十 ,ccsz 成 等 基数 列 . 故 设 

siz = 十 -4 © 
oo 四 


其 中 -而 <d< 击 
把 四 ,四 代 人 sinzz+eosz = 1, 得 
1 2 
(5-4) + (十 +d) =1 
7 
解 得 ”d=-16 
代入 @,O@ 得 


因此 tanz =- + 
例 13 〈1992. 友 谊 杯 国际 数学 竞赛 ) 
求 三 个 实数 z,y,z, 使 得 它们 同时 满足 下 列 方程 
2z+3y+z=13 ° 
4z2z+9y+z-2r+ly+3z=82 © 
解 :由 四 得 2z + 3y = 2. BE.M 2r, BTE 3y RABA, ktp 
+d,3y= B= = 


RA 加 ,并 化 简 ,配方 ,得 
3-4 4 (2-2) = 


py E 
z = 44 => 


代入 2z = 区 了 +d 和 3y = 


大 此 ,所 求 三 个 实数 + =3,y 
@ 14 〈1984. 南 京 市 数学 竞赛 ) 


解 方程 组 pd ° 
+y = 34 
解 :由 四 ,得 
2(zy+1)-5 V zy+1-12= 0 
BV yti = ((20),WJ 
-St -12=0 
解 得 n=4n=- Èa) 
B n = 4, 得 zy = 15 = (VISP, z, /T5,y REER H a = V159,y = RAO, 
整理 得 
15q* - 3492+15 = 0 

na == 

M q=} ma =+ 5k 

z = 5, |z2=3, asi 

n=3 n=5 ly =-5 

例 15 〈1957. 北 京 市 数学 竞赛 ) 

假设 z、y、z 都 是 实数 ,a > 0, 又 知道 它们 满足 

z=z+ytz=a D 
Ce 

证 明 : 由 四 ,得 z + y = =, y 成 等 差 数 列 . 故 设 

代入 加 ,化 简 得 

3z? — 2az =- 4d? 

.32 -2a <0 m 0<:<$a 

A syor EREPENNING, i 

0<y< 3. ,0<z< 3. 

83.3 AMAJ 
(一 ) 选择 题 

1. 等 差 数列 ja 的 前 m 项 和 为 30, 前 2m 项 和 为 100, 则 它 的 前 3m 项 和 为 ( ) 

A.130 B.170 C.210 D.260 

2. FEBI a,l , 首 项 a1 = 1536, 公 比 g =- T ,用 了 表示 它 的 前 ”项 之 积 , 则 T, (n € N) 最 大 

的 是 ( ). 
A B. Iln Cie D. lhs 


3. 已 知 数列 ao| WE 3an + as = 4(n 21). B a, = 9, 其 前 项 之 和 为 S,, 则 满足 (S, - x — 6) 
Pago BEEN 


< 遍 的 最 4 整数 是 ( O). 
A.5 B.6 CF D.8 


4. 一 个 等 比 数列 1a,| 的 首 项 a = 25, CRN 11 项 的 几何 平均 数 为 25, 若 在 前 11 项 中 抽出 一 项 后 
的 几何 平均 数 为 2:, 则 抽 去 的 项 是 ( ) 
A.as B. ag C.a D. an 

5. 设 等 差 数 列 的 首 项 及 公差 均 有 非 负 整数 ,项 数 不 小 于 3, 且 各 项 和 为 97", 则 这 样 的 数列 共有 

cu 

A.2 个 B.3 个 C.4 个 D.5 个 

6. 设 等 差 数列 1a,| 中 ,az + as + as + + al4 = 169, 则 该 数列 的 前 15 项 的 和 Sis=(  ) 
A.146 B.182 C.195 D.208 

(二 ) 填空 是 


1.la,| 是 等 差 数列 ,at = 1, 公 差 为 4,16,| 是 等 比 数列 , 公 比 为 9 ,数列 jas + bn| 的 前 三 项 为 3,12， 
23, 则 d+9= 
2. 设 数列 十, 二 L 
. A 
于 数列 的 首 项 是 , 公 比 是 
3. 已 知 a1,a2,43,…,an en PERGI a; .az = :an = 1, 则 (2+ ai)(2+ a2)…(2+an) > 


… 能 分 出 一 个 子 数列 ， 且 该 子 数 列 是 一 个 和 为 二 的 无 穷 数列 , 则 这 个 


4.8 z y, 且 两 个 数列 z,a4,a2,a3,y 和 b,x,6bz,b3,y,b4 均 为 等 差 数列 ,那么 名 二 如 = 


az-a 


5. 设 正 整数 列 a1,a2,43,a4 是 等 比 数列 ,其 公 比 不 是 整数 而 且 r > 1, 这 样 的 数列 中 a, 可 取 到 的 
最 小 值 是 . 
(三 ) 解答 题 
1. 设 正 数列 co,alvaz，…，an，… 满足 
V aa, = V an-1 asa = 2ani(n 222) 
且 ao = at = 1, 求 数列 [a,| 的 通 项 公式 . 
2.n2(n 22 4) 个 正 数 排 成 行列 ， 


an an an an s ain 
an an an an x ax 
az an as as ass 
qa an as an asn 
anı am an3 ang am 


其 中 每 行 的 数 成 等 关 数 列 ,每 一 列 的 数列 成 等 比 数列 ,并 且 所 有 公 比 相等 ,已 知 aa = Lan = ++ 


3 
an = jẹ È an + an + as t au + + am 


3. 已 知 对 任意 的 nC NE a, > 0, B Xa? = (Xa) RiE:a, = n 
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4. 数列 la 的 首 项 为 2, 前 n 项 和 为 5,, 且 |S,1 是 公 比 为 了 的 等 比 数列 . 
G) REA lan! 的 通 项 公式 、 


(2) $ b, = a, * S,, 求 15,| 数列 的 各 项 和 . 


5. 设 S = 11,2,3,… n}, A 为 至 少 含有 两 项 的 .公关 为 正 的 等 差 数列 ,其 项 都 在 S 中 , 且 添 加 S 的 
JCR T A 后 , 均 不 能 构成 与 A 有 相同 公差 的 等 差 数列 , 求 这 种 A 的 个 数 . (这 里 只 有 两 项 的 数列 ,也 
看 成 等 差 数列 ). 


站 


` 


三 角 函 数 


$4.1 知识 要 点 与 基本 方法 


{一 ) 三 角 函 数 的 图 象 与 性 质 
1. 三 角 函 数 图 象 的 几 种 变换 
ORE: y = sinz naa T Asiar 
(2) 周期 变换 :y = sinz ATE y anar 
模 变 为 十 8 


向 左 或 向 右 
(3) 相位 变换 :y = E E y = sin(z+p) 


34 p> 0 时 向 左 移 ,p < 0 时 向 右 移 . (上 述 A、g 均 为 正 数 ) 
2. 六 种 复合 形式 与 二 类 划分 

OA wp 的 次 序 不 同 ,从 y = sinz 图 象 到 y = Asin(ar + ç) 图 象 的 变换 可 分 为 P) 种 形式 , 即 
4 一 一 p\A 一 9 一 w\o 一 4 一 p\o 一 9 一 A\9 一 A 一 9 一 o 一 A 

(2) 以 上 六 种 变换 ,w 与 ?是 相互 影响 的 ,但 A 相对 于 w、? 的 变化 保持 不 变 ,所 以 这 六 种 变换 可 化 为 
两 大 类 , 即 


“pg—w—A" M“w—p—A” 
3. 三 角 函 数 性 质 

(1) 正 \ 余 弦 函 数 有 界 性 

对 任意 角 a, 有 | sina |< 1, | cosa |< 1, 此 外 还 常用 到 :1 + sina 三 0，| Asina + Bosa | 
VATI B. 

(2) 奇偶 性 与 图 象 对 称 性 

正弦 函数 \ 正 切 函数 \ 余 切 函 数 都 是 奇 函 数 ,图 象 关于 原点 对 称 , 且 y = sinr 图 象 还 关于 直线 x = kx 
+ Dok € ZI 

余弦 函数 是 偶 函 数 ,从 而 y = cosz 的 图 象 关于 y 轴 对 称 , 且 图 象 还 关于 x = kx,k € Z 对 称 . 

(3) 单调 性 

y= snzr 在 [2kr- 号,2tr+ 了 至] 上 单调 递增 ,在 [24x+ E 2er 3] EREMO € 2): 

y = cosz 在 [2kx,(2k + 1)x] 上 单调 递减 ,在 [2kr - r,2kr] 上 单调 递增 (AE Z); 

y= uns 在 (kn 一 于 ,kx+ 瑟 )(k € Z) 上 递增 ; 

y= otz 在 (kx,(k+ 1)z)(k € Z) 上 递减 

(4) 三 角 函 数 周期 性 

y = sinr,y = osr 的 最 小 正 周期 为 2r; 

2 = tanz,y = otz 的 最 小 正 周期 为 r. 
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关于 周期 函数 ,常用 如 下 结论 : 
Q y = f(z) 是 以 了 为 周期 的 函数 , 则 y = f(z +a),y = f(ar + 6b)(a 关 0,a,6 为 常数 ) 也 


RAMEN, BAMHI T. s 


四 设 函数 > = Flu) 是 定义 在 R 上 的 单调 函数 ,x = glr) 是 定义 在 R 上 的 周期 函数 , 则 y = 
F[g(z)] 也 是 周期 函数 , 且 与 y = g(x) 有 相同 的 周期 . 
4. 常用 结论 


(Dy = sinr,y = cosz 在 (0, 了 至) 内 是 上 凸 函数 ,y = tanr,y = otr fE (0, ) 内 是 下 凸 函数 ; 
(2) 360 < z < 至 , 则 0 < sinz < z < nz; 
(3)y = $E #0, F) 上 是 碱 函数 ,》 = 加 在 (0, 皇 ) 上 是 增 函数 . 

(=) 三 角 变 换 


三 角 恒 等 变 换 是 应 用 同 角 公式 ,诱导 公式 ,和 、 差 , 倍 ,半角 公式 ;和 差 化 积 , 积 化 和 差 等 公式 ,对 三 角 
式 作 各 种 有 目的 的 恒 等 变 形 ,常见 题 型 有 计算 求 值 和 推理 证 明 两 种 . 

三 角 恒 等 变换 最 基本 的 思路 是 “化 异 为 同 ”, 即 从 角 、\ 函 数 名 称 和 运算 公式 三 个 方面 人 手 ,消除 差异 ， 
寻求 统一 ,关键 是 角 的 变换 . 

三 角 恒 等 变换 常见 技巧 有 :化 异 为 同 , 降 高 为 低 ,引信 辅 助 角 ,1 的 变换 , 万 能 变换 ,和 差 配 姿 等 . 况 
赛 中 常用 构造 法 (包括 :构造 图 形 ,构造 对 偶 式 构造 方程 ,构造 函数 等 ) 来 解决 有 关 三 角 问题 . 

三 角 变 换 的 公式 较 多 ,这 里 补充 (高 中 教材 中 没有 的 公式 ) 以 下 公式 : 
(Dsin(a + B)sin(a — 8) = sinza ~ sin?p = co#8 - osa; 
(2)eos(a + B)cos(a ~ B) = coa ~ sinzp 
(3)cos30 = 4cos0cos(60" — 0)cos(60° + 0); 
(4)sin30 = 4sin0sin(60° — 0)sin(60” + 0); 
(S)sna + sin(a + 22 )+ sin(a — 多 - 0; 
(Osina + sn (a + Æ) sm(e- 等 )=- $, 


2 
(sea + sn (a + GS)+ s(a 2x) - sana, 


(B)osa+ os (a + E) eos [a = 22) = )= osa, 


(9)sina + sinB + siny — sin(a + B+ y) = 4sin sn sins 
(10)oosa + cosB + cosy + cos(a + B+ y) = 4oos 4 Bcos BS Zos 二 


(11)cosz + cos(z + d) + cos(z + 2d) +- + cos(z + nd) = 


(12)sinz + sin(x + d) + sin(z + 2d) ++ + sin(x + nd) = 


2. 三 角形 中 的 三 角 变 换 


设 OABC 的 三 角 A、B、C 的 对 应 边 为 a、.b、c ,上 且 R,r 分别 表示 A ABC 外 接 贺 和 内 切 贺 的 半径 , 则 
有 
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(DA+B+C= mw 
(2)a+b>c,a+c>b,b+c>a; 


FEAE 2 SS 
(3) EREM: A = snB = qn G T 2R 
(4) 余弦 定理 :az = b? + c? — 2bccosA 


b? = a? + c? — 2accosB 
c = a? + b? — 2abcosC 


(5) ERAR: Saas = + x £ x M 


其 中 疙 = patote) 
(6)A > B & a > bsinA > sinB; 
(7)tannA + tannB + tannC = tannA + tannB ,tannC( 其 中 n WEBM); 


(8) sinnA + sinnB + sinnC = 4sin Ž5 - oos T . oos AE , oos BE (prh n WABO; 
sinnA + sinnB + sinnC = — 4cos 728 + sin Main Hin ZE (trp n 为 偶数 ); 
CosnA + coanB + coonC = 1 + 4sin Zea 2 aspa sami: 


cosnA + cosnB + cosnC =- 1 + 4cos 7 oos 学 aB 5 丈 ( 其 中 n HARO; 
(9) sin? A + sin? B + sin?C = 2(1 + cosAcosBoosC) 
cos? À + co B + co? C = 1 — 2cosAcosBcosC 


GO) + cot Ë 4 oot E = oot ZA. oot AE > ot COL n DAWO. 


3. 三 角 不 等 式 的 变换 及 三 角 最 值 

(1) 不 等 式 的 有 关 性 质 和 方法 在 三 角 不 等 式 中 都 适用 . 

(2) 三 角 函 数 的 单调 性 ,有 界 性 ,图 象 特征 等 都 是 处 理 三 角 不 等 式 的 有 利 武器 . 

(3) 利用 三 角形 中 的 边 角 关 系 . 

(4) 利用 换 元 法 (特别 是 万 能 代 换 ) 可 进行 三 角 不 等 式 与 代数 不 等 式 的 互 化 . 
(三 ) 反 三 角 函 数 

反 三 角 函 数 恒 等 变换 是 中 学 数学 竞赛 的 一 个 重要 内 容 . 变换 的 主要 依据 是 反 三 角 函 数 的 性 质 以 及 
与 之 相关 的 三 角 函 数 的 性 质 . 
1. 恒 等 变 换 定 理 

设 函 数 了 是 从 定义 域 A PR ACA) 的 一 一 映射 , 则 有 

(DAI(f(z))= z, rE€A. 

DAFO) = y, yE fA). 

由 此 可 得 反 三 角 函 数 恒 等 变换 式 : 


arcsin(sinr) = z, x € l-44]: 
sin(arcsinz) = z, x€ [-1,1]; 
arccos(cosz) = z, <= € [0,xz]; 
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cos(arccosr) = z, z€ [-1,1]; 
atan(tanr) = z, z€ (- Z.) 
tan(arctanz) = z, z€ R; 
arccot(cotz) = z, x € [0,x); 
ctg(arccotr) = z, z€ R. 
2. 反 三 角 函 数 的 几何 意义 
对 于 每 一 种 反 三 角 函 数值 , 均 可 表示 一 个 角 a 的 大 小 .由 三 角 函 数 的 定义 知 , 这 个 角 a 的 顶点 在 直 


角 坐 标 系 的 原点 , 角 的 始 边 与 轴 的 正 半 轴 重 合 ,因此 ,只 需 找 出 其 终 边 上 一 点 的 坐标 ,就 可 以 确定 这 
个 角 a, 如 图 工 一 4 一 1. 


视 xOy 平 面 为 复 平面 , 则 复数 p 的 一 个 辐 角 即 a ,因此 ,由 反 三 角 函 数 的 
几何 意义 以 及 三 角 函 数 的 (坐标 比 ) 定义 ,可 得 反 三 角 函 数 的 复数 形式 : 
arcsinr = Arg(V 1- z + zi); P, 
arccosz = Arg(z + VI- zti); 
arctgz = Arg(1 + xi); 


arcctgz = Arg(zx + i). < * 
因为 ”个 复数 辐 角 之 和 等 于 这 几 个 复数 积 的 一 个 辐 角 , 所 以 反 三 角 函 

数 的 复数 形式 为 反 三 角 函 数 的 和 式 变换 提供 了 理论 依据 . 

3. 几 个 重要 导出 恒等式 . WI-4-1 


(Darcsinz + arccost = -3 
x 
2 


(2)arctanr + arccotr = 5; 
(3)arccosr + arccos(— z) = n; 
(4)arccotz + arcoot(— z) = x. 


84.2 赛 题 精 讲 


(一 ) 关于 三 角 函 数 图 象 与 性 质 


例 1 (DERM y = 3sin(wr)(w > 0) 在 [0,1] 内 至 少 有 50 个 最 大 值 , 则 w 的 最 小 值 是 
(2) 车 函数 y = 3sin(wr)(w > 0) 在 [a,a + 1](a € R) 内 至 少 有 50 个 最 大 值 , 则 ¿ 的 最 小 值 是 


解 :(1) 由 y = 3sin(ar)(@ > 0) 

和 9 十 T<1, 即 各 .从 <1 
.5 

“o 的 最 小 值 是 98.5 

(2) 由 图 知 ,50T < 1,T = F, w > 100x 

故 w 最 小 值 为 100r 

【说 明 】 要 体会 本 例 两 小 题 之 间 的 差别 ,车 把 条 件 o > 0 改 为 < 0 呢 ? 若 把 第 (1) 小 题 改 为 “y = 


3sin(w + p)(w > 0) ,对 任意 的 p 值 ,在 [0,1] 内 至 少 总 有 50 个 最 大 值 , 求 的 最 小 值 "又 有 什么 变化 昵 ? 
抓 住 这 一 点 ,利用 图 象 分 析 . 


例 2 EE /(z),g(z) 对 任意 实数 x, 均 有 -至 < fla) + gla) < E-E < fla) = 
"m 


&(z) < 六 ,证 明 :对 任意 实数 z, 均 有 
cosf(z) > sing(z) 
并 由 此 证 明 ,对 任意 实数 =, 均 有 cos(cosz) > sin(sinz) 
证 明 :由 条 件 ,可 知 对 任意 实数 =, 均 有 


-F <fa) Z, - 2 < z(z) < > 

MRO f(zx) < + lil ft 

-和 至 <eg(z) < $ - fia) > 
# y = sinz Æl- 22] 上 为 单调 递增 函数 ,可 知 

sing(z) < sin(— - f(z)) = f(x) 

WR - + < f(z) < 0, 则 由 条 件 

-$ <z(z) <+ f(z) < 至 
与 前 类 似 ,可 知 sing(z) < sin( + + f(z)) = f(z) 


综 上 可 知 ,命题 成 立 . 
进一步 注意 到 ,对 任意 实数 z, 均 有 


l cosx + sinz |= /2 I sin( É + z) IKV < + 
结合 已 证 的 不 等 式 ,就 有 cos(cosr) > sin(sinz) 
【 注 】 利用 正 、 余 弦 函 数 的 单调 性 ,结合 正 、 余 弦 函 数 的 有 界 性 以 及 上 述 结论 ,我 们 还 有 如 下 的 一 
些 结论 ; 

sin(cosr) < cos(sinr),sin(sin(sinz)) < sin(cos(cosz)) < cos(cos(cosz)) 等 
例 3 BASA + simz 有 + sizC = 1 其中,B,C 均 为 错 角 ,求证 ;于 < A + B + C< arcsin tÈ 
证 明 :sin?A = 1 — sim B -sin?C 

= ðB - si? C 

= cos(B+ C) .cos(B- C) 
…B、C 均 为 锐角 ,B- C € (- 2, T), M cos(B - C) > 0, 而 cos(B+ C)cos(B- C) = sA > 0 
—.cos(B + C) > 0 
即 0<B+C<A+B+C<x 
“0<IB-CI<B+C< 了 至 
“coos(1 B — C 1) > cos(B+C), 即 cos(B- C) > cos(B + C) 
故 simA = cos( B + C)cos( B — C) > co#(B + C) 


= silh - (B + C)) 
而 y = sz #[0,2.] 上 是 增 函数 
A> F -(B+C)ĦMA+B+C>7 


又 由 于 y = cosz Æl, 7-1 是 上 凸 函数 ,由 上 述 方法 可 知 ,A + B,B + C,C + A 均 为 锐角 . 
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所 以 co (A+ B) + (B C+(C+A) > em( 人 十 是 十 cs( 有 + C)+eos(C+A) 


B 30002 .全 二 是 +C > cs(A+ B) + cos(B + C) + ess(C + A) > osf A + B)ess(A — B) + cos(B 
+ C)cos(B — C) + cos(C + A)cos(C — A) = cos2A + cos2B + cos2C 


1-a AHRC | A -hB iC 
-sn 一 ampB 1- si 

亦 即 3 Dh T2 

A+B+C_/3 

sin 3 <3 

HA + B + C< arsin fŠ 


REBET < À + B + C< 3arsin Š 


【说 明 】 (1) # y= f(z) 是 区 间 (a,5) 上 的 上 凸 画 数 ,z1,z2,…,z, € (a,b), W 
FE + zz +°" + zs) > 4an + f(z2) + + f(z,) 
n aa n 


当 且 仅 当 x = za = … = r, 时 上 式 等 号 成 立 . 
(2) # y = f(z) 是 区 间 (a,5) 上 的 下 凸 函数 ,zl,za,,zweE (a,b) M 
(也 + zz + + Za) < (z) + f(z2) + + flan) 
n < n 


当 且 仅 当 ri = zz = … = z, 时 上 式 等 号 成 立 . 
(二 ) 关于 三 角 变 换 

例 4 〈1995. 全 国 高 中 数学 联赛 二 试 第 一 题 ) 给 定 曲线 族 

2(2sin0 - cosg + 3)zz - (8sinz + cosg + 1)y = 0,0 为 参数 

求 该 曲线 族 在 直线 y = 2z 上 所 截 得 的 弦 长 的 最 大 值 . 

解法 一 :显然 ,该 曲线 族 恒 过 原点 ,而 直线 y = 2z 也 过 原点 ,所 以 曲线 族长 y = 2z 上 所 截 得 的 弦 长 
仅 取决 于 曲线 族 与 y = 2z 的 另 一 交点 的 坐标 . 

把 y = 2z 代入 曲线 族 方程 得 

(2sin0 — cos0 + 3)x? — (8sing + cosg + 1)z = 0 


又 2sin — csg+ 3 = V5sin(9 — arctan $) + 320 
“rA RA 


得 2ru?+2(a-4)u + (x-1) =0 

Hu € R 8,34 A0 

A= [X(x -4)} -8z(z-1) 

=4(- z? -6x +16) >0 

Bj z +6r-16<0HEz#0 
(z+8)(z -2)<0, 且 zz0 
-8<=z=<2RBE z=#0 

Iz la = 8 


H y =2rf$1 yl, = 16 


… 所 求 弦 长 的 最 大 值 为 5 + 1@ = 8V5 
【 注 】 以 上 方法 主要 是 引用 万 能 变换 公式 ,将 三 角 问 题 转化 成 代数 问题 求解 . 不 过 其 过 程 显 得 元 
长 复杂 ,下 面 我 们 引用 变换 公式 
asinz + boosz = V a? + sinl + 9), 其 中 由 tang = È 所 确定 ,并 引用 三 角 汪 数 有 界 性 即 可 
巧妙 得 解 . 
解法 二 :曲线 族 与 直线 y = 2z 相交 于 原点 O(0,0) 以 及 另 一 点 Po(zo,yo), 且 zo 满足 
(2zo - 8)sing — (zo + 1)cos0 = 1 — 3x0 
故 存在 ç 角 使 
V (270 -8V + (zo + D:sin(8 — p) = 1— 3zo 
由 三 角 函 数 有 界 性 可 知 
V ro 8)2 + (zo + 1} 2 1- 3zo | 
解 得 -8<< z+ <2 
HK 1 OPo 1= fŠ | zo IS 875, zo =- 8 时 取 到 最 大 值 OP, lww = 8V5 
AS 〈1999. 全 国 高 中 数学 联赛 第 一 试 第 三 题 ) 已 知 , 当 > € [0,1] 时 ,不 等 式 
zzeosg — z(1 — z) + (1 — z)2sin0 > 0 0 
恒 成 立 , 试 求 9 的 取 值 范围. 
【分 析 】 标准 答案 是 先 找 出 不 等 式 Q 恒 成 立 的 充 要 条 件 , 即 


z = 0,z = 1€əsin0 > 0,cos0 > 0 © 
i s; @ 


验证 其 充 要 性 后 解 不 等 式 加、@ 求 出 8 的 范围 .这 一 解法 的 关键 步 又 是 推导 四 式 , 当 0 < r< 1 时 ， 
构造 x = ZS, ,对 /(z) 进行 配方 ,将 zo EARM = Í + V SGST > 0, 从 其 思路 看 ,xn 
cos + Vsing 
nunaq ran KANIMESTENA utu mitunnnusunsem Runam 
题 的 配方 法 ,确立 "去 z B 0” 的 方向 ,进行 改进 , 则 有 如 下 解法 
解法 一 : 当 z = 0,z = 1, h ORK 8 > 0,sing > 0 


当 0 < < < 1 时 ,四 式 两 边 同 除 以 =(1 - z) > 0, 得 [二 -cosg + 1 


(Ez -Vi sn) + 2 Vð -1>0 
4( l-z L-z oð - Ee) =a 


了 sing-1>0 @ 


即 Ses = Hsing 
得 = — s m 
Te T VS + Vð 


由 sing > 0,cos0 > 0, 知 z, € (0,1) 

则 有 2 Vsingcosg — 1 > 0 

即 si20 >+ @ 
和 解 不 等 式 四 ,加 ,得 

2kr+ i5 < 0< 2er + 下 I Ex 

【 注 】 此 法 与 标准 答案 比较， 配方 将 含 工 项 完全 归 人 平方 式 ,解释 了 原 解法 中 所 构造 的 zo 的 由 来 、 
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符合 认 知 规律 , 较 易 理解 与 接受 .但 考虑 到 配方 若 针对 二 次 式 更 为 方便 ,于 是 对 解法 一 进行 改进 . 


解法 二 : 当 0 < + < 1 时 ,将 @ 式 两 边 同 时 同 除 以 (1 - z) > 0, 得 


a(r) - DES t sn >0 @ 
F 
解法 三 :0 < + < 1 时 ,将 Q 式 两 边 同 除 以 rzsing > 0, 得 

l-r} 1 (l-z), œ 

(9 © 
下 略 


DE) 解法 二 ,三 的 具体 步骤 可 参考 解法 一 完成 . 
纵览 前 三 种 解法 ,考虑 到 配方 与 判别 式 实质 上 是 等 价 关系 ,而 判别 式 更 简便 迅速 ,于 是 继续 改进 如 


解法 四 : 当 0 < z < 1 时 , 令 
flx) = z?cos0 — z(1 — z) + (1 zr)?sing 


BD f(x) = (1+ cos + sin0)z2 — (2sin0 + 1)x + sing @ 
f(z) 是 关于 z 的 二 次 函数 ,由 1 + cos0 + sing > 0, 知 其 图 象 开口 向 上 ,对称 轴 为 
2sing + 1 2sing + 1 


T 2T+ cos + sing) © Cind + 1)+ (cos9 + 1) € (01) 
而 zx € (0,1), f(x) > 0 恒 成 立 , 则 只 有 A < 0, 否 则 可 取 +o € (0,1), 使 f(zo) < 0,8 
A = (2sin0 + 1)? — 4(1 + cos0 + sin0)sin0 < 0 
得 1- 4singcosg < 0, 即 sin29 > + 
下 略 
[E] 解法 三 的 优越 之 处 是 @ 式 二 次 项 系数 为 1, 解 法 四 的 优越 之 处 是 采用 判别 式 ,对 这 两 个 优 


势 予 以 组 合 ,于 是 有 


解法 五 : 当 z = 1 时 , 须 且 只 须 cosg > 0, 就 可 使 O 式 成 立 ; 当 0 < x < 1 时 ,由 解法 三 四 式 , 令 
O = ¿+ @ 
其 中 t= Te (0, + e°) 


t= 
S) 的 图 象 开口 向 上 ,对称 轴 为 
1 1 

:= 888 (2: + °) 

要 f(t) > 0, 则 A< 0, 否 则 可 取 to € (0,1), 使 f(t0) < 0, A< 0, 即 
(Z) -4.28 <0 

f sin20 > +, Fm 
下 面 我 们 将 高 中 代数 课本 上 的 一 个 习题 引申 得 到 一 个 有 价值 的 结论 . 
高 中 代数 上 册 第 297 页 给 出 了 三 角 方程 


asinz + bosz + c = Ola b 不 同时 为 零 ) 有 解 的 条 件 是 | == 
车 记 A = a? + 2 - c?, 并 称 其 为 "三 角 判别 式 ", 可 进一步 得 到 

定理 对 于 三 角 方程 usinz + beosz + c = 0(0 < z < 2,a,6 不 同时 为 零 ), 则 
O 方程 有 两 个 不 同 解 SA > 0; 

加 方程 有 唯一 解 A = 0; 

加 方程 无 解 后 A< 0. 


<1 a+b- 2 >0 


证 明 极其 简单 ,只 要 将 原 方程 化 为 sn(z + p) = zaa P e Hi sinp = J 
P 


确定 ,再 据 正弦 函数 有 界 性 即 可 得 证 . 


Va + 
例 6 (1994. 全国 高 中 数学 联赛 ) 
Ha bc 是 实数 ,那么 对 任何 实数 x, 不 等 式 


asinz + bosz + c > 0 


都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
A.a 必 同时 为 0, 且 c > 0 B.V +o =c 
CVa t <e D.Va? +b > c 


答 ( ) 
解 : 由 上 述 定理 可 知 ,显然 答案 为 C 


[Ë] 三 角 判 别 式 在 数学 解 题 中 有 着 广泛 应 用 , 它 与 一 元 二 次 方程 根 的 判别 式 的 作用 极其 类 似 . 
凡是 在 解 是 中 直接 或 间接 的 与 三 角 方 程 csinz + beosz + c = 0 有 关 问题 , 均 可 使 用 "三 角 判 别 式 " 解 之 . 
例 7 〈1999. 全 国 高 中 数学 联赛 一 试 第 五 大 题 ) 给 定 正 整数 n 和 正 数 M ,对 于 满足 条 件 af+ ax < 
M 的 所 有 等 差 数列 a1,a2,a3,…, 求 S = ansi + ans + + aans 的 最 大 值 
前 边 我 们 已 经 对 此 题 给 出 了 多 种 方法 ,现在 我 们 再 来 看 看 “三 角 判别 式 " 的 功效 . 
W: ai = V Mroosð,ansı = V Mrsin0,(0 < r < 1,0< 0 < 2r), 则 
S=" 
tl 
2 


Lans tawa) 


Cansı t2a,a = a1) 


= 2 二 1(3 /Mrsin8 ~ V Mroos8) 
即 有 


2 二 1 .3 /Mrsn8 - HH /Mroosð - S, = 0 
又 关于 0 的 方程 有 解 , 则 
A= (HH 3 /Mry + (H SMr} - (8 S, S0 


Bp 


xm 


s<“, dW <, dn 


所 以 S MAKE Den + 1) VM 

【 注 】 上 述 解法 显然 自然 流畅. 

例 8 〈1999. 全 国 高 考题) 设 复数 z = 3cos0 + i + 2sin0 REM y = 0 - argz(0 < 0 < F) 的 最 大 
值 以 及 对 应 的 0 L. 

解 :由 0< 0 < r2, 得 tang > 0 

H z = 3cos0 + i .2sinb, 得 0< argz < 至 及 tan(argz) = 200 = 2 ang 


= = -an9 _ _ _sin20 
故 tany = tan(0 — arge) = ++ ab = 20 + 5 


得 sin26 — tany + cos20 — Stany = 0, 又 方程 有 解 ， 
MJ A = 12 + (— tany) — (- Stany) > 0 8489 


6 
tny <; 
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当 等 号 成 立时 ,可 解 得 0 = arcan É 


H y = 9-argz 得 yE C FDE G D 内 正切 函数 是 递增 函数 ,函数 y 也 取得 最 大 值 
到 


arctan 12 

例 9 (1997. 全国 高 考题 ) 设 圆满 足 :Q@ 截 y 轴 所 得 弦 长 为 2;@ 被 z 轴 分 成 两 段 贺 弧 ,其 弧 长 之 比 
为 3 : 1. 在 满足 条 件 中 \@ 的 所 有 圆 中 , 求 圆心 到 直线 !:z - 2y = 0 的 距离 最 小 的 圆 的 方程 . 

解 : 设 所 求 圆 的 方程 为 (z - a)? + (> 一 6)2 = r? 

H (O í8 2 = az+l, 由 四 得 于 = 252 

W r (8252 - az = 1, 故 可 令 

Vab = sec0,a = tan 


又 设 圆心 (a b) 到 直线 ! 的 距离 为 4, 则 d = 1221 = 


tang -VDsecbg | 
AS 


sinô — /2 | 
VScosb 


Q e = 2 有 sng-V5lenbg -3 = 0 


由 方程 有 解 ,有 全 = P + (-V5)2- (- 2220 
解 得 1: | 三 V545, 故 dwn = J5/5 
28-a? = 1 
此 时 1a -201=1. 由 2 
解 得 a = b = 1, 或 a = b = 1, 从 而 r? = 2, 故 所 求 圆 的 方程 为 
(z-Dz+(y-1D2=2 或 z+l)2+(y+1D2=2 
例 10 (1993. 全国 高 中 联赛 一 试 5 小 题 ) 在 全 ABC 中 , 角 ABC 的 对 边 边 长 分 别 是 a、b、c, 若 


c- a 等 于 AC 边 上 的 高 人 , 则 sin CZA + oos CZA 的 值 是 


A.1 B.+ c4 Dizi 
解法 一 :满足 题 意 的 图 有 两 种 情形 ,一 c 为 锐角 或 钝 角 , 下 述 推导 ,对 它们 同时 满足 . 
“>a, Ze > ZA 


EASY SF: 
nA int 
即 sinC ~ sinA = sinA + sinC 
20s 2 二 4snC54 = 二 [es(A - C) - col A + C)] 


可 化 为 sm 县 +2sinC54Asn 号 -cc54A=0 

解 得 sin 旦 = 1- i EZA 

Ct+A, C= A 
2 2 


+ sin 


“cos 
故 应 选 A 
解法 二 :用 构造 法 . 作 直角 公 ABC, 使 人 C = 90', 人 A = 30°,AB = 2. 这 时 ,c -a=2-1=1= 
hT sin EZA + os CSA = sn30' + cos60* = 1 可 选 A 
[E] (1) 本 题 所 涉及 到 的 知识 点 : 
直角 三 角形 的 边 角 关系 ,三 角 式 的 和 差 化 积 与 积 化 和 差 ,三角 函 数 基本 关系 ,诱导 公式 ,一 元 二 次 方 


=1 


程 . 
(2) 解法 一 是 直接 法 ,解法 二 是 构造 法 ,两 法 均 佳 . 
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例 11 (1999. 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 在 人 ABC 中 , 记 BC = a,CA = b,AB = c, 若 9a2+ 9b? - 


$ EE N 
19 = 0. 则 cA + GE 一 . 
解法 一 :由 已 知 得 oz + 2 = D © 
又 由 余弦 定理 ,得 
atb- e 
cosC = 2 © 
中 代入 回 得 
c= 5. O 5. sme 
osh = Q ` ab T 9 `sinAsinB 
e = S inC 
PPA 9 ` sinAsinB 
_ 5 _ sin(A + B) 
9 ` sinAsinB 
_ 5. , sinAcosB + cosA : sinB 
gi] sinAsinB 
= -F(A + cotB) 
AC _ -5 
BSA toB 9 
cosC 
解法 二 :一 eC Sin _ _ asC , sinA -sinB 
= tA + oB T oA , oB ~ sinC sin(A+ B) 
sinA * sinB 
= sinA + sinB . sinC 
si C 
wb.atb-e 
su: = SSE 
19 1 
= (0 -0) .a 


4 
DE) 解法 一 联合 运用 正 \ 余 弦 定 理 , 边 角 关 系 互相 转化 ,显示 了 思维 的 灵活 性 ;解法 二 从 所 求 式 
人 手 , 再 妙用 正 弦 余弦 定理 ,有 简捷 明快 之 感 . 


(三 ) 关于 反 三 角 函 数 

例 12 《1997. 全 国 高 中 联赛 一 试 第 一 题 第 5 小 题 ) 设 /(z) = a? -ar a = arcsin 方 ,B= arccot- , 
Y = arecos( 一 让 ,8 = arcot(- $). M 

A. fla) > f(B) > f(ó) > f(7) 

B. fla) > f(8) > f(P) > f(r) 


C. f(8) > fla) > f(8) > f) 
D. f(8) > fla) > f(y) > f(8) 


解法 一 :由 题 意 /() 的 图 象 关于 直线 = = 2 tii a(o, 3 am te( F, + ~) 单调 


增加 ,所 以 , 当 | = - 各 | > | 二 对 | 时 ,有 f(x) > (za), 又 易 知 0< < Z n< < z n< 


6 
2z 3 于 所 
y< ,<3<36, 所 以 


o<iy-$ 


x x <= x < = & 2 £ 
<5 “Ip-7 < <10-2 1<4 <! a - 7 < Z ki 


4 
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fla) > 1(6) > fB) > fr) R B 
解法 二 :( 用 复数 方法 解 ) 
aB yò 的 复数 形式 依次 为 
a = Arg(2 V2 + i),B = Arg(4 + 5i) 
= Argl- 1 + 2/2;),8 = Are(— 5 + 4i) 


“a = arctg ,8 = arg $ 


Y = n + arctg(- 2V2) = n — arctg2 J2 

= rt argl- $) = z- arg + 

又 …7(z) 的 对 称 轴 为 手 . fC) |o; E ERRE /(z) = f(x - z), 于 是 有 

Ka) = / [wa 2), AO = [aa 4 ) 

SCY) = f(x ~ arctg2 /2) = f(arcug2 /2) 

KO) = f(n- aro + )= s(a) 
aletes 

E 4s * 本 p < 2⁄2 

so< ag < arig $ < arctg È < arctg2 V3 

f(a) > f8) > SCP) > f(y)-. W B 

DE] 也 可 以 利用 儿 何 意义 在 复 平面 上 作出 ap,7,6, 以 及 x yx - ò, RI /(z) 在 


0 可] 上 道 央 得 出 f(a) > A > SA > fO. 


例 13 解 不 等 式 组 
1z1 A 
aretan EE t Baresin VTT 22 + aos | z | 之 等 
EPE CF [è 
san LELEL 1 x >2 I= 


Lira VI san + 
解 : 易 知 0<1 x 1< 1, 故 可 设 1z 1= sin9,9 € [ 0, 至), 易 求 得 


arian J = Osaren VTT 3? = aroos | z I= $ = 0 
-ar 
ltlzl-V1-z°_ 1: sin0 — osb _ 0 
lalale Vi 1+sing F co 一 -mtag e [0 至) 
V 1 z: os0 x 9y 昌 工 2 x 
Tr zr = TPS = [+ - + ).B2- $ e (o.2] 
1L+Lzl-VIL- 习 9 
1+lzl+Vi-z 2 
Vi-rz_x_b 
atan 1+IzT 4 2 
故 原 不 等 式 组 等 价 于 


e S. 


号 >2( 于 -二 ) 


… 原 不 等 式 解 集 为 
[288.9] [9238] 


94.3 ”巩固 练习 


(一 ) 选择 题 。 
1. RHM: VTF = a Risin tost ma e) 
A. 甲 是 乙 的 充 要 条 件 BB. 甲 是 乙 的 必要 条 件 
C. 甲 是 乙 的 充分 条 件 D, 甲 即 不 是 乙 的 充分 条 件 ,也 不 是 乙 的 必要 条 件 
2. 函数 /(z) = aretanz + 去 arcsinz 的 值 域 是 ( — ). 
A.(- mn) B.[- 4,35) 
c- 3, 3n) D.[- 竺 ,至 ] 


3. 在 AABC 中 ,ABC 的 对 边 记 为 ,6,c, 其 中 心 夭 1, 全 ,am 且 都 是 方程 lgV5z = logb (4z - 4) 
的 根 , 则 AABC( O). . 

A. 是 等 腊 三 角形 ,但 不 是 直角 三 角形 

B. 是 直角 三 角形 ,但 不 是 等 爵 三 

C 是 等 腰 直 角 三 角形 

DD. 不 是 等 腰 三 角形 ,也 不 是 直角 三 角形 

4. 设 a = logsnicos1,b = logunitanl,c = bgsasinl,d = logomitanl, 则 a,b,c,d 的 大 小 关系 是 
© 

A.a<c<b <d Bce<d<a<b 

Cb<d<ce<a Da<b<a<e 

5. 设 a € [Z] Coosa), (sina), Coosa) 的 大 小 咕 序 是 (。 ) 

A. (eosa)== < (sina)m < (eon) 

B. (exa)== < (com < (sina) 

C. (sina)™ < (cosa)== < (cam 


D. (cosa)sm < (cosa)m < (sina)™ 


(二 ) 填空 题 
1. 设 0 < 0 < m, B si 号 (1 + cos9) 的 最 大 什 是 . 
2. 常数 C 的 值 为 时 ,函数 f(z) = arcan ETE + c 在 区 则 (- T.T) RETER. 


3. 已 知 z,y€ [-Z.Z], € R.B 
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x? + sinz — 2a = 0, 
4y? + siny * cosy + a = 0, 则 cos(z +2y) = 
4. 在 人 ABC 中 ,已 知 三 个 角 A.B.C 成 等 差 数列 , 候 设 它们 所 对 的 边 分 别 是 a.b.c, 并 且 c - a 等 


于 AC 边 上 的 高 h, 则 sin CZA = 


5. 已 知 0 < p< Z,Z < < E.G [Z - )= +.s (2. 8)= Š. M sn(a + p) = 


(三 ) 解答 题 
1.z,y,z 中 的 每 个 数 恰 好 等 于 其 余 两 数 和 的 余弦 .证 明 :z = y = = 
2. EB, < sin20" < Z; 


= 35 > 
3. 设 0 < z < 2, 证 明 :anz > 4 — cosr 


4. 函数 F(z) = | coz + 2sinzcosz — siz + Az + B | #o< <š T EARKI M 与 参数 A、 
B 有 关 , 问 :A、B 取 什么 值 时 M 为 最 小 ?证 明 你 的 结论 


S.B 80 < z<, < y<.0<0<.0< z,B 2si z+ sindy = 3sin?9 = 1, 求 证 :2z + 
y<30 
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向 量 


§5.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 向 量 

要 掌握 向 量 , 单 位 向 量 , 零 向 量 等 基础 概念 ; 

要 掌握 向 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 则 ,三 角形 法 则 ,要 掌握 减法 的 三 角形 法 则 ， 
2. 向 量 的 数 乘 要 满足 的 运算 律 如 下 (其 中 和 上 为 任意 实数 ) 

(AC +È) = Aa +b; 

Q)Q + pa = àa + pa; 

(3p) a = Alpa) 
3. 两 个 向 量 的 数量 积 (内 积 ) 

设 a, 是 任意 两 个 非 零 向 量 ,它们 之 间 正 方向 的 夹 角 为 人 (2a,5) (O< 人 (a,5) < r) ,那么 数量 
lallBlos/(a,6) 
即 


叫做 向 量 #,5 的 数量 积 , 记 作 a + 
a 

Ka ,了 当中 至 少 有 一 个 为 零 时 ,规定 <. 

由 数量 积 的 定义 可 知 

(1) 两 个 非 零 向 量 的 夹 角 公式 为 


a 118 1 csZ(a,8) 
= 0, 当 a,5 相等 时 ,i 记 ca a = 22 = | 4 l? 


cosL(a ,5) = 
(2) 两 非 零 向 量 a, 共 线 的 充 要 条 件 是 


a-b=+*l41181 


(3) 两 非 零 向 量 4,5 垂直 的 充 要 条 件 是 


(4) 运算 性 质 
Q 交换 律 :2 .5 = $. a 
@ 关于 数 乘法 的 结合 律 :(Aa) .5 = A(a - 8) 


© 对 加 法 的 分 配 律 : 
(+c)- a 
a (+ç) .. 
图 平方 公式 
(a+ =2 +20- 5 + Ë 
(a-b2= a-24a:85+ Ë 
@ 平方 差 公 式 : 


G+): (a-b) =a- 
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4. 向 量 的 坐标 表示 

在 空间 中 取 定 一 点 O, 过 点 O 作 两 两 互相 垂直 的 3 条 直线 ,并 各 在 其 上 取 定 正方 向 和 相同 的 长 度 单 
位 ,这 样 的 3 条 直线 Or .Oy、Oz 称 为 坐标 轴 , 点 O 称 为 坐标 原点 ,平面 zOy、yOz , z0x 称 为 坐标 面 ,由 此 
构成 一 个 空间 直角 坐标 系 ,如 图 -5 一 1. 

在 空间 直角 坐标 系 中 ,分 别 把 Or ,Oy、Oz 三 轴 上 的 单位 向 量 
称 为 坐标 向 量 , 记 作 六 .了 大 , 设 记 是 空间 任 一 点 ,过 点 p 的 与 三 个 坐 
标 面 平行 的 平面 坐标 轴 分 别 交 于 A、B、C. 这 三 个 平面 和 三 
坐标 面 围 成 一 长 方 体 ,如 果 点 A、B、C 在 坐标 轴 上 对 应 的 3 实数 分 
MÈ ryz W 


OA = ri,0B = y 了 了,OC = zk. 


OP = ri +yJ + =E = (z.y.z) 图 I-5-1 


| OP |? =| OA |? +| OB |? +1 OC ? = z? + y + Z. 


向 量 7 EREET , z, E IB]0936 ffi a , B, y 的 余弦 cosa ,cosB,cosy 称 为 向 量 7 的 方向 余弦 ,对 于 方向 
余弦 有 
全 
171 Varje 
ëB S — 
171 /Z+y += 
z z 
171 /z#+y +ë 
oo?a + co 8 + co y = 1. 
向 量 的 加 \ 减 法 、 数 乘 ,数量 积 可 用 坐标 来 表示 , 记 
a = (zy z),8 = (2212,22) 
Wa tË = (zi £ x2 y+ yzi zo) 
AG = (Ari,Ayi, Me1) 
a.b = rmt yyt nz 


Xab 为 共 面向 量 时 ,可 用 两 个 坐标 (z、y) 来 表示 ,上 列 各 式 中 取 = = 0 即 可 . 


$5.2 赛 题 精 讲 


1. 利用 向 量 方法 解决 立体 几何 问题 

(1) 求 空间 两 点 间 的 距离 

例 1 在 平行 六 面体 AC, 中 ,人 AiAD = 人 A1AB = @', 
BAD = 9°, | AD1=1AA11= 4,1AB1= 2, 若 P.Q 分 别 是 BEB,、 
CD 的 中 点 , 求 1 PQ | 

此 题 若 通过 三 角形 求解 , 过 程 复杂 , 利用 向 量 方法 可 轻松 求 
得 . 

解 :如 图 I -5-2 记 人 D = a,AB = b,AÀ: = c, 

(a6) = (6,2) = 60°,(a,B) = 90 ,121=1E1= 4, 
18 1=2 


cosy = 
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根据 向 量 内 积 公式 得 
ai =lal:1 31 cos(2,5) 
= 4 x 2cos90° 


将 有 关 数据 代 人 得 


I PQ 2 = 15 故 | PQ | = VT. 

(2) 求 两 条 异 面 直线 夹 角 

例 2 (1996. 高 考题 ) 如 图 工 — 5 - 3, 正 方形 ABCD 所 在 平面 与 正方 形 ABEF 所 在 平面 成 60" 的 二 
面 角 , 求 AD 与 BF 夹 角 的 余弦 . 


解 :把 线段 AD、BF WAHAD BERMA 9, 则 由 向 量 的 。 p c 
夹 角 公式 有 
AD. BF 4 B 

es = 一 一 = 

lADI:. I BFI f É 
又 设 二 正方 形 的 边 长 为 1, 而 有 
IAD I = 1,! BF | = 2 

图 1 -5-3 


AD. BF = AD(BA + AF) 


= AD » BA + AD : AF 
= 0+1 AD | + | AF | + cos60° 


S (0,0,1) 


1x/2 4 
(3) 二 平面 夹 角 
方法 1: 假 设 求 平面 a 和 8B 的 夹 角 , 可 以 改 求 a。 和 8 法 线 的 夹 角 
8. 这 又 归结 为 前 段 所 述 的 方法 .如 果 注 意 到 平面 的 交角 ,是 指 0" 一 A 
90° 的 角 , 那 么 只 要 求 得 cosb 的 正 值 即 可 ,如 果 求 指定 的 二 面 角 , 则 
要 注意 :此 时 它 与 二 平面 法 线 夹 角 9 互补 . 


当 二 平面 的 法 线 可 以 直接 看 出 线 求 得 时 , 可 直接 求 此 二 法 线 B (1,0,0) 
的 交角 . 
例 3 〈1990. 高 考 理科 第 24 题 ) 如 图 I - 5- 4, 在 三 棱锥 S — | el 


ABC 中 ,SA | 底面 ABC, AB | BC. DE 垂直 平分 SC, 且 分 别 交 
AC,SC 于 D\E, 又 SA = AB,SB = BC, 求 以 BDE 与 BDC 为 面 的 二 面 角 的 度数 


分 析 与 求解: 显然 3A 是 底面 BDC 的 法 线 ,只 需求 平面 BDE 的 法 线 即 可 ,因为 纪 L DE, MALA 
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ESC | BE 即 可 . 
现 以 A AWRA, LAB. BC.AS X 
#IABI= SAI=1,1SBI= BC 


zyz MEH, AB = 1 为 单位 长 ,建立 空间 直角 坐标 系 , 则 
= ,各 点 坐标 如 图 所 示 . 于 是 有 


4,8,4) 
z" z 
Se.BE= ix (-1),6x 2. C xl =o 


S 


= a3,- D, BE = (- 


从 而 或 | 栈 , 因 此 或 是 平面 BDE 的 法 线 .所 以 平面 BDE 与 平面 BDE 的 交角 9 的 余弦 等 于 

SA: sc 
l SA lel sc 

其 中 区 = (0,0, -1),1 SA 1 = 1, SI = VE + (2 + C 12 =2,SA. SRAC) 
式 ,得 cg = Ea = 60 

例 4 (1994. 理 科 23 题 ) ,如 图 I -5-5, 已 知 A1B1Ci 一 
ABC 是 正三 棱柱,D 是 AC 中 点 . 

(1) 证 明 AB, // YH DBC; 

(2) # AB, L BC, REA BC, Xt, DBC, 与 CBC, 为 面 的 
二 面 角 a 的 度数 . 

分 析 与 解 : 我 们 只 解 第 二 小 题 ,过 AA 作 底 面 的 垂直 平 
面 , 设 分 别 交 BC1、B1Ci 于 OU\O, 以 O 为 原点 ,分 别 以 GIB、 
OA, 为 z、y\z, 以 O,B, 为 单位 长 ,建立 直角 坐标 系 设 
AA, = a, 则 各 点 坐标 如 图 所 示 - 


HGB = (2,a,0) ,BA = (-1,aw3) 及 GiB .BA =- 2 + a? = 0,1 a = É 


oosb = 


图 I-sS-5S 


显然 ,平面 CBC, 的 法 向 量 为 OAi 
下 求 平面 BDC, 的 法 向 量 
3 


mi: GB = 0,7 + BA = 0, 及 BD = (2 o a 


2 
a 0ll0 2 2 a 
n= 


B -3 3 
aa = 党 
= 3 [a 32) = (É, -3,382 
=( -a D = GZ, - 3,222) 


2 2 


Im |= 3,01A1 = (0,03), ! O1A1 |= 全 ,从 而 
Wa m e a ye m qS: 图 1 -s-6 
IOA I Ini 
例 5 《2000. 高 考题 ), 如 图 I - 5-6, EJES 8806090183 S - ABCD 中 ,ABC = 90", 
SA 上 平面 ABCD,SA = AB = BC = 1,AD = 去 , 求 平面 SCD 与 平面 SAB ARTA a HEN. 
分 析 与 求解 :以 AD、AB、AS H ryz $, AB 为 单位 ,建立 直角 坐标 系 . 则 各 点 坐标 如 图 所 示 . 
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显然 ,AS = (0,0,1) 是 平面 ABCD 的 法 向 量 . 求 平面 SCD 的 法 向 量 n. 
由 DC 二 (二 ,1,0),SD = Cho, - 1D, 得 


| 


方法 2: 在 两 个 平面 上 分 别 作 交 线 的 垂 向 量 ,再 利用 向 量 的 线性 组 合 和 向 量 垂直 条 件 来 确定 他 们 ， 
这 两 个 垂 向 量 的 夹 角 , 就 是 这 两 个 平面 的 二 面 角 . 

例 6 四 面体 C - ABD 中 ,平面 ABC 垂直 平面 ABD,AB = AC = AD, 人 BAC = Z BAD = 120"， 
求 二 面 角 C - AD - B 的 正切 值 . 

解 :以 A 为 原点 ,以 AB 为 OY 坐标 轴 , 以 AB 为 单位 长 度 ,建立 


SP ne 


直角 坐标 系 . 则 各 点 坐标 如 图 1 — 5 - 7 所 示 , 且 有 c 0-1 32 
G = 0, -4,8 
D=, L 
B(0,1,0) 
D- o 8 
BA = (0, - 1,0) 
B=, -2,0 


过 C 作 向 量 GG 上 AD , 则 应 有 
CG = CA + (1 = t) CD AGG : AD = 0 
代入 向 量 BEi L AD, 应 有 BH = + BÀ + (1 - t) BD, B BH - AD = 0, 类 似 地 算得 . 


i=, = (Ü. -20 
设 CG 与 BH 的 夹 角 为 9,9 就 是 所 求 的 二 面 角 C - AD — B 的 平面 角 , 而 有 
ob = —GG BH _ =- f$... un8 =-4 


(4) 直线 与 平面 的 夹 角 
直线 ! 与 平面 a 的 夹 角 为 9, 是 直线 1 的 方向 向 量 ! 与 平面 «法 向 量 夹 角 有 的 余弦 , 芍 有 
sing = sin(90' ~ 有 ) = osp = ———— 
区 sl 


例 7 在 图 I -5-6 中 , 求 直 线 SC 与 底面 ABCD 的 夹 角 8 的 余弦 . 
解 :显然 AS 是 底面 的 法 向 量 , 它 与 已 知 向 量 CS = (-1, - 1,1) 的 夹 角 B = 90° - 9, 而 有 


sg = op= —4S: CS -一 - 汉 


2. 利用 向 量 解决 平面 解析 几何 问题 
例 8 《2001. 高 考 理 (19)) 设 抛物 线 y= 2pr(p > o) 的 焦点 为 下 ,经 过 点 下 的 直线 交 抛物 线 于 A、 
也 两 点 ,点 C 在 抛物 线 的 准 线 上 , 且 BC // zM ERAR AC 经 过 原点 O. 


证 明 :如 图 L — 5 - 8, 由 于 A,B 在 抛物 线 y = 2p 上 ,可 设 
alia) 9 (8) 


由 已 知 ,有 C( - 2 .o)A,B.F = S3t8R, MATHAR = ABPO XHK 


2 
#-3.- >) 
2 
F< E 
兰 ,- >) 
2 
3: y p 8 
2p = (2 >) 
图 I-5-8 
x = ày 
aA 
x = ày 


三 点 共 线 , 即 直线 AC 过 原点 O. 
例 9 (2001. 春 季 京 蒙 皖 高 考题 (22)) ,已 知 抛物 线 2 = 2pr(p > 0) ,过 动 点 M(a,0) 且 斜 率 为 1 
的 直线 /该 抛物 线 交 于 不 同 的 两 点 A、B、 | AB | 过 2p. 
(1) R a 的 取 值 范围 ; 
(2) 车 线段 AB 的 垂直 平分 线 交 z 轴 于 点 N, 求 人 NAB 的 面积 的 最 大 值 . 
解 :如 图 ] - 5 一 9, 设 Q(zo,yo), 由 于 Q 为 线段 AB 的 中 点 , 且 直 线 AB 
的 斜率 为 1, 故 可 设 A(zo + r,yo + 7),B(zo -7,yo - r) 由 A,B 在 抛物 线 7 
上 ,有 


(so + r)? = 2p(zo + r) O° m, 
(so + r}? = 2p(zo ` r) ° > 
四 -四 得 4yr = 4pr 
即 y=p 
故 Q(zo,p) 
又 MQ = (z a,p).BA = (2r,2r) 图 1 -5-9 
HMQ / BA 
# (zo-a):2r-2r:p=0 
Ë zo=atp 


所 以 Qla+ p,p) 
Qla + p,p) 在 抛物 线 y? = 2pr 开口 内 ,所 以 加 < 2P(a + p) 
所 以 a >- 
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D+H 5 + r? = 2pro 
所 以 r? = 2pzo — xŠ 


= 2p(a + p) - P? 
即 2 = 2pa +p @ 
又 2⁄/2r =l ABI<2p 
所 以 < 二 @ 
HOOH + < 12 
FA a<- 


从 而 的 取 值 范围 是 (- Ei] 
(2) 1 QM I= V (ze -a th = V p? + P: =p 
因 AMNP 为 等 腰 直 角 三 角形 
所 以 | QN I=! QM != /2p 
因为 Saws = + ABI. “(NQ i= 2, 1 AB I< 
即 “ 入 NA4B 面积 最 大 值 为 /2p?. 
3. 活用 向 量 内 积 , 巧 解 竞赛 问题 


空间 向 量 的 内 积 有 着 非常 广泛 的 应 用 空间 ,在 求解 一 些 代数 问题 时 , 若 有 目的 ,有 意识 地 运用 它 , 则 
可 收 到 满意 的 效果 . 
2 


例 9 《第 一 届 友谊 杯 竞赛 是 ) 设 a,b,c € R* RIE: tte 


=+ e + +b 
ERAM = [VB+c,Veta,Vatbl,n= 
9, 则 


== ,它们 的 夹 角 为 


bte Veta 


= m * n = lm | * | n ! * op 


“(a + b+c) = 22 + b + olg 
2 b 2 
Aea ta) 
b <: + b+ 
i a 
例 10 (第 三 届 国 际 数学 奥林匹克 试题 ) 设 人 ABC 的 三 边 为 a、b、c ,面积 为 5, 求证 :a? +b? + 22 
43s 
证 明 : 设 加 = 1a,b,ct,7n = 11,1,11, ERAH p, 则 


a+b+c=m-mn= ml-iInicsp 
= 3 - Va? + b: + ë + cosg 
“(a + b + c)? = 3(a2 + b? + c2)oo# e < 3(a2 + b? + c?) 
即 人 + ° 
当 且 仅 当 a < 时 ,中 的 等 号 成 立 . 


设 p= 直 (a+6+c), 则 a+6+c = 2p 由 均值 不 等 式 有 ( 户 - a)(p- b) -= )< (E) 
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因此 S</ p$ >P > (3V5S 半 


即 得 a +b + c 22(3/65S); ° 
当 且 仅 当 a = b= c 时 ,@ 的 等 号 成 立 . 
h DO a? +b? + 22 473S 

2 
例 11 BARY zrne WE z + artat az= ala >0), Battitt, 
RE:0< z < (G = 1,2,3,4) 


WW: art zat ry tar =a 


“m tz tz =a- m 


2 
X++ + 3 = S 


2 
; š 
+ 


Btm = |z1,z2,z31 ,nn = 11,1,1|, 它 们 的 夹 角 为 p, 则 


a-=re= mn = | ml lnl-:cose 


= 3($ - adop 


“(a = x4)? = (a? — 3z3) 
“(a- z4)? = (a? — 3z3) cogp 
La- 3r 


B 2a - ara S<0,W80< r, < +, 5 B z, = zz = x 时 ,此 不 等 式 等 号 成 立 . 
MATEOS n <An OSG 
BAOL G= 1,234) 


95.3 巩固 练习 


1. 在 人 ABC 中 , 设 D 及 E 是 BC 的 三 条 分 点 ,D 在 BE 之 间 ,F 下 是 AC 的 中 点 ,G JE AB 的 中 点 ,又 设 
H JER Ët EG 和 DF 的 交点 , 求 比值 EH : HG 


2. 在 平面 上 给 定 全 ABC ,对 于 平面 上 的 一 点 ,建立 如 下 的 变换 f: AP 的 中 点 为 Q, BQ 的 中 点 为 
R,CR 的 中 点 为 P',f(P) = P RE: f 只 有 一 个 不 动 点 ( 即 已 与 P 重合 的 点 ). 


3. 求证 在 A ABC 的 两 边 AB 和 AC 上 向 形 处 作 正 方形 ABEF 和 ACGH, 则 BC 边 上 的 高 AD 平分 线 
段 FH. ° 


Page EN 


4. Ë A.B.C.D 为 空间 四 个 点 ,其 中 人 ABC = 人 BCD = ZODA = 人 DAB = 90", 求 证 这 四 个 点 
共 面 . 


5. 设 正 数 和 kz， 满足 条 件 = nc 是 以 O 为 圆心 的 单位 圆 ,Q 是 任意 一 点 , 若 圆 C 上 的 


A Pa Pare, P, WEB Yk + OP, = 0, 求 证 k | PQ I> x 


6. WALER AB = a ffPBN SE Tr 00 FH Er, RIAN 
在 这 两 条 异 面 直线 上 定 长 为 1(1 > 0) 的 线段 PQ 的 中 点 是 M, 求 点 M 的 i 
轨迹 . i 


7. 今 有 7 个 向 量 ,其 中 任何 3 个 向 量 之 和 的 长 度 都 与 其 余 4 个 向 量 之 
和 的 长 度 相等 ,证 明 这 7 个 向 量 的 和 是 零 向 量 . 国 1 -s-10 


8. 是 否 存在 4 个 平面 向 量 , 两 两 不 共 线 ,其 中 任何 两 个 向 量 之 和 均 与 其 余 二 向 量 之 和 垂直 ? 


不 等 式 


$6.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 有 重要 应 用 的 若干 小 结论 
OMR a,b € R* 且 a 闫 5, 则 
a? + b) > a?b + ab? 
(高 中 代数 (必修 ) 下 册 Pi 上 例题 ) 
若 去 掉 限制 条 件 “a 天 b”, 可 得 
命题 1 设 a,b€ R+, 则 
a? + b) > a?b + ab? 
等 号 成 立 当 且 仅 当 a = b 
推广 有 
命题 2 设 a,bE€ R*,n € N,s,t 为 非 负 整 数 , 且 s + = n,WJ 
a" + B" ad + a 
等 号 成 立 当 且 仅 当 a = 6 
命题 3 设 a,b,c € Rt,n € N,p,q,r 为 非 负 整数 , 且 户 + q + r = n, M 
a" + b" + c" 22 ate + ae + aire 
命题 2, 命 题 3 能 进一步 推广 为 


命题 4 Wa € R* (i = 1,2,…,m)n EARM, p 是非 负 整 数 (K = 1,2 
amsi = ai(i = 1,2,…,m), 则 


Sar > Batiata ats,- 
T 


等 号 成 立 当 且 仅 当 ak = az = … = am- 
下 面 反 证 命题 4 
证 明 :由 加 反 平 均 不 等 式 ,有 


T (pal + prata + = + pas-i) > apatiya i( *) 


在 (* ) 式 中 , 令 i = 1,2,…,m, 求 和 得 


> 


一 rh = =. 


由 不 等 式 ( * ) 知 ,不 等 式 @ 等 号 成 立 当 目 仅 当 a1 = az = … = an. 
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图 


sas) EY p =" 
Z 


= — E 
D 2>2- Z @ 


RP ry ERKENS z = y 时 等 式 成 立 ([ 注 】 由 高 中 代数 (必修 ) 下 册 Pi 练习 2(1) 得 ) 
(3) 对 于 任意 非 负 实数 =,y, 恒 有 


Vrz+y</z+/Jy< /2(Z +>) 
当 且 仅 当 z = y 时 ,等 式 成 立 . 
证 明 :…z、\y 为 非 负数 
—.z+y+2/22>r+y 
(r+ 2 (Vr+ y 


"r+ /y2>2 zty 
又 (VE +/y) = r+ y+2 /zy 
<(z+y)+ (r+ y) = 2(z + y) 
Vz + /y< /2(z+5) 
Af z +y < z +y <Va ty) 
2. 几 个 重要 的 不 等 式 
(1) 排序 不 等 式 
设 有 两 个 有 序数 组 cl < ay < … < a, 及 bi < b, < --- < b,,W 
ajbi + a2b> + a3b3 + … + adb, (IEA) 
= ab + azbj, + + Tab, UFM 
> aib, + azbn-1 + …+ a b GFA) 
其 中 访 、j2,…i, 是 1.2,…,n 的 任 一 排列 , 当 且 仅 当 al = az = = a, Rb, = b2 = … = 加 时 ， 
等 号 (对 任 一 排列 p...) MIL- 
(2) 平均 不 等 式 
设 有 几 个 正 数 ai,az,…an, 于 是 分 别 有 


算术 平均 数 :A。= gatat te 
n 


几何 平均 数 :G。= araz aya, 


调和 平均 数 :H, = —— 

s Paq Tewas 

a a a, 
平方 平均 数 :Q。= Sittai 
则 这 四 个 平均 数 有 如 下 关系 : 

H,<G,<A,<Q, 
其 中 等 号 成 立 的 条 件 是 当 且 仅 当 a = az = = a, 
(3) 柯 西 不 等 式 
Hararas, ran 和 651,52,…,bn 是 任意 两 个 实数 组 , 则 有 
(Day < Be 

等 号 成 立 当 且 仅 当 b; = ka,(k 为 党 数目; 了 
(4) 切 比 雪夫 不 等 式 


Wa <a < S anbi < b, < < b,,W 
abı t azb + + ab, salt a2+ +a, bi t brt + bs 
n k n n 


(【[ 注 ]】 上 述 不 等 式 由 于 篇 幅 所 限 , 证 明 从 略 ) 
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3. 证 明 不 等 式 的 几 种 方法 

(1) 零点 法 :利用 实数 基本 性 质 (A - B)" > 0(A = B 时 等 号 成 立 ). 

(2) 基本 法 :利用 不 等 式 的 基本 性 质 . 

(3) 同 次 转化 法 :在 条 件 不 等 式 中 , 常 有 条 件 r + zz + … + z, = c(c 为 常数 ) ,巧妙 地 利用 这 个 条 
件 , 使 欲 证 不 等 式 两 边 的 字母 次 数 配 成 同 次 ,然后 再 实施 变换 ,用 这 种 方法 证 不 等 式 会 收 到 很 好 效果 ， 

(4) 放 缩 法 - 

(5) 排序 法 . 

(6) 各 种 代 换 法 ;如 局 部 代 换 ,整体 代 换 , 三 角 代 换 , 增 长 代 换 ,均值 代 换 等 . 
4. 不 等 式 中 的 参数 

含 参数 的 不 等 式 问题 ,从 某 种 意义 上 , 较 证 明 不 等 式 更 难 ,许多 问题 是 “开放 性 ”的 ,要 求解 题 者 自 
行 摸索 结论 ,并 给 出 证 明 , 就 其 证 明 过 程 而 言 , 仍 是 采用 不 等 式 的 一 些 常用 方法 . 


$6.2 赛 题 精 讲 


1. 关于 小 结论 的 应 用 
例 1 (第 26 届 美国 奥林匹克 试题 ) 证 明 对 所 有 正 实数 a,b,c, 有 
(a? + b) + abc)" + (b) + c) + abc)! + (c) + a? + abc) "1 < (abc) "1 
证 明 :由 命题 1 知 
a? + b) > a?b + ab? 
e abc < abc g c 
a? + b? + abc “a?b+ ab? tabe a+b+c 


同 理 可 得 


abc a abc. b 
b+ tab `a+b+c'o+al+abc `a+b+c 


将 上 面 三 式 相 加 得 


abc abc abe 
Drira ii sak ara ta Š 1 
即 
(a? + b) + abc)" + (b? + c) + abc)" + (c) + a? + abc) 1 < (abc) "1 
例 2 (第 37 届 IMO 预选 题 ) 设 a,b,c 是 正 实数 , 且 abc = 1, 求 证 : 
ab be oa 
Brrr lara el 


并 指出 等 号 成 立 的 条 件 . 
证 明 :由 命题 已 知 
až + b > ab? + a? 
等 号 成 立 当 且 仅 当 a = 6b 
be az2b2c 
a+b+ab as+85+azb2c Sab + ab + abc 
= 


同 理 可 得 


a ca b 
b+c+bc `a+b+c'c +a +c Satbte 


将 上 面 三 式 相 加 得 
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| 
等 号 成 立 当 且 仅 当 a = b = c 
例 3 (《 数 学 通报 》991 号 问题 ) 在 人 ABC 中 ,S 是 半 周 长 , 公 是 面积 ,求证 : 
(S-aY+(S-bY'+(S-c >A 


证 明 :由 命题 3 可 得 
at + bt + ct ab + ab?c + abe? 
“(s ay + (sb)! + (s - e“ 
2 (s -aP(s- b)(s— c) + (s — a)(s - b2(s — c) + (s — a)(s - b)(s — c)? 
= (s = a)(s ~ b)(s = c)(3s -a-b-e) 
= s(s ~ a)ls ~= b)(s — c) 
=A? 
例 4 《华罗庚 数学 学 校 高 二 年 级 训练 题 ) 若 c,b,c,d ER, ,n>9,n ENRE: 
a" + b" + c" + d" a ?bcd + br-9ctd3a2+ cr-9d4a362 + d'ate? 
证 明 :在 不 等 式 (4) 中 , 取 n 宇 9,m = 4,s = 4,pi = n-9, p = 4, p3 = 3, pa = 2 即 知 本 癸 成 立 . 
例 5 (“友谊 88” 国际 数学 邀请 赛 试 题 ) 
设 a,b,c € R* ,求证 : 


a E 
Dtreteratarb> 2(e+b+e) 


证 阴 :注意 到 a= 6 = c, 对 5 全 R = B28, 据 结论 (5) 式 有 


MET 
P S OOE” sO S b+c 
bre™ 2 b+ 220 2a) 
=a-(b+c)⁄4 

同 理 有 

5. cta ê ate 

IPT A T E NE 1 
G E> (atore) Ptetetatate- (a++ c)/2 
故 原 不 等 式 成 立 . 


例 6 (第 36 届 IMO 试 题 ) 设 正 数 a,5,c 满足 abe = 1, 试 证: 
1 1 £ S 
Pere era Bat)> 2 
证 :注意 到 a = b = c = 1 时 等 号 成 立 , 据 结论 (5) 式 有 


saya L 22 22 Da 
EMs 2 Oret 28 Pera) e Aaro) 


1 a (b +c)\, 1 b2X(c+a))y, 1 cla +b) 
> 二 (2- ta), gh- a) L (2 - 72) 
=l 1,11 _ ab t ic tea 

`a that 2 

Pe AP tia a 

= (ab + ic + ca)/2 


>3 (ac): = 3⁄2 
例 7 (1988. 加 拿 大 数学 竞赛 试题 ) BA c > 1, 求 证 :两 个 数 Vc + -Ve 与 5 - Ve 一 1 中 的 一 个 
总 比 另 一 个 大 . 
解 : 依 结论 (* ) 知 :Vc+i+vcec-i<vzc+iD+(c-DD]=v2.2c =2Vc 
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veti -ve <e- vemi. 
[iz] 因 c+1 天 <c - 1, 故 不 可 能 取 等 号 
例 8 (1994. 上 海 高 三 数学 竞赛 试题 ) 函数 
y = / 1994 z + /Z = 1993 的 值 域 是 . 
解 :不 难 知道 y € R* , 且 定 义 域 为 
1993 < z+ < 1994 
依 结论 (6) 式 , 知 
y < /3[(1994 = z) + (z = 1993)] = /2 
又 因为 当 0 过 a 之 1 时 ,Wa 之 a 
—. V 1994 — z + / z = 1993 2 (1994 — z) + (x - 1993) = 1, B 54 z = 1993 时 ,y = 1.… 值 域 为 
[1,72] 
例 9 (山东 省 数学 竞赛 试题 ) 设 z?+ y = az,az < 1, 求 S= /1- =+ V l- 的 最 大 值 . 
解 :由 结论 (6) 式 有 
S= /1- + /1- 2: 
<v- +1- 
= V4-20 
Yms = V4 — 2a2. 
例 10 〈 中 学 数学 教学 1999(1):25 — 26) # a,b € R*,a + b = 1,W| 
V2a+1+ /26+1<2⁄/2 
证 明 :V3a +i + Vri <Va + 1+2b + 1) = /4(a + b + 1) = /8 = 2⁄2 
例 11 (第 18 届 全 俄 中 学 生 数学 竞赛 试题 ) 已 知 : 正 数 r, y RE: 


和 
PUSES U 2 
re Tea 


证 明 : 依 平均 不 等 式 士 + L > L 及 不 等 式 @ 式 , 知 


2 n 
上 4 > 4 Se E. 
Yr Jy” atty VZ+YVYy 2(Vz+Vy) 2-/2Xx+y) Vaty 
DE) 此 处 连用 不 等 式 @ 两 次 


例 12 iab ERREA +2 >Va +b 
la 


F. 
证 明 : 依 著名 不 等 式 
3 z 2 z, 2 --- 2 z, >0,B 0 < y < y; < -: < y,,W 


£ 
Z... + a > n(z + z+ 2) 


n x In Pipatti 
: a,b- lato) 2(a +b) _ 
即 知 ,不 妨 设 a 之 6 > 0, 则 0<V5<Va. 于 是 + 所 J 2 2 IO Vla + 0) 


>Va +b 


【 注 】 利用 不 等 式 (6) 式 ,还 可 获得 例 11、 例 12 的 加 强 式 , 即 两 个 有 趣 的 不 等 式 链 
r: 


过 全 4 >% 
Iyl fYz+fy ° /2r y) Yrty 


< , b — 2(a + b) 
Biu? Jeep? ro) >a +b 
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2. 关于 不 等 式 的 证 明 方 法 介绍 


(D 零点 法 
例 13 (1991. 亚 太 地 区 数学 竞赛 ) 设 a;,6;(i = 1,2,7, n) 都 是 正 实数 , 且 27 a= > 性 ,求证 ， 


4: 
> 


证 明 : 当 a; = 卢 时 ,不 等 式 取 等 号 , 且 -天 2 一 = —% 


a; + b, 
a satb, 
Va; + b, 
2 
即 + 
Do 3D 
*i=1,2,- onam ADG +Á £ r 


RA Jya; = Bs 


1 < 
Ba 4) > Ta 
(2) 基本 法 利用 不 等 式 的 基本 性 质 
例 14 (1997.35 26 届 美 国 数学 奥林匹克 ) 证 明 :对 于 所 有 正 实数 a、b、c, 有 
(a? + b) + abc)! + (b? + c) + ab) + (c) + a? + abc)”! < (abc)! 
证 明 : 原 式 左边 
= [(a - b)(a?- b?) + a?b + ab? + abc] 1 + [(6 -—c)(02- c?) + b?e + cb2+ abc] 1 + [(c — a)( 2 


— a?) + c2a + ca? + abc]! < (a?b + ab? + abe)™! + (bc + t + abc) t+ (ca? + cla + abc)” 


-I[ 4+b+c1+1 -2+6+c111 -Ia&+b+c]- 
= (ae) [AHE] + aei [He] + (aic)-i[ 2 二 和 +] 
mtr [frr rb] 
= (abc)! 
同样 有 
(a? -bp)(o n) 20 
=a” + bt > ab + asb (a b.p.q € R°) 


(3) 同 次 转化 法 

MIs Heyz ER,Ertytz= layt yter <} + parye o 
证 明 : 欲 证 式 , 只 需 证 

(z+ y+ z)(zy+ z+ zz) <+ L (z+ y+ =) + Fax © 


PE T eh A 

S? ty? +z? + 3ryz > ryla + y) + yzly+ z) + zrlz+r)Sryz> la+ z- y)lae+ y- z)ly 
=g) © 
Hr? >a- (y- z) = (z +y-z)(z + z— 5) 

y> y: - (z - z: = (y+ z - z)(z + y — z) 
Z2>=2-(r-y)2 = (z+zr-y)(y+=z- z) 


三 式 相 乘 并 开 方 , 即 得 四 式 ,从 而 @、O 成 立 . 
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(4) 放 缩 法 
例 16 设 a,b,c,d 为 任意 正 数 ,求证 : 
c d 


a b 

1< rora byera etdrbdrete 
证 明 : 首 先 ,分 母 缩小 以 证 明 右 式 

b c d a b c a 


<2 


a 
arbrd*brcta*ctd+b*dtarc\ 


然后 ,分 母 放 大 以 证 明 左 式 


EE T Be 


a b c a b c 
arbrtdtbrcra*c+d+b'd+atc atb+ctd'atb+ctd'atb+c+d 
MESS saras Ë 
a+b+c+d ` 
所 以 , 原 不 等 式 成 立 . 


(5) 排序 法 ”对 称 不 等 式 可 用 有 序 化 排列 证 明 
例 17 (1963. 莫 斯 科 数 学 竞赛 ) 设 a、b、c € R* ,求证 : 


a b ra 
b+c cta a+b 


证 明 :不 妨 设 > b > c > 0, 则 


> 


于 是 ,由 排序 不 等 式 ,有 


b b b 
OED ITAKETRKKITISITMAKITXMITSGAQUISTSISTSESTISS 
=b. 
== kt": y g UFM) 
以 上 二 式 相 加 ,得 
b 
2 55)>3 

b 3 
所 以 je tš tata H> 2 
(6) 各 种 代 换 法 
O 局 部 代 换 :将 所 证 不 等 式 中 的 某 些 局 部 代 换 为 新 变 元 . 
例 18 即 : 例 17. 


证 明 : 设 z=b+c,y=c+ta,z=a+b 有 


TC r+y+2)b = TGe-y+ a), = T(z+ yz 2) 


tt 
= 二 (二 二 > z=xtz rtyg=z) 
-+(2+4) (F 2) (F r). 2>2isi- =+ 


z 
@ 整体 代 换 :将 欲 证 不 等 式 中 的 整个 变量 式 代 换 为 一 个 新 变 元 . 
例 19 1979. 山 东 省 数学 况 赛 是 ) 在 A ABC 中 ,求证 :cosA + cosB + cosC < + 
证 明 : 令 + = sn Asin Bein C 


得 关于 sin 全 的 一 元 二 次 方程 


< 全 -35can 入 +2z=0 


由 判别 式 人 = co BS C - g > 0, 得 


<ho Bec 
“co8A + cosB + cosC 

=1+4sin 全 sin 呈 san < + 

图 三 角 代 换 : 利 用 题 设 中 变量 的 取 值 范围 ,选择 恰当 的 三 角 函 数 进行 代 换 . 
例 20 (1979. 北 京 数学 竞赛 ) BA zz + y = 1, 求 证 : | zz + 2zy - 只 1 入 JI 
证 明 : 设 zx = rcos0,y = rinb, EPOS r <1, | x? + 2y- y?l 

= | r2co#0 + 2r2sin0cos0 — rzsin2b | 

= r? | cos20 + sin20 í 


=r |sa(20+ $) |< 
例 21 (1990. 日 本 IMO 代 表 队 选 氢 赛 ) 已 知 z,y,z ER Hztytz= IRE L 4, 3 > 


36 
证 明 : 令 x = sinzacos28,y = coszacos2B,z= = sinf, IEF a, p 为 锐角 ,有 
Lyt 
ztytx 
= (1 + coPa)(1 + tantp) + 4(1 + taba) - (1 + ta 8) + 9(1 + co 8) = 14 + (4tanza + coa) + 
(4tan?a + oota + 5)tan?8 + 9co? 8 
2 14 + 4 + 9tan 8 + 9co 8 
>18 + 18 = 36 
图 增 量 代 换 :由 三 oa, 令 a = b+ a, 其 中 a 三 0 称 为 增 量 . 
例 22 (第 36 届 IMO 试 题 ) 设 a、b、c 为 正 实数 , 且 满 足 abc = 1, 试 证 : 
1 1 | 
Taro PRTA + > 了 
证 明 : 设 2a-! = l+ cl+a,2b” tal+B,2c t=at+b li+r, 有 a +B+y=0,+ 


是 
| 
a3(6+c) bc+a) ci(a+6b) 

4abc 4abc 4abc 


B Ob + O) (c + a) lato) 


= (0+te to), (tat p? , (atb + yy: 
bite! + F] ato 
=2(a +b +c) +2la t p+ y) + (b + e)la? + (ct +a) p+ (a + bt) 


>L. 1. 1)>2.3 =6 
… 原 不 等 式 成 立 . 
OMARK: 


PÈan = amik u = 2 + nG = 1,2) ADe = 0. 


例 23 ENla+btctd+e= 8 i ++ d+ e = 16 RE:0< e< É 
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证 明 : 设 < = 2- t b= 2-4 tm = 2-4 td = 2-4 


从 而 ,有 


4 
16= 27[@ - f) + + ë 
i 


Eq 4 4 
Ds +> + 


| <= 
=42- y 1 2@ 
>4-$P+ë 
wH< É 


3. 不 等 式 中 的 参数 问题 
(1) 含 参数 不 等 式 成 立 的 条 件 
例 24 设 对 一 切 x ERA 


+40 则 Ds =0 


ma LAED + 2xlom -28 + om (tH >0 
试 求 参数 a 应 满足 的 首要 条 件 . 
M:e i = ba 25, M DRA 
f(z) = (3 - t) +2tx -2t > 0 

二 次 函数 /(z) 的 值 恒 为 正 的 充 要 条 件 是 

3-t>0, = <3 

4? - 4(3- t)(- 2t) < 0 t>6,t<0 
ut < 0,0 log 22, <0,0< 28 <1 
解 得 0< a < 1. 
例 25 Hanar a, 是 给 定 的 不 会 为 0 的 实数 , 且 

ri(zi - a)) + ra(x2 = a2) + = + r,(z, — an) 

< aitat + zi - Valtalt- + al 
对 一 切 zisa an E 及 成 立 , 试 求 riyra，m…yrn- 
解 : 取 zi = 0(i = 1,2,…,m),O 成 为 

riai 十 … 十 ra, > al+tal+ +a 
JN z, = 2ai,Q 成 为 
ria) +" + ra, S< Val + aš + + aš 

Gia nasa apaku 
再 取 z, = 7;,Q@ 成 为 
ri(ri-aj + ra(r2- az) t+tr(r an) < V ri trite trh- v aft agtet ak 
MOr tri < V Attri 
Ateta 
由 柯 西 不 等 式 
alt" +al< (rat + ra, < (ri+-- + rl)(al+ t a) 
i ee =i 
+ 二 = 


@ 


这 说 明 @ 中 的 不 等 式 成 立 等 号 ,于 是 由 柯 西 不 等 式 式 成 立 等 号 的 条 件 , 知 r = Xai(i = 1,2,…， 
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n) RA ORE 
1 r a; 


V att" + ak 

最 后 还 应 把 n 代入 O 左 ,证 明 QO 成 立 ,这 已 不 难 了 . 

例 26 ”没有 数列 lan :ai = lani = J aè + Lln = 1,2,…), 证 明 存在 pC RR, 使 对 一切 ,有 
+< < ° 

机】 AEREA pi DAH n ENIH n = 1O RY 

+< = 1< 2( 这 时 户 取 任何 实数 都 可 以 ). 


à= 


a usu oas a aa 
an+ 
— < y <2 ° 
RAD ul. < 2 < an 
一 地 +1)? < al a S4(n +1)? 
2 

由 四 有 5 < <4 

Rean +L 


n?’ 
£$ ar + maan 1 3 


于 是 ,为 保 从 四 一 @@， 的 一 个 充分 条 件 是 : 对 一切 nEN, 有 
4n? + Z Kalna +D, 


(t1? T i Y 

Sg t> 
2n? + 1 < 2(n + 1)?” © 
(m + 12 < p + 2 @ 


由 此 可 见 , 取 p = + ,不 难 证 明 OORT 
证 : 取 p = 言 , 则 当 n =1 时 四 真 ,p= 十 时 ,@ 成 为 24+1<2(n+ Dini + < 
8(n+1)n<—>8n + 12n? +6n+1<8m+16n +8n 


4 之 1.@ 真 ,四 成 为 (n+ 1 对 和 ma+2<> (n+1)2n< (n+2)3.…@ 真 
HRON, h OO R O 真 ,证 毕 . 
(2) 参数 的 最 值 


例 27。 求 最 小 正 数 》, 使 对 任何 mnE NA a,b; € [1,2]G = 1.2，…m), 且 ai2 = S152, 都 有 
gr a 
Ada ° 
解 :考虑 n = 2 的 情形 , 令 ay = 1,b, = 2.aa = 2,b2 = 1,9 a} + b} = a} +b} = 5 
ORI} +a <s, a> 1 


TED < ae 


先 证 一 个 预备 不 等 式 


设 cd € 12> T <S <> Ta <a <24=Chra -adi - a) <0 


E c} tdci ` d, 
s a+ <$ ` Jed: ° 
2 = 


3 
设 ai,b; € [1,2], m+ < < 


3 
B D> 卫生 + anD E DaD DE Da 
ha h a. 3 
和 < 
例 28 试 确定 最 小 自然 数 人 ,使 对 任何 a € [0， nEn n € Nf 
dl1-a)" < —— 
解 : 先 设法 消去 QO 中 的 a, 由 平均 不 等 式 


FE 
alta- < |Ë +") 


TT ° 


n+k 
= Cp A - a) < Ea We 
sa = Ka) ga = 二 和 € [0.1]) 时 取 等 号 ,于 是 ,问题 转化 为 : 求 最 小 自然 数 人 ,使 对 一 切 
mm, 有 
ne 1 
Ta + ky S a + 15 @ 


易 验 证 (k,n) = (1,1),(2,1),(3,3) 时 ,@ 不 真 ,所 以 只 解 人 之 4 
(n) = (1D， oe 


Gn) = @,D,Q@ R = $ < T Zx. 

G.) = G QRP = i < AFN. 

下 证 上 = 4 时 ,@ 真 . 

k = 4 时 ,加 成 为 44n"(n+1)3 < (n + 4)"*4 @ 


n = 1,2,3 时 ,可 直接 验证 ,下 设 n 之 4, 有 


Varma tI = "Yin nn n) (a + il t 8n t nn O t 3(n t 1) - 


n 3 + 7n + 19 < zŠ +8n + 16 
n+4 n+4 


… 最 小 自然 数 上 = 4. 


=n+4 


96.3 巩固 练习 


(一 ) 选择 题 


1 设 avb\evd\m wn 都 是 正 实数 , 且 P = /ab + /Qà,Q = Vma + w a Ë + A 
A.P>Q B.P< Q 
cp<Q D.P Q 同 的 大 小 关系 不 确定 ,而 与 m,n 大 小 有 关 . 


Ee a? b 

LBP = arira pr ira arrat p Erp RP abed BIPER 
数 , 则 (  ). 

A0<P<1 B1<P<2 C2<P<3 D.P>3 

3. M a,b 是 两 个 不 相等 的 正 数 时 ,下 列 三 个 代数 式 ; 

2 

Tiat DOZ: [Va + ,两 :(4 二 4+ 2) 中 最 大 的 -个 ( ). 

A 必定 是 甲 B. 必 定 是 乙 

C .必定 是 丙 D. 不 确定 ,而 与 a,6 的 取 值 有 关 ， 

4. Sa >0>c>0,0 = V(a+cj+ 及 ,0 = a? + (b+ c), = V (a + b)2 + c , WJ 
4il2,4143,4243, 妨 中 最 小 的 一 个 是 (。。) 

A. lil B. hlz C. l2l3 D. 

_ 12 

5. Blai > oa>… > ap Ë m = — 1 Z+ = += + PE z= a s: , 则 有 
( ) 

Am<n Bm>n C.m2 n D.m<" 
(二 ) 填空 题 


1. 如果 a + b+c = 1, 那 么 /3a+i+V35+i+V3c+i 的 最 大 什 是 
2. 设 a = lge + liglz(yz)™' + 1],5 = lgz"! + lg(zyz + 1),c = lgy+ lg[(zyz) Y1), 设 a,b,c 中 
的 最 大 数 为 M, 则 M 的 最 小 值 为 U 
3. 设 a 为 实数 ,n 为 任意 给 定 的 自然 数 ， 且 n 之 2, 车 不 等 式 1 +27+37+ + (n - 1): + ma > 
0, 对 ( 00,1] 上 的 一 切 z 都 成 立 , 则 a 的 取 值 范围 为 | 
4. itn 为 自然 数 ,a,6 为 正 实数 且 满 图 o + b = 2, PEN ++ 
a" t 


5. RER | r? - /rz-31<12- V73 1+] z? -2 | 的 解 集 为 
(=) 解答 题 

1. 已 知 :aivaz,…,a En PEM, HME a, azt .an = 1 

求证 :(2 + a1)(2 + az)…(2 + as) 22 3" 


的 最 小 值 为 


2. Balim € RG = 12,— min >D RED ) z = 1,12 = 0. 
% 各 


Sixt- L 
REID FILI- 


SL 
3. 求 证 :16 < x <17 


4. 设 f(z) = z) + pa? + qe + 六. 证明: 对 任意 实数 prg r ER 1 f(z) | EL- 1,1] 上 最 大 值 不 
可 能 小 于 二. 


5. it a,b,c 都 为 正 实数 ,证 明 : 


2 2 2 

a b c atbtc 
=c sakte 

atbtbtcteta> 2 


Page EE 


直线 与 加 


$7.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 坐标 平面 上 的 有 理 点 与 整 点 
在 直角 坐标 平面 上 , 横 坐 标 和 纵 坐 标 均 为 有 理 数 的 点 称 为 有 理 点 , 均 为 整数 的 点 称 为 整 点 . 关于 有 


理 点 的 问题 常 可 以 转化 为 整 点 问题 加 以 解决 .处 理 整 点 问题 要 用 到 一 些 简单 的 初等 数论 知识 . 


2. 定 比分 点 


定理 1 
: B: 7, 则 三 点 的 坐标 为 


设 公 ABC 所 在 平面 上 与 一 点 PR 分 公 ABC 的 有 向 面积 之 比 为 SepPac : Sam : Sapan = a 


— zç aya t Aa t Dx) 
a+pB+y ”aa+pB+y 
推论 1. A ABC 的 重心 坐标 
c(2 + zp + zc xr ap ye) 
3 3 
推论 2. 公 ABC 的 内 心 坐标 为 
1 (27At Pta t es aya + bye t Sc] 其 中 a,5,c 为 人 ABC 的 顶点 A,B,C 对 应 的 边 长 


a+b+c ' atb+c 


定理 2 平行 四 边 形 ABCD 的 顶点 坐标 满足 


ode 
Ja $ xc = Wæ + yp 


3. 三 角形 的 有 向 面积 
定理 3 ABC 的 有 向 面积 可 表 为 


|1 za ya 
aac- thi zs ys 

|i z x 

推论 , 当 且 仅 当 

1 za yA 

1 za ys|=0B},A,B,C 三 点 共 线 

1 zc yc 

4. 直线 的 斜率 与 截 距 


直线 方程 是 解析 几何 最 基本 的 方程 ,由 直线 的 方程 可 以 确定 直线 的 斜率 , 截 距 ,倾角 以 及 两 直线 的 
位 置 关 系 ,这 些 直线 方程 的 基本 问题 ,在 数学 竞赛 中 常 有 体现 . 


5. 点 到 直线 的 距离 
点 Po(zo,yo) 到 直线 1: Az + By + C = 0(A,B RARP) 的 距离 为 
I Azo + Byo+C1 


d= 
VA? +B 
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6. 圆 的 方程 
(1) 标准 方程 :(z — a)? + (> - b) = ERRUA, b) 为 图 心 , 半 径 为 r(r > 0) WA. 


(2) 一 般 方程 : 妆 + y? + Dr + Ey + F = 0, 它 表 示 以 点 (- D, -P Amo, 半径 为 
Ñ+ /Dt+ EAF HEGER D? + E? - 4F > 0) 


7. 直线 与 圆 的 位 置 关 系 
定理 设 直 线 L:Azr + By + C = 0(A,B 不 同时 为 零 ) , 圆 O:(z — a)? + (y - b) =R. 
LAa+ Bb +C 
则 (1): 与 @O 有 两 个 不 同 交点 的 充 要 条 件 是 ZATE <R 


lAa + Bb + C! _ 
(2) 直线 ! 与 OO 相 切 的 充 要 条 件 为 ne S, R 


87.2 RAAH 


例 1 (1990. 全 国 高 中 联赛 试题 ) 对 于 任意 自然 数 ,连接 原点 O 与 点 A,(n,n+3), 用 f(n) 表示 
线段 OA, 上 除 端点 外 的 整 点 个 数 , 求 fO) + /(2) + … + f(1990) 的 值 

{分 析 】 “解析 几何 的 整 点 问题 常 与 一 些 数论 知识 挂钩, 这 是 竞赛 题 的 基本 特征 ,有 理 点 问题 也 可 
转化 为 数论 问题 加 以 探讨 . 

解 : 易 见 ,n Sin + 3 的 最 大 公约 数 
3, 当 n = 0(mod3) 时 ; 
1,2 n =Æ 0(mod3) 时 . 
当 (n,n + 3) = 1 时,O4, 内 无 整 点 ,否则 , 设 (m,/) 为 OA, 内 部 的 整 点 ,1 < ! < n + 3, 则 由 


(n,n+3)= 


即 m(n +3) = ln, 推 知 n1m, 这 与 m < n FA. 


‘om 
Minin + 3) = 3 时 , 设 n = 3k MOA, 有 两 个 整 点 (k,k + 1)、(2k,2k + DFAS (a) = 2， 
(1990) = 1326 
例 2 (1986. 全 国 高 中 联赛 ,二 试 三 题 ) 请 设计 一 种 方法 将 所 有 的 整 点 染色 ,每 一 个 整 点 染 成 白色 ， 
红色 或 黑色 中 的 一 种 颜色 ,使 得 
(1) 每 一 种 颜色 的 点 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 上 ; 
(D) 对 任意 白 点 A, 红 点 B 和 黑 点 C, 总 可 以 找到 一 个 红 点 D, ABCD 为 一 平行 四 边 形 
证 明 : 你 设计 的 方法 符合 上 述 要 求 . 
证 明 :我 们 将 平面 上 的 点 分 为 三 类 : 
P = l(z,y) 1(z,y) = ( 奇 , 奇 )| 
Q = 1{(z,y) i (x,y) = (8, 8)! 
R = {(z,y) 1(z,y) = (奇偶 ) 或 ( 偶 , 奇 )| 
H PPARA, Q 中 点 染 黑 ,R PARI. 
显然 这 种 染 法 满足 条 件 (1), 且 没 有 三 色 点 共 线 ,否则 设 白 点 A(z1,y1), 红 点 B(z2,y2), 黑 点 
C(x3,y3) 共 线 . 
MJ (y>z- xi)(zs — zi) = (ys — yi)(z>- zi) 
由 于 zs - zl 与 ys - yi 都 是 奇数 ,> - yi 与 zz - zl 是 一 奇 一 偶 , 上 式 两 边 一 奇 一 偶 不 能 成 立 . 
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设 D(z4,y4), 由 平行 四 边 形 的 性 质 ,得 
t= n+- m 
Ë = yr t ys— yz 
显然 ,ri,zl 为 整数 , 因 zi + zs yi + y 都 是 奇数 ,而 zz,y2 为 一 奇 一 偶 , 故 ra, y 为 一 奇 一 偶 ， 
BD 为 红 点 ,从 而 条 件 (2) 也 满足 . 
例 3 〈1988. 全 国联 赛 题 )P、.Q 在 人 ABC HAB 33 E, R f#EAC 3 E.,3F B. P .Q .R 3$ A ABC 的 周 
长 分 为 三 等 分 ,求证 : 
Sa 2 
Sa > $ 
证 明 :如 图 I - 7 - 1, 以 A 为 原点 ,直线 AB 为 X 轴 , 建 立 直角 坐标 系 , 设 AB = c,BC = a,CA = 
65,Q(q,0),P(p,0) 则 


由 于 2Sapqgr = xla - p) 
2Sangc = zayc, 所 以 


Sarg - ye(9 - p) _ (q — -2 
Saa yoxe be 


注意 到 = 9 -于 (ae+b+c)<c- 于 (e+bo+c) 


所 以 q -2p> 凶 (a +b+c)-e> 邹 (a+b+c)- 二 (a+b+ 


oO) =ato+e) 


Sarg _ 2 .leatbte? 、 2 .Lb+e) 、 2 
Saa 9 4b 9 4bc 9 
例 4 (1988. 全国 高 中 联赛 二 试 三 题 ) 在 坐标 平面 上 ,是 否 存在 一 个 含有 无 穷 多 条 直线 0 ,12,… 的 
URR, MER: 
(DD 点 (1,D) € hon = 12, 
(2)knrl = an - 如 ,这 里 t+l 为 直线 1,,1 的 斜率 ,av,bo 分 别 是 1, Er 轴 和 y 轴 上 的 截 距 ,n = 1, 
2 
(3)k4&,a 20(n = 1,2,---) 
试 证 明 你 的 结论 . 
解 :满足 所 述 条 件 的 直线 簇 不 存在 , 若 不 然 , 由 (1) 可 设 1, 的 方程 为 
y-l=k(z-1),n = 1,2, 
则 os =i- Ebl- k 


an- bn = kn -E = 和 1 都 存在 
Ë k, 0,n = 1,2,…, 于 是 对 于 nm 二 1 有 


以 上 各 式 相 加 ,得 和 ,1 = 一 D L 
H k, Z 0 R kk, 220 P| 81, I k, 的 符号 相同 ,不 妨 设 ,> 0,n = 1.2, (k. <0,n= 1,2,…， 
情形 类 证 ) 


H kari = ka = E ka < 和 ,大 


oE 


NETE OE OSEA 
-> 下, 故 二 > an = 23, t 


kash DT <h E . 

但 当 n > ki Bf, kusi < 0, 与 所 设 如 > 0(n = 1,2,…) 矛盾 . 

综 上 所 述 ,满足 题 设 条 件 的 直线 能 不 存在 . 

例 5 (1997. 全国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 双 曲 线 zy = 1 的 两 支 为 cl \cz( 如 图 ). 正 三 角形 PQR 的 三 个 
顶点 位 于 此 曲线 上 . 设 P(- 1, - 1) Æ c; E,Q.R Ec 上 , 求 项 点 QR 的 坐标 . 

【分 析 】 在 正三 角形 PQR 中 ,有 | PQ 1= 1 PR 1=1QR 1 上 , 则 
以 P(- 1, - 1) 为 圆心 , | PR | 为 半径 的 圆 与 双 曲 线 交 于 R、Q 两 点 ， 
根据 两 曲线 方程 可 求 出 交点 P、Q 的 坐标 . 

解 : 设 以 P 为 圆心 , | PR 1= r(r > 0) 为 半径 的 圆 的 方程 为 

(z+1)2+(y+1)2 =r? 

KODERNE 天 
zy= 1 

可 得 zz+(1-V 一 +l)z+l= 0, 那 么 P.Q 两 点 的 坐标 (zi、 
y) (zx2、y2) 满足 


| mi-7-2 


rmn = 1 
122 


则 有 (zl - r2)? = (zi + za)2 — Aziz 
= (Vrit1-1)-4 
同 理 可 得 (> — y2)? = (yi + y2)? 一 4y1y2 
=(V7+1-1}-4 
且 因 APQR 是 正三 角形 , 则 1 PQ 1? =] QR 2 = r, r? = 2À[(V + 1-2 4], 2 = 24, 
把 它 代 人 上 面 的 方程 zx + (1L- Vrz+i)z+l=0 
War -4r+1=0 


2-4r+1=0 
由 方程 组 |” 一 
zy=1 


f =2+/⁄3 j =2-⁄3 
»n=2-43 l»=2+43 
所 以 R .Q 的 坐标 是 


(2+Y3,2-V3) 与 (2-V3,2+V3) 
【评注 】 本 题 构造 一 个 圆 , 把 正三 角形 的 三 边 转 化 为 圆 的 半径 和 弦 长 之 间 的 相等 关系 ,利用 圆 的 
方程 和 双 曲 线 方程 求 出 交点 的 坐标 . 思路 简单 ,解法 灵巧 ,解答 自然 流畅 ,直观 通俗 易 懂 . 
例 6 (1993. 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 题 ) 实数 x、y 满 足 4z? - Sry + 4y? = 5, 设 S = xz: + 2 Ml 
起 -+ 起 的 值 是 ` 
【分 析 】 把 zz + y = S 变形 为 zz + y = (VS)?, 利 用 图 的 参数 方程 易 解 . 
W: r = /Scos0,y = /Ssin0(8 € R) ,根据 题 意 可 得 :4S - Ssingeosg = 5 
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二 
WA S = 了 057, 且 -1<sn20<1 
因此 10443 < S < 10⁄3 


[评注 】 KERA SEO ERAI ikha ER AAE. 

例 7 《1993. 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 题 ) 若 直线 = = 也 被 曲线 C: 

(z — arcsina)(z — arccosa) + (y — arcsina)(y + arceosa) = 0 FERII KA d, 5 a 变化 时 d 的 
最 小 值 是 ) 

A.x/4 B.x/3 C.x⁄2 D.r 

【分 析 】 由 高 中 必修 课本 《解析 几何 》 中 练习 题 现成 的 结论 :“ 一 个 加 的 直径 端点 是 A(zivyi)， 
B(x2,y2) , 则 加 的 方程 是 

(z-z)(rz-z)+(y-y)(y-y)=0" 
可 知 曲线 C 是 加 ,圆心 在 直线 > = 4 上 ,所 以 弦 长 d 就 是 圆 的 直径 . 
解 :可 假设 A(arcsina ,arcsina) , B(arccosa , — arccosa), 则 曲线 C 是 以 AB 为 直径 的 加 ,其 贺 心 的 从 


ppap (Eine $ eonse ,Srsine 了 areeese ) ,有 arcsina + arcoosa = 各, 则 直线 z = x 所 经 过 关心 ,所 以 弦 
长 d 就 等 于 贺 的 直径 | AB |, 即 有 
d = V (arcsina — arccosa)? + (arcsina + arccosa ) 


= (arcsina — arccosa)? + Gr 
故 当 且 仅 当 a = /2⁄2,4 取得 最 小 值 子 , 选 C 


【评注 】 有 人 把 “(zx - zi)(z - za) + (> 一 yi)(y - y2) = 0" 称 为 图 的 “直径 式 方程 ”本题 利 用 加 
的 “直径 式 方程 ,直接 得 出 弦 长 d 的 目标 函数 ,思维 层次 深刻 ,运算 快捷 ,是 此 类 选择 填空 题 的 首选 解 
法 . 

例 8 (1995. 全国 高 中 数学 联赛 ) 如 图 I - 7- 3, 设 人 ABC 的 外 接 圆 O 的 半径 为 R, 内 心 为 1, 人 人 B 
= 60, ZA < 人 LC, 人 A 的 外 角 平 分 线 交 圆 O FEER: 

(DIO = AE; 

(2)2R < IJO+IA+IC<(I+V3)R. 

【分 析 】 如 图 I - 7- 3, 延 长 AI 交 @O 于 F, 则 EF 是 直径 ,于 


LAEF = ZB+ 42A 
= 60+ 二 LA 
因此 ,可 用 R 和 ZA 表示 各 边 长 . 
证 明 :(1) 显然 ,O(RsinA ,Reosh), 而 ZAEF = 60' + + ZA 
“AE = 2Reos(60' + 2) 


C 


= 4Rsin Asin Bsn € 
又 r = 4Rsin 2 sin 2 sin 7 


‘IA = 2Rsin £ 


Mi- 


IC = 2Rsin $ 


“1(2V3Rsin Asin Š ,2Rsin &sin $) 


学 
[sina -2v3sn 多 sn(60 一 会 )] “+ [osa -2sin 委 sin(eo- 委 )] ° 
(4) (a pom = Bana) 


RY [B -sina teo] + [H + esta + 6] ° 
= R /2 + 2ess(A + 120°) 
2Reos(60'+ 2 )= AE 
OLA < ZC, 0 < 2 < 0° 
“O + IA + IC 
= 2R[co(60" + £ ) + sn 


= 2V2Rsin(105"+ & ) 
=2Y2Rsin(75"- 会) 


因此 ,有 2 /2Rsin45° < IO + IA + IC < 2 /2Rsin75° 

即 2R < IO + IA + IC < (1 +f3)R 

例 9 〈1996. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 如 图 I -7 - 4,00, 和 QO, 与 人 ABC 的 三 边 所 在 的 三 条 直线 
都 相 切 ,E, 下 ,G,H 为 切 点 , 且 EG, FH 的 延长 线 交 于 已 点 ,求证 :直线 PA Z BC 垂直 . 

【分 析 】 如 图 ,只 需 证 明 OA , EG , FH 共 点 即 证 明 EG 和 FH 
交点 尸 的 横 坐 标 为 O ,而 EG 和 FH 的 方程 依赖 于 全 ABC , 故 可 引 
jt ¿B 和 人 C 为 参数 . 

证 明 : 设 ZB = 2a,ZC = 28,zs =- b, xc = C, 因 A 在 y 轴 
上 , 故 有 

btan2a = co28 

而 BO; 的 方程 为 y = tana(z + b) 

CO, 的 方程 为 = ople — c) 

于 是 ,它们 交点 坐标 


O, (btena + cootp b+c . ana) 
?2° oth — tana "cot8 一 tana ` tanp 
p (btana + cote 0) 


cotf — tana 图 I-7-4 
1 

X. ka =- = - ot 

F =- kro, a 
因此 ,HF 的 方程 为 
3 =- cota( a ~ buna te- coth) 
同 理 , EG 的 方程 为 
s= gla- ap a) 


解 HF 和 EG 的 方程 得 
= btanatar 8 + cotf — btana ~ ota + tang 


To = G + tanatanĝ) (tana + tanp) 
2 

分 子 = 2btanatanp + mien + 2cotatanB + L — nta 

= — 2btanatanBcot2B + 2cota * tang . cot2a 

= 0( 条 件 (* ))， 
“z, = 0, 即 pp 在 y 轴 上 
因此 PA | BC 

87.3 RAJ 
(一 ) 选择 题 

1. 方程 zeos9 + ysing - 2cosg = 0(9 € R) 表示 的 所 有 直线 ( ) 
AF B. 重 合 C. 过 同一 点 D. 有 相同 截 距 
2. 已 知 A(0,0)、B(36,15)\C 点 横 坐 标 , 纵 坐 标 均 为 整数 , 则 A ABC 的 面积 最 小 值 是 ( ) 
A+ B.1 c4 D.# 
3. 三 条 直线 4z + y = 4,mz + y = 0,2z - 3my = 4 不 能 构成 三 角形 的 条 件 是 ( ) 
A. -1 或 好 B.-+ c.- 1 ma D. 以 上 结论 都 不 对 
4. 方 程 z 1+1y1= 2 在 直角 坐标 系 中 表示 的 图 形 是 ( ) 
A. 一 个 正方 形 B. 两 条 直线 C. 四 条 直线 D. 一 个 矩形 


5. 设 P(z,y) HE x? + (y - 12 = 1 上 任 一 点 , 欲 使 不 等 式 z + y + c 之 0 恒 成 立 , 则 C 的 取 值 范 
围 是 ( ) 

A.c>0 B.c>Vi-1 Cec>J+l D.c2 1-2 
(二 ) 填空 是 

1.m € R, 则 两 条 直线 mz — y + 1 = 0,z- my - 1 = 0 的 交点 轨迹 方程 为 ` 

2. žk = 时 ,方程 z? + zy - 6y - 20z - 20y + k = 0 表示 两 条 直线 , 且 它 们 间 夹 角 为 


3.8r+2y<5,2r+y<4,r20,y20,34(z,y) = 时 ,3z + 4 的 最 大 值 是 . 
4. 已 知 y = ar+ T. r RERO <ly WE 0< < 1, a 的 取 值 范围 是 5 
5. 自 点 A(- 3,3) 发 出 的 光线 ! 射 到 z 轴 上 被 zx 轴 反 射 ,其 反射 光线 所 在 直线 与 加 z? + y? -4r — 
4y +7 = 0 相 切 , 则 光线 ! 所 在 直线 方程 为 
(三 ) 解答 题 
1. 在 坐标 平面 上 是 否 存在 一 个 有 无 穷 多 条 直线 l,l lni 的 直线 族 ,它们 满足 条 件 : 
WAU, E hon = 12 3 
(Q)ka = an b PEP ka $È Lasi BIBER, anb, 是 ,在 zx 轴 和 y 轴 上 的 截 距 ,n = 1,2,3,…; 
(3)k, kari > 0,n = 1,2,3,--- 


2.S 是 直线 11:7z + 5y +8 = 055 lz:3x +4y— 13 = 0 的 交点 ,过 点 P(3,7),Q(11,13) 的 直线 上 


AMA A,B Jih PEA QZB EPQ ZAJE | 如 i= PO = $ ,不 求 S Mem RER 
SA 和 SB 的 方程 . 


3. 点 A(3,0) EIN zz + 3? = 9 上 定点 ,在 图 上 另 取 两 点 B.C, 使 CBAC = 号 ,求全 ABC 的 重心 
的 轨迹 方程 . 


4. 设 一 椭圆 中 心 是 坐标 原点 ,长 轴 在 x 轴 上 ,离心 率 为 e, 若 圆 c:x? + (y 一 4y = 1 上 的 点 与 这 个 
椭圆 上 点 的 最 大 距离 为 1 + V7, 试 求 这 个 椭 图 方程 . 


5. 在 直角 坐标 平面 上 , 求 满足 不 等 式 组 
y<3=z 


y> += 的 整个 点 数 . 


z+y10 


6. 已 知 f(z) = x? -6r+5, 同 满足 f(z)+ f(y) 人 0 和 f(x) -f(y) 之 0 的 点 (+、y), 在 平面 上 
的 什么 范围 ?并 作 图 . 


圆锥 曲线 与 曲线 系 


$8.1 知识 要 点 与 基本 方法 


(一 ) ”圆锥 曲线 
1. 椭圆 
De S 2 E 
(D 8982: 5; + 3 = 1GR22 + 22 = D 
(2) sprm: |7 T as (0 为 参数 ) 
y = bsing 
2. 双 曲线 
2 2 2 
(D 标准 方程: 五 - 35; = 1( 或 点 - = 1) 
= = asc 
D 参数 方程， N = btan0(0 为 参数 ) 
3. 抛物 线 
(1) 标准 方程 :y = 2pr( 或 z2 = 2py) 
工 = 2p02 
GQ) = 2p 的 参数 方程 :| ` G 为 参数 ) 
y= 2pt 
(=) ”曲线 系 
1. 直线 系 


H L 表示 直线 Air + Bo + C, = 0(i = 1,2,1), Ħ àil + X42l2 = 0 表示 
Mi(Aiz+ Biy + C1) + à2(A2x + Bzy + C2) = 0 

(1) # lil 是 两 条 相交 直线 , 则 

Ain + A212 = O; 为 参数 ) 
是 通过 两 直线 交点 的 所 有 直线 . 
车 tz 是 两 条 平行 直线 , 则 上 式 是 一 组 平行 直线 ,或 者 是 虚 直 线 . 
(2) 过 定点 (xo,yo) 的 直线 系 为 

XAi(y — yo) + h(x — zo) = 0 
(3) 与 直线 Ar + By + C = 0 平行 的 直线 系 为 

Ar+By+X =0 (4 关 C 为 参数 ); 
与 直线 Ar + By + C = 0 垂直 的 直线 系 为 
Ba- Ay+à=0 

(4) 在 两 坐标 轴 上 截 距 和 等 于 a 的 直线 系 为 


(5) 与 原点 距离 等 于 > > 0 的 直线 系 为 


cosg + ysing = r 
2. 直线 合成 二 次 曲线 
(1) 已 知 三 角形 三 边 方程 为 
Li:Ax + By + C, = 0(i= 1,2,3) 
经 过 三 角形 三 个 顶点 的 二 次 曲线 系 方程 为 
LiLz+ALzL3+ ulLiL3=0 
(2) 已 知 四 边 形 4 条 边 的 方程 为 L1,L2,L3,L4, 过 四 边 形 4 个 顶点 的 二 次 曲线 系 为 
LsL; + MLzL4 = 0, 
其 中 Li 与 Ls,L; 与 L, 分 别 是 四 边 形 的 对 边 . 
(3) 切 已 知 两 条 直线 Li, Lı 于 两 已 知 点 Mi, M> 的 二 次 曲线 系 方程 为 
LILz+AL3 = 0, 
其 中 L; 是 由 M, M> 所 确定 的 直线 . 
(4) 过 两 直线 L, L, 与 一 条 二 次 曲线 F(x,y) = 0 的 4 个 交点 的 二 次 曲线 系 方程 为 
F(x,y) +L L, = 0 
3. 圆 系 
圆 系 是 求 圆 的 方程 的 一 个 重要 方法 ,同时 也 是 证 明 四 点 共 圆 的 简捷 途径 
(1) AAR 
对 于 不 同心 的 两 个 图 
Ciz? + y? + Diz + Euy + F, = 0, 
Cx:z2 + y? + Dz + Ezy + F> = 0. 
M C, +C, = 0 
表示 共 轴 贺 系 , 当 A 天 - 1 时 ,表示 一 个 圆 ; 当 = - 1 时 ,为 一 条 直线 
(D; - Da)z+(EI- Es)y + (F, - F) = 0 
叫做 两 圆 C1、C; 的 根 轴 . 
(2) 和 已 知 直线 相 切 于 已 知 点 的 贺 系 
设 /(z,y) = 0 表示 直线 或 圆 ,p(xo,yo) 是 f(x,y) = 0 上 的 一 点 ,那么 g(z,y) = (x-z)? + (y 
= yo)? + Af(z,y) = 0(X € R) 是 和 /(z,y) = 0 相 切 于 P 点 的 圆 .( 当 /(zx,y) = 0 是 圆 时 ,g(z,y) = 
0 有 可 能 是 直线 )( 证 明 从 略 ) 
运用 此 贺 系 ,可 以 把 * 求 与 定 直线 或 定 圆 相 切 于 定点 的 圆 " 转化 为 求 适合 条 件 4 的 解 题 过 程 ,使 问 
题 简化 . 


4. 有 心 二 次 曲线 系 
对 AB 天 0, 且 A,B 不 同时 为 负 , 有 心 二 次 曲线 的 标准 方程 可 以 统一 写成 
Ria 


下 面 是 一 些 重要 的 特例 : 
(1) 共 焦 点 的 有 心 二 次 曲线 系 为 
ep 2 
mi- 2) nA 
其 中 m,n 及 半 焦 距 C = V | m° - n? | 均 为 常数 ,) 为 参数 
(2) 共 顶 点 二 次 曲线 系 


1 


其 中 (+ a,0) 为 定 顶点 ,4 为 参数 . 
(3) 共 离心 率 椭圆 系 


RP a,b 为 常数 ,) > 0 为 参数 . 
其 中 a,b 为 常数 ,2 Z 0 为 参数 
5. 过 两 曲线 


交点 的 二 次 曲线 系 为 
A z es = 
AL tp PACA ip. Da 


$8.2 赛 题 精 讲 


例 1 〈1990. 西 安 市 高 三 数学 竞赛 试题 ) 已 知 A(4.0).B(2,2) 是 椭圆 M.E + £ = 1 所 在 平面 上 
的 两 点 ,点 P (eW F R | PA 1+1 PB | 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

解法 一 :如 图 I -8- 1, 连 接 FB ,并 延长 交 酉 圆 M 于 点 Pi, 反 
向 延长 FB 交 椭圆 于 点 Pz,P 是 M 上 任意 一 点 ( 非 点 Pi,P;) ,Pl， 7 
Py 是 使 PA 1+1 PB | 最 小 ,最 大 的 点 4 

IP,A I+ PB I+! BF |= 10 ° 

Ë | PF |+! PB |>| PF | PSE G x 

<. LPA I+I PB I+I BF 121 PA I+I PF |= 10 © 

由 @.@, 有 P 

IPA I+I PB |>! P;A 1+! P,B | 

1P2AI+1P2B1 

=] PF |+| PA |+} BF | 

=| PF |+| PA I+! BF | 

>I PA I+I PB | 

[I PA 1+1 PB tJia = 10 - 2 /10 

[I PA I+! PB (J = 10 +2 V10 

例 2 〈1993. 上 海 高 三 数学 竞赛 题 ) 设 抛物 线 Y = 16z 的 焦点 为 
下 ,以 下 与 A(4,4) 为 焦点 作 椭 图 ,使 其 与 已 知 抛物 线 有 公共 点 , 当 长 
轴 最 短 时 , 求 椭圆 的 方程 (如 图 1 — 8 - 2). 

解法 一 : 设 以 点 A(4,4) 及 抛物 线 焦 点 F(4,0) 为 焦点 的 椭圆 方程 为 


一 4)2 Á 2: 
(a 为 长 半 轴 ) 
设 PP 为 抛物 线 与 椭圆 的 公共 点 ,由 椭圆 的 定义 
1PA I+I PF |= 2a © 


即 长 办 2a 等 于 抛物 线 上 一 点 P 到 两 定点 A .距离 之 和 , 若 24 最 
小 , 当 且 仅 当 榴 圆 与 扫 物 线 相 切 ,此 时 ,由 圆锥 曲 线 的 光学 性 质 可 知 ， mrg 


光线 FP 的 反射 线 PA 平行 x 轴 . 
“…P(1,4), 由 加 知 ,amn = 4 


解法 二 :抛物 线 的 准 线 ! : x = 一 4, 如 图 -8 一 2, 作 PP | 1 于 点 P',AA” 上 1 于 点 A” 
由 @ 及 抛物 线 定义 

2a =| PA I+1 PP” | 之 | AA |= 8, ARĂ P.A, P A 共 线 时 ,不 等 式 取 等 号 ,amin = 4. 
-所 求 本 加 方程 为 (二 4 + (2 = 1 


@3 (1995. 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 给 定 曲线 族 

2(2sin0 — cos + 3)x? - (8sin + eosb + 1)y = 0 (0 为 参数 ) , 求 该 曲线 族 在 直线 y = 2x 上 所 截 
得 弦 长 的 最 大 值 . 

【分 析 】 我 们 可 以 很 容易 地 求 出 直线 与 曲线 的 交点 ,最 后 问题 归结 于 讨论 


_ gsin + oosg + 1 
+ = 2sing — cos0 + 3' 0 € R D 


解法 一 :将 ORYAN 

(2z - 8)sin0 — (z+1l)cosg = 1 — 3x 

V Qz -8) +(x- D2sin(0@—a) = 1-3: 

— z +1 

Neha = ZEE i+ (Z= 19 
2z-8 

V(2z - 8): + (z - 12 

由 三 角 函 数 有 界 性 知 


cosa = 


(2z-82+(z-12211-3z1 
即 -8<r<2 
弦 长 最 大 值 为 8V5 
解法 二 :将 D 式 变形 为 


2 
sing + — 
= 一 一 告 , 则 有 (z+ 二 2+ (y -和 号 2=1 
cos0 i 
y = 好 "所 求 4 的 范围 就 转化 为 求 较 上 任 一点 与 原点 连 线 的 斜率 的 变化 范围 . 设 贺 心 (- 11.2) a 
直线 y = ke 的 距离 为 4, 则 


M- < I<. - 8< 二 2, 引 长 最 大 值 为 8V5- 

例 4 《1998. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 已 知 抽 物 线 ? = 2pz 及 定点 A(a,0),B(- a,0)(o +0,0? 
= 2pa), M 是 扫 物 线 上 的 点 , 设 直线 AM, BM 与 抛物 线 的 另 一 交点 分 别 为 Mi,M>, 求 证 : 当 M AEM 
物 线 上 变动 时 (只 要 MiM: 存在 且 Mi + Ma) ,直线 Mi Ma 恒 过 一 个 定点 ,并 求 出 这 个 定点 的 坐标 . 

[分 析 】 由 题 设 知 ,M,Ma,A 三 点 共 线 ,M, Ma,B 三 点 共 线 , 需 推 出 Mi, M,C(C 为 未 知 定点 ) 
三 点 共 线 ,这 三 直线 有 一 个 共同 的 特点 ,抛物 线 上 两 点 与 线 外 一 点 共 线 ,因此 这 三 直线 的 方程 模式 一 样 ， 
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利用 此 特点 ,此 题 很 易 证 明 . 


证 法 一 : 设 M,Mi,M MURAD so) (Än) (F.v) 
由 A.M, M: 共 线 , 得 MM: 的 方程 
3 ñ x 


2p 2p _ 2p 
næ 2 


化 简 得 yiyo = bli + yo) -2pa ° 
同 理 ,由 B,M , M> 共 线 ,得 MM 的 方程 为 yyyo = 2pa 四 
由 方程 (1),(2) 消去 yo, 得 


yuz = 你 (> + x) - 2 加 @ 
而 过 Mı, M> 两 点 的 直线 方程 为 yya = (yi + y2)y - 2pz, 与 @ 比较 知 , 动 直线 M, M: 恒 过 定点 
(29). 


证 法 二 : 设 M.M), M> 的 坐标 分 别 为 
由 A,M,Mi 共 线 ,得 


3 一 加 m7h 
化 简 得 yi = b(n + vo) = 2pa BEDA ya = 名 二 各 D 
同 理 ,由 B, M, Ma 共 线 , 得 ,3a = 2 全 © 


设 (z,y) 是 直线 MiM2 上 的 点 , 则 
332 = yla + y2) - 2p7. 9 
H O,MO ME yyt 
(byo-2pa):2pa _ {byo-2pa 2 
(Co-b 7 | wb + ama )- 2p 
经 整理 得 Xi(2pr — by) + yo ° 2pb(a — x) +2pa(by — 2pa) = 0 
2pr - by = 0, 
由 于 方程 组 1a - z = 0, AM z= ay = 2 
by -2pa = 0 
所 以 动 直线 MiM: tsb s ( a 228 ) 
【评注 】 PIME, AUE — isi. REPREN 
到 一 个 规律 性 特点 :AM、BM MiM 三 条 直线 的 方程 模式 一 样 ,是 求 异 
思维 的 活用 ,证 法 是 常规 法 . 
例 5 ”有 人 ABC 的 顶点 A 引 BC RER, EEN D4 AD HER—-A 
,直线 BH22 AC F E, CH 32 AB + FBE AD F4) ED fü DF 所 成 的 角 . 
证 明 :建立 如 图 I - 8 - 3 所 示 直 角 坐 标 系 , 设 A(0,a),B(5,0)， 
C(c,0),H(0,4), 于 是 


T 
Bi = ° 


图 I-8-3 


ACE +21 ° 
过 BHAC 交点 EE 的 直线 系 是 


F Sr S 和 
a a aa -=0 


令 4=-1, 得 二- 二)z+( 二 -十 )y>=0 @ 
直线 @ 过 原点 ,因此 © 即 为 OE( DE) 的 直线 方程 . 
同 理 ,DF 的 直线 方程 为 
(二 -z+( 二 -二 )y=0 
显然 ,直线 DE 与 直线 DF 的 斜率 互 为 相反 数 , 故 AD 平分 ED 与 DF 所 成 角 . 
【评述 】 利用 直线 系 “ 冯 ”出 所 证 或 所 求 直线 的 方程 ,技巧 性 较 高 ,看 似 偶然 ,实际 上 并 不 失 为 一 种 
通 法 ， 
Ho 已 知 三 个 贺 两 两 相交 ,证 明 :所 得 到 的 三 条 公共 弦 所 在 直线 或 者 相交 于 一 点 ,或 者 两 两 平行 . 
证 朋 : 设 三 个 圆 的 方程 为 
x? + y? + Daæ+Ey+F;=0 (i=1,2,3) 


两 两 相 减 得 公共 弦 所 在 直线 方程 为 
(D, - D;)=z + (E; - Es)y + (F; - F2) = 0 ° 
(D, - D;)= + (Ez - Es)y + (F> - F3) = 0 © 
(Ds - Di) + (Es - E1)y + (F; - F) = 0 @ 


MRAR Q MOHL, AO + @ +@ 得 恒等式 0 = 0, 可 见 直线 O gN OMO 的 交点 ,于 是 三 线 
共 点 . 

如 果 直 线 O 和 @ 平行, 则 有 实数 K ,使 得 (D: - Ds) = K(D, - D,),(E; - Es) = K(E; - E2), 
(Fz - F3) = K(F, - F). 

M D; - D, = Ds - D> + D; - Di =- (K + 1)(D, - D;) 

同 理 ,E3 - E, =- (K + 1)(E; - E2) 

Fa- F; =- (K + D)(P, - F2) 

即 图 和 人 也 平行 ,从 而 三 直线 两 两 平行 

@7 RAM z2+ 一 2z + 4y = 0 相 切 于 点 P(2,0), 且 与 直线 27 
-y- 4 = 0 相交 ,所 截 得 弦 长 为 2V5 的 圆 的 方程 . 

解 : 设 所 求 圆 的 方程 为 

(z-2 2 + y? + Aal? + y? -2r+4y)= 0 0 
将 y= 2z -4 代 人 人 中 ,整理 得 (LI+ A)r? 一 2(X4+2)z+4=0 
… 所 求 圆 被 直线 2z - y - 4 = 0 截 得 弦 长 为 2V5， 


Wan 16 _ PA PANE. 
eVIt a P gra 2658082 =- 过 ,将 A = 
- T RA O Fe 


z? + yt- 6x -4y+8 


0 此 即 为 所 求 贺 的 方程 . 
例 8 REMM + 3 = 1(a > 6。 > 0), 求 与 这 个 椭圆 有 公共 焦点 图 I -8-4 
的 双 曲 线 ,使 得 以 它们 的 交点 为 顶点 的 四 边 形 面积 最 大 ,并 求 相 应 的 四 边 形 的 顶点 坐标 . 
解 :与 已 知 椭圆 有 公共 焦点 的 双 曲 线 设 为 


P 
= = 
DAA eA 


1(b < à < a?) (D) 
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取 两 曲线 的 一 个 交点 (zo,yo) ,由 对称 性 知 (- zo,yo),(- zo, - yo),(zo, - yo) 均 为 交点 , 且 交 点 
四 边 形 为 矩形 ,其 面积 为 
S= 41 zo 11 yo 1= 2abl2 129 a Z )<2 (Ë , y 
= 2ab 
当 且 仅 当 1 各 1=1 次 | 时 有 最 大 值 Se = 2ab RAMEE 4 个 交点 为 


Bo 2, Bo 2. Bo, -Baj Go SBa) 把 其 中 一个 交点 代 人 ,得 


2A? — (a? + 2) = 0 
会 去 4 = 0, 得 A = +Ë RA r AARNEN 
Zes sq ahua dË sassa q 
Ja- Fa- 
有 的 曲线 系 不 包括 满足 某 一 性 质 的 全 体 曲线 ,不 注意 到 这 一 点 会 在 解 题 中 引起 失误 . 
例 9 已 知 两 个 椭 加 的 方程 分 别 是 
Clirz+972 -45=0 
Cy: + 9y? -6r-27=0 
求 经 过 这 两 个 椭圆 的 交点 且 与 直线 > - 2y + 11 = 0 相 切 的 圆 的 方程. 
解 : 设 过 C, 与 C; 交点 的 曲线 系 方程 为 
(a? +93? -6r-27)+hM(zz+9y - 45) = 0 
即 (1+ A)? +9(1+2)2 -6x ~ 27- 45A = 0 ° 
与 直线 z ~ 2y + 11 = 0 联 立 ,消去 z, 得 
13(1 + A)y2 - (56 + 44A) y + 160 + 762 = 0 
据 相 切 条 件 ,有 判别 式 = 0 
A = (56 + 442)2 - 4(13 + 13A)(160+ 762) = 0 
Bp 14224 51A +36 = 0 
jezil t s65 


代入 得 所 求 的 圆 为 


G Sto(1+ -S55)y -ez -27 - 45 -3553 =0 @ 


【评注 】 POoR60Jr CRI, XEL isk K D HRAN, ANA = - 1 时 为 直线 ,) 天- 
1 时 为 椭圆 . 
过 已 知 两 椭 园 交 (3,2) ,(3, - 2) 的 曲线 很 多 ,而 O 
只 表示 了 一 部 分 ,比如 ,过 交点 (3,2)(3, - 2) WAR d 
x+P+hAz-3)-13=0 © 
就 没有 包括 在 中 中 ,由 @ 与 直线 z -2y+11=0 


联 立 可 求 出 Al = 2,42 =- 28, 从 而 所 求 的 圆 为 ( 圆 82 


8-5) 6 14 14+5VS 
z? +y +2r-19=0 6-3 Ë; 
z2+2-28r+71 = 0 

mI -8-5 


98.3 巩固 练习 


(一 ) 选择 题 
1 已 知 a 关 656, 且 
azsing + acosg — 1 = 0, 
b?sinð + boosô — 1 = 0. 
则 两 点 (a,a?),(5,65?) 的 连 线 与 单位 圆 的 位 置 关系 适合 ( ). 


A. 相 交 B. 相 切 C. 相 离 D. RERE 

2. 过 A(0,1) 的 直线 与 抛物 线 2 = 2z 恰 有 一 个 公共 点 ,这 样 的 直线 可 有 ( O 条 . 
A.1 B.2 C.3 D.4 

3. MMR z? = 2P(y + E(P > 0) 与 直线 rccsg + ysing = Psing 的 位 置 关系 适合 ( ). 
A. 相 交 B. 相 切 C.H D. 不 能 确定 

4. BRAG D 且 与 双 曲 线 4zz - 2 = 工 仅 有 一 个 公共 点 的 直线 有 ( 。 ) 条 . 
A.1 B.2 C.3 D.4 

5. 经 过 两 加 zx? + y? = 4,z2 + y — 10z + 16 = 0 公共 点 且 过 点 P(4,2) 的 国有 ( +. 
A.1 B.2 
C.#+ 2 的 有 限 个 D ,无限 个 

(=) 填空 题 


1 


LAMAR $ = 1 的 中 心 作 两 条 互相 生 直 的 弦 ABCD, Mia + 063 + gha + 2 


2. 已 知 直线 ! 被 本 图 4z? + y= 1 堆 得 的 弦 攻 为 2 当 了 9, 被 双 曲 线 5x? -4y? = 1 ARMY 


2⁄2, ! 的 一 条 方程 为 > 
3. 无 论 m 取 何 值 ,曲线 mz? + my? + 2x + 2y- (m +1) = 0 总 过 定点 . 


4. 两 焦点 为 (2,0),(- 2,0), 且 过 点 PF, - 3) 的 有 心 二 次 曲线 为 š 
三 .解答 题 

1. 过 举 标 原点 作 两 条 互相 季 直 的 射线 交 衫 加 如 + 3 = 1 T A、B 两 点, 连结 AB 并 在 线段 AB 内 取 
点 了 ,使 满足 PO? = PA - PB, 求 点 已 的 轨迹 . 


2. 对 任意 自然 数 ”之 3, 求证 ,平面 上 存在 个 点 ,其 任意 两 点 间 的 距离 是 无 理 数 ,每 3 点 不 共 线 且 
构成 的 三 角形 面积 均 为 有 理 数 . 


3. 已 知 直线 系 Ls:y - mz + Tm = 0(m 为 参数 ) 中 有 且 只 有 一 条 直线 通过 平面 上 的 一 点 P(z， 
y) RA 已 所 在 的 曲线 方程 


4. 求 过 直线 2z + y+4 = 0 与 图 z2+ + 2z - 4y + 1 = 0 的 交点 , 旦 有 最 小 面积 的 圆 的 方程 , 


5. 双 曲 线 的 中 心 在 坐标 原点 0, 焦点 在 X 输 上 ,过 双 曲 线 右 焦点 有 斜率 为 / 的 直线 交 双 曲线 于 
P,Q MAL OP L OQ, | PQ 1= 4, 求 双 曲 线 的 方程 


立体 几何 


89.1 知识 要 点 与 基本 方法 


(一 ) 直线 与 平面 的 基本 知识 可 概括 为 : 
1. 平面 的 基本 性 质 ; 
2. 空间 点 ` 线 \ 面 位 置 关 系 ; 
3. 直线 与 直线 ,直线 与 平面 ,平面 与 平面 的 平行 与 垂直 的 判定 . 
(二 ) 空间 中 的 角 可 概括 为 : 
1. 异 面 直线 所 成 的 角 ; 
2. 直线 与 平面 所 成 的 角 ; 
3. 二 面 角 . 
(三 ) 空间 中 的 距离 可 概括 为 : 
1. 两 点 间 的 距离 ; 
2. 点 到 直线 的 距离 ; 
3. 点 到 平面 的 距离 ; 
4. 平行 线 间 的 距离 ; 
5. 异 面 直线 的 距离 ; 
6. 平行 于 平面 的 直线 到 平面 的 距离 ; 
7. 平行 平面 间 的 距离 ; 
8. 球面 距离 . 
(四 ) 截面 与 射影 
1. Sm Va 为 原 锥 体 底面 积 体 积 ,h EEE , Se, Vah 为 截 得 的 锥 体 底面 积 \ 体 积 \ 高 , 则 


2. 面积 射影 定理 

在 二 面 角 的 一 个 半 平面 上 的 任意 多 边 形 的 面积 S 与 这 个 二 面 角 的 度数 a 的 余弦 的 乘积 ,等 于 这 个 
多 边 形 在 二 面 角 的 另 一 个 半 平面 上 射影 多 边 形 的 面积 S', 即 S = S- cosa. 
(E) 折 友 与 展开 的 方法 

要 准确 画 出 原来 的 图 形 和 折 又 或 展开 后 的 图 形 , 对 照 平面 图 形 与 立体 图 形 的 对 应 元 素 的 位 置 关系 、 
大 小 、 形 状 ,确定 哪些 是 不 变量 ,哪些 是 变量 ,不 变量 是 解 题 的 基础 . 


(六 ) 柱 体 

me p -旗本 是 平行 四 边 形 、 平 行 入 面体 MRSERHSH Q S G X m k EEE, Q 方 体 
底面 是 正方 形 、 正 四 术 柱 _ 便 面 是 下 方形。 正方 体 

1. 长 方 体 的 性 质 


(1) 长 方 体 一 条 对 角 线 长 的 平方 等 于 一 个 顶点 上 三 条 棱 长 的 平方 和 . 
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(2) 长 方 体 的 一 条 对 角 线 与 一 个 顶点 上 的 三 条 棱 所 成 的 角 分 别 是 a、B、Y, 则 
cosa + œs + cosy = 1 

(3) 长 方 体 的 一 条 对 角 线 与 过 一 个 顶点 的 三 个 面 所 成 的 角 分 别 是 0, ..0,.0,, | 
sin?0, + sin20: + sin2b3 = 1 

2. 正方 体 的 性 质 

(1) 正方 体 的 对 角 线 与 不 相交 的 面 对 角 线 垂直 ; 

(2) 正方 体 过 同一 条 对 角 线 的 三 个 对 角 面 两 两 所 成 的 小 于 90° 的 二 面 角 都 等 于 60° 

(七 ) 锥 体 一 一 主要 研究 四 面体 

1. 四 面体 的 性 质 

(1) 连接 四 面体 对 棱 中 点 的 线段 交 于 一 点 , 且 这 点 平分 这 些 线段 . 

(2) 连接 四 面体 对 棱 中 点 的 线段 交 于 一 点 G, 且 这 点 将 所 在 线段 分 成 的 比 为 3 : 1, G 称 为 四 面体 重 


(3) 四 面体 的 二 面 角 的 平分 面 分 对 楼 所 成 的 比 等 于 形成 这 个 二 面 角 的 两 个 侧面 的 面积 之 比 . 

(4) 每 个 四 面体 都 有 内 切 球 , 球 心 1 是 四 面体 的 各 个 二 面 角 的 平分 面 的 交点 ,此 点 到 各 面 的 距离 等 
FRB. 

HEAR S, .S..S,.S,, V 表示 它 的 体积 ,r ARAIRE ,h hz ha As 
分 别 表示 各 顶点 到 对 面 所 作 的 高 ,有 


Š 3V L. £ yt E ENE | 
r = Š, + S; + S; + S, r h h t h h 
(5) 每 个 四 面体 都 有 外 接 球 , 球 心 O 是 各 条 棱 的 中 垂 面 的 交点 ,此 点 到 各 个 顶点 的 距离 等 于 球 半 
径 . 
2. 直角 四 面体 的 性 质 


(1) 直角 四 面体 中 ,不 含 直 角 的 面 是 锐角 三 角形 ,其 面积 S = + Vali blc? + cat, IEP a,b, 
e HM (06 = 48 K. 


(2) 直角 四 面体 六 条 校长 的 和 上 为 定 值 时 ,直角 四 面体 的 体积 的 最 大 值 为 2 了 了. 
(3) 直角 四 面体 的 内 切 球 半径 为 


1 
° 
v 
° 
(o 
i 
go 
“Ë 


其 中 S, 表示 锐角 三 角形 的 面积 ,S\、S，、S3 表示 三 个 直角 三 角形 的 面积 ,S 表示 表面 积 . 
(4) 直角 四 面体 的 外 接 球 半径 为 


R= 让 VT 
(5) 直角 四 面体 的 对 棱 中 点 连 线 长 相等 , 且 等 于 外 接 球 半径 . 
(A) 台 体 
1. 正 棱 台 的 侧面 积 公式 :S = +e +c)h' (ce 分别 是 上 、 下 底面 周 长 ,h“ 是 斜 高 ) 
2. 圆 台 的 侧面 积 公式 :S = +Ç +c) (c. 分 别 是 上 、 下 底面 周 长 ,1 是 母线 长 ) 
3. 台 体 的 体积 公式 :V = +s + VSS + S')h (S、S’ 分 别 是 上 、 下 底面 面积 .A 是 高 ) 


(A) 球体 ° 
l.Ss = 4xR2 


2. Va = 二 naRa, 其 中 R ARER 


3. 设 半径 为 R 的 球 上 有 两 点 M.N, 它们 的 纬度 差 为 a, 经 度 差 为 8, 则 MN 的 球面 距离 为 ! = 
2Rarcsin(cosa + sin $). 

4. 多 面体 的 内 切 球 

若 多 面体 有 内 切 球 , 则 内 切 球 的 半径 + ,表面 积 S, 体 积 V 之 间 有 关系 式 V = 4s. 


89.2 RAH H 


例 1 把 一 副 三 角 板 如 图 I - 9 - 1 拼接 后 ,再 使 三 角 板 ABC 沿 BC 折 起 ,使 两 块 三 角 板 所 在 平面 
互相 垂直 , 若 BC = 6,AB = AC, ZA = 人 BCD = 90, ZD = 60", 求 异 面 直线 BC 和 AD 的 距离 . 


>. 4 


0 o 


图 I-9-1 
【分 析 】 求 异 面 直线 距离 方法 很 多 ,本 题 利用 射影 法 线 转化 为 线 面 间 的 距离 求 异 面 直线 距离 
解 : 作 AF // BC,DG L AF 交 AF 于 G, 连 接 CG. 
“平面 ABC | 平面 BCD,DC L BC 
“DC 上 平面 ABC ,由 三 垂 线 定理 的 逆 定 理 知 CG | AG 
“AG 上 平面 DCG 
“平面 AGD | 平面 DOG 
“AF/ BC 
“BC // Yi AGD 
“BC 与 平面 AGD 间 的 距离 即 为 BC 与 AD 间 的 距离 , 作 CH L DG FH. 
… 平面 DOG | 平面 AGD 
“CH 上 平面 AGD 
“CH 是 BC、AD 间 的 距离 
nH- -D-O -_6:uan0 .3 -6 
DG CD +O? V(6an30) +3 7 
因此 异 面 直线 BC 和 AD 的 距离 为 5Y 7 
【评述 】 C 是 BC 在 面 DCG 上 的 射影 ,DG J: AD 在 面 DCC 上 的 射影 ,因而 C 到 DG 的 距离 就 是 异 
面 直线 BC 和 AD 的 距离 . 
例 2 (1995. 北京 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 三 棱锥 S 一 ABC 的 底面 三 角形 中 ,人 ABC 等 于 90`， 


anZCAB = TŠ BIR SA SB, SC 对 底面 所 成 的 角 都 是 45', 试 求 侧面 sw SS, 所 成 二 面 角 A 一 SC 一 B 


度数 . 
【分 析 】 由 已 知 条 件 , 易 知 顶 点 S 在 底面 射影 O E R: A ABC 外 心 ,因而 是 AC 中 点 ,平面 SAC L 
平面 ABC. 
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思路 一 :过 O 点 作 OD SC, EEX DÙ DIEDE | SC, 交 SB 于 E, 则 
LODE = 9 为 所 求 二 面 角 

思路 二 :过 S 在 平面 SBC 上 作 SP | SC, 交 CB 延长 线 于 P, 连 AP, 
ASP = 9 即 为 所 求 二 面 角 ,通过 计算 ,知人 PAC = 90", 从 而 算得 AP 之 长 . 

【评注 】 “与 常规 解法 相 比 , 这 两 种 二 面 角 作 法 虽 有 一 些 简化 ,但 计算 量 
仍 很 大 ,简化 得 不 够 ， 巧 "也 不 甚 明显 . 

因此 ,要 在 进一步 简化 上 动脑 筋 ,在 “ 求 简 ” 中 发 掘 出 其 中 的 巧 趣 来 . 

(1) 若 将 图 1 - 9 — 2 tF DE 延长 , 交 CB 延长 线 于 P, 连 OP ,经 过 计算 可 
以 证 明 OP | OD ,因此 OP | 平面 (SAC) ,反之 ,如 图 I -9 - 3 所 示 , 若 过 
OOD | SC 于 D 之 后 ,再 过 O 作 OP | AC, 从 而 有 OP | 平面 (SAC), 则 
由 三 垂 线 定理 知 ,PD .| SC, 故 人 ODP = 6, 即 为 所 求 角 . 

这 样 做 的 好 处 是 ,容易 算得 OP 之 长 ,事实 上 ,此 时 人 CAB = 人 OPC , 若 设 


oc: op - fÉ ü OP= A 


SA = SC =1, 则 OD = 十 ,AC =Y2,0C = 


Booze 
(2) 在 图 I - 9 一 4 中 ,考虑 先 作 PS | SC ,虽然 二 面 角 0 容易 计算 ,但 计 
算 AP 颇 不 易 , 如 果 在 平面 ABC EAP | AC, 连 SP, 则 AP | 平面 SAC, 由 三 
垂 线 定理 即 知 PS | SC ,不 仅 如 此 , 若 设 SA = SC = 1, 此 时 同样 有 

ZAPC = 人 BAC 


3 A c 

AP = AC + oZ BAC Ma = 

+. 0 = 60° 

上 述 两 种 解法 的 取 巧 之 处 ,都 在 于 运用 三 垂 线 定理 ;正如 我 们 常 说 的 立体 几 r 
何 中 证 明 问 题 的 一 半 是 “三 垂 线 定理 ", 要 在 实际 做 的 时 候 注意 贯彻 这 种 原则 是 很 图 1 -9-4 
重要 的 . 

例 3 〈1989. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 如 图 I - 9 - 5 所 示 , 已 知 正三 棱锥 S - ABC 的 高 SO = 3, 
底面 边 长 为 6, 过 点 4 向 它 所 对 的 侧面 SBC 作 垂 线 , 垂 足 为 0" ,在 AO' 上 取 一 点 已 ,使 AP : PO = 8 : 1， 
求 经 过 已 点 且 平 行 于 底面 的 截面 的 面积 . 

【分 析 】 根据 棱锥 平行 于 底面 的 截面 性 质 ,截面 面积 与 底面 面积 之 比 等 于 它 
们 的 对 应 线段 的 平方 比 , 设 过 点 P 平行 底面 的 截面 与 SD 的 交点 为 O", 则 截面 面积 
与 底面 面积 之 比 等 于 SO? : SD? 

解 ; ERE S 一 ABC 是 正三 棱锥 ,其 高 为 SO. 

+“ O J A ABC 的 中 心 ,连接 AO 并 延长 交 BC FD, WJ D HBC 的 中 点 ,BC 上 
面 SAD 

从 而 平面 SAD | 面 SBC,…O-' 必 在 SD k. 


于 是 AD = 6x Ó = 3 op = +AD = 43, 且 SO=3 
SD = V 3} + (/3)2 = 243,1 O'D : AD = OD : SD 


= QD B =-2 
‘OD = çp ` AD = Z 365 > 
设 过 点 平行 于 底面 的 截面 与 SD Pe PO” || AD, 于 是 
Sp. apa 


55 
= Qy. 02037 =1:9 


因此 所 求 夫 面 面积 为 二 Seuc = L x Ë xe 


【评述 】 本 题 对 应 线段 的 比 的 选取 是 关键 
例 4 (1992. 全国 高 中 数学 联赛 试题 ) 设 1,m 是 两 条 异 面 直线 ,在 1 上 有 A、B.C 三 点 , 且 AB = 


BC, ìt A,B,C BHE m 的 季 线 AD、BE、CF, 委 足 依次 为 DE、F, 已 知 AD = V15,BE = 子 ,CF = 


V10, 求 1 tš m 的 距离 . 

【分 析 】 利用 射影 的 有 关 知 识 ,将 立体 几何 问题 转化 为 平面 几何 问 
题 ,再 求 之 ， 

解 :如 图 [ - 9 - 6, 作 平面 a 垂直 于 直线 m, 则 m 在 平面 a 上 的 投影 
为 一 点 , 记 为 0, 由 AD L m,BE | m,CF | m, 知 AD// a,BE // a,CF 
Na, 从 而 

AD 在 a。 上 的 投影 为 04 , 且 OA” = AD 

BE 在 上 的 投影 为 OB , 且 OB’ = BE 

CF 在 a 上 的 投影 为 OC”, 且 OC' = CF 

由 于 AB = BC, 得 AB' = BC 

"m /平面 AC'，…m 到 平面 AC” 的 距离 等 于 m 与 ! 的 距离 ,过 点 O 
fE OH L A'C', 交 A'C’ 的 延长 线 于 刀 , 由 平面 AC” | a, 知 OH 的 长 即 为 ! 与 m 的 距离 . 

E AOAC 中 ,由 三 角形 的 中 线 定理 知 

2(OB” + A'B?) = OA + OC? 


“AB’ 


. - QA” — OÇ2 _ (/152 + 2 - (V0? _ /15 
cosZOAC' = Z = = 


“OH = OA' .sinZOAC’ = V15. 

故 ! 5 m 的 距离 为 /6 

【评述 】 投影 是 将 空间 问题 转化 为 平面 问题 的 一 个 重要 途径 ,此 题 是 
用 射影 法 求 得 异 面 直线 的 距离 . 

例 5 〈1997. 城 市 道 请 赛 试题 ) 正四 面体 ABCD 内 接 于 球 ,CC' DD’ 
分 别 为 球 的 直径 , 求 平面 ACD MPH ADC 的 夹 角 . 

分 析 与 解 :该 题 若 依 题 设 条 件 的 图 形 直接 求解 非常 困难 ,由 题 设 联想 
正四 面体 ABCD 是 由 球 内 接 正方 体 BECD 一 C'DFA 截 割 而 成 , 则 题 论 直接 
呈现 ,一 目 了 然 , 即 平面 ACD MPH ADC 的 夹 角 为 90”. 

例 6 《1998. 高 中 联赛 试题 ) 设 EF、G 分 别 是 正四 面体 ABCD 的 楼 
AB.BC.CD 的 中 点 , 则 二 面 角 C 一 PC 一 下 的 大 小 是 ( ). 

6 PE] 


(A)arcsin 3 BF 2 + arcos 
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(macan — (D)x - aseo Ê 


【分 析 】 “标准 答案 基于 所 给 图 形 找 出 二 耐久 的 平面 角 再 求解 比较 生 融 ,这 里 出 业 意 可 知 正四 面体 
可 由 正方 体 截 得 ,依托 联想 正方 体 , 则 较 易 求 得 结论 . 

简 解 :如 图 I- 9 — 8(2) , 作 正 四 面体 的 外 接 正方 体 , 则 EFG 为 所 在 侧面 正方 形 的 中 心 ,从 而 有 EF 
// OM,FG // BD, 故 面 EFG // 面 BMD, 设 面 CBD 与 面 MBD 的 二 面 角 为 a, 则 所 求 二 面 角 的 大 小 为 


n-a. 


图 I-9-8 


在 人 CBD 中 , 知 CO 上 BD, X. MO | BD, 故 
a = COM = arcot OM = oreo 如 
从 而 二 面 角 C 一 FG 一 E 的 大 小 为 一 arcoot 2 

故 选 D. 

例 7 (1995. 第 6 届 * 硕 望 杯 "全 国 数学 六 请 赛 是) 正三 村 柱 ABC 一 ALB1C， ， 
底面 的 边 长 及 高 都 是 cm ,过 AB 作 一 截面, 截面 与 底面 ABC 成 60 角 , 则 截面 Po SEG 
面积 为 。 H 

解法 一 : 

先 作出 符合 题 意 的 截面 ABQP 如 图 I - 9 - 9, 取 PQ 中 点 R,AB 中 点 M， 
jË CIR 延长 交 A1B1 于 万, 则 万 必 为 A1B1 中 点 , 连 CM fE RN | 平面 ABC 于 B C 
N, 则 N 必 在 CM 上 , 且 有 人 RMN = 60's M 

sin60" = RN 
me 4 图 I-9-9 
从 而 RM = 而 = $ (en) 


MN = —⁄ = + 2 Blm) = RH 


C.R = 3-3 B = T B(w) 
于 是 由 PQ: A,B, = CIR:CiH, 得 


1 
二 -om 
3 
Sama = +(2+ F). + 5 = 15 (a) 
解法 二 : 
如 图 I - 9 - 10 设 平面 ABQP 与 侧 棱 CC; 2 + DD, 则 
Saam = Sose = 2V3(cm2) 
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fE R: ACDM 中 ,人 DMC = 60° 
DC= CM, - 5.5 
r 


“CD=3-2= 1(an) 
asa = (a) = (2) = (3) 


9 


—. Sapo = th + Sams = 名 V3(en?) 


图 I -9-10 


故 Seamwasqe = Sane - Sane 
= 2⁄5 - $ 3 = É 3l) 
【评注 】 解法 一 运用 锐角 三 角 函 数 求解 ;解法 二 运用 公式 cosg = S , 即 cs60" = ga 及 面积 组 
合 (面积 制 补 ) 求解 ,两 法 均 佳 。 
例 8 〈1994. 四 川 省 高 中 数学 联赛 填空 题 3) 设 为 四 面体 , 、h2、h3、h4 分 别 为 本 的 四 个 面 上 的 
rira rasa 分 别 为 内 一 点 到 这 四 个 面 的 距离 , 则 全 + 在 + 全 + 大 的 值 是 1 
解 : 设 四 个 面 的 面积 分 别 为 Fi Fr Fs Fe THERN V, I 


nFitrFt rm3F3+ F, = 3V © 
X hF, = hF = hF; = hF, = 3V 

从 而 F = 3V G=1234) © 
将 四 代入 四 ,得 ， 


4 
> =3V 


所 以 A=1 


例 9 〈1995. 全 国联 赛 一 试题 1(6)), 设 O 是 正三 棱锥 P 一 ABC 底面 人 ABC 的 中 心 ,过 OO 任 作 一 平 
面 分 别 交 PA .PB.PC 于 Q、R、S, 证 明 


为 定 值 。 
证 : 设 人 APB = 人 BPC = 人 CPA = a,O 到 各 侧面 距离 为 4, 则 
Vp-ars = Vo-rqa + Vo-ms+ Vo-ma 
= 4 : sina + (PQ - PR + PQ. PS + PR + PS) 
设 PQ 与 平面 PRS 交角 为 9, 则 
Vp-ars = 二 PR PS (PQsn0) - sina 
h 004 


(PQ : PR + PQ : PS + PR : PS)d = PQ : PR - PS : sin0 
故 得 


显然,d 等 于 A 到 底面 PBC 的 距离 的 三 分 之 一 ,而 加 2 = 去 ,所 以 上 述 定 值 为 总 |。 
例 10 过 正四 面体 ABCD 的 底面 BCD 的 中 心 O 作 一 个 平行 于 CD 的 截面 MNPQ, 如 图 工 -9- 12, 
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此 截面 将 正四 面体 分 成 体积 相等 的 两 部 分 , 试 求 PQ 与 CD 的 比值 


【分 析 】 ”两 部 分 均 不 是 规则 的 几何 体 ,因此 只 需 研 究 一 部 分 ,将 其 分 割 成 规 À 
则 的 几何 体 。 
解 : 设 此 正四 面体 的 棱 长 为 1, 即 CD = 1, 设 PQ = = P 
`: CD /平面 MNPQ A J 
MN // CD,PQ // CD 4 
… 正四 面体 ABCD tP O 是 A BCD 的 中 心 。 nSt 
= $,MC = ND = +-,AP = AQ = PQ = = 


设 四 面体 ABCD 的 体积 是 V, 则 


Vo-nc = Vo-am = Vo-np = +V 


` AQ : AC = z=,MC : BC = 1: 3, 
Sama : Saare = Sa : (3Same) = (1— z) : 3 


SAY 5Vo-Aac = lv 


同 理 Vo-no = v 
"Sara: Saam = 1- zx? 
s E 2 „l-2 
“Vo-ma = (1 = 2?) Vo-am = sv 
1 .l= -z 
而 Waram = + V “2( ziv) v= 4v 


解 得 z= (0-2 

故 PQ 与 CD 的 比值 为 YI 一 

例 11 (1990. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 设 楼 锥 M—ABCD 的 底面 是 正方 形 , 且 MA = MD, MA | AB, 
如 果 AAMD 的 面积 为 1, 试 求 放 人 这 个 樟 锥 的 最 大 球 的 半径 。 

[分 析 】 由 酚 能 球 的 形体 结构 可 知 ,应 放 和 的 球 才 与 村 维 三 侧面 相 切 。 


解 :由 AB L AD, <i 
AB 上 AM, 知 AB | 平面 MAD. 作 截面 MEF 垂直 于 AD, 则 MEF 为 直角 |N 
三 角形 ,面积 为 二 EF . EM = 于 4D -EM = 1 S c 
易 知 , 当 EF = EM 时 ,人 MEF 有 最 大 的 内 切 图 ,此 时 EF = EM = 2, MF = s 
A 
2 .内 切 加 半径 为 = 二 (EF + EM - MP) = JI- 1 
图 I -9-13 


SIN O 到 侧面 MAB、MDC 的 距离 为 4， 则 Vua = 证 r(Sawap + 
Saano + Same) +F dSama 
= $ Sano * EM 
Bp (/2-1)(+2+⁄2)+(/5a = 20 
ý _ 1 45 
解 得 d = ñ >Ż-1=r 
故 以 O 为 圆心 V2 — 1 为 半径 的 球 是 能 放 信 此 楼 锥 的 最 大 的 球 。 
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$9.3 巩固 练习 


(一 ) 选择 题 
1. 设 PP 是 个 ABC 所 在 平面 外 一 点 , 且 PA 上 | 平面 ABC , 则 在 以 下 结论 中 ,正确 的 是 ( — )。 
(A)ZBPC < ZBAC 
(B)Z BPC > Z BAC 
(C)ZBPC = ZBAC 
(D) BPC 与 人 BAC 大 小 关系 不 确定 
2. 如 右 图 ,在 长 方 体 ABCD 一 ABCD' 中 ,下 列 12 条 直线 AB'、BA'、CD'、 


DC' AD’ DA’ „BC .CB'、AC'、BD'、AC'、BD' 中 有 ( ) 异 面 直线 ? a 
(A)30 对 (B)60 对 (C)24 对 (D)48 对 
3. 如 果 四 面体 的 每 一 个 面 都 不 是 等 腰 三 角形 ,那么 其 长 度 不 等 的 楼 最 少 为 

( )# I 
(A)3 Ba ` (05 (D)6 4 


4. 若 四 面体 的 一 条 校长 是 工 ,其 余 楼 长 都 是 1, 体 积 是 F(z), 则 F(z) 在 其 定 图 IT _9_ 14 
REC Do 


(A) 是 增 函 数 但 无 最 大 值 (B) 是 增 函数 且 有 最 大 值 
(C) 不 是 增 函数 且 无 最 大 值 (D) 不 是 增 函数 但 有 最 大 值 
>s, 
5. 设 四 面体 的 四 个 面 的 面积 分 别 为 St\S; .SS4, 它 们 的 最 大 值 为 S, 记 :》 = < 一, 则 ( 。 )。 
(A)2< A <4 (B)3<A<4 
(C)2.5< A <4.5 (D)3.S < à < 5.5 


6. 在 正方 体 ABCD 一 A1B1C1D tP, M.N AARC D, AB 的 中 点 ,A1、M、C、N 四 点 在 同一 平 
面 内 , 则 CD 和 平面 A;MCN 所 成 角 的 正弦 值 为 ( )。 


wt w ©% o 2 

7. 在 正 "楼 俊 中 ,相信 两 信 面 所 成 的 二 面 角 的 到 值 范围 是 (。 )。 

(A(252r,r) D(H.) (o(o.Z) D(H) 

8. 在 正方 体 ABCD 一 AiBiCiDi 中 ,E,F 分 别 为 正方 形 ADD1A1,ABCD 的 中 点 ,G 为 CC 的 中 点 ， 
设 GF SAB 所 成 的 角 为 ,CIE SAB 所 成 的 角 为 8, 则 + 8 = ( Os 

(A)30° (B)60° (C)90° (D)120° 


9. 等 腰 直 角 三 角形 中 ,AB = BC = 1,M 为 AC 的 中 点 , 沿 BM 把 它 折 为 二 面 角 , 折 后 A 与 C 的 距 
离 为 1, 则 二 面 角 C 一 BM 一 A 的 大 小 为 ( )o 

(A)30° (B)60° (C)90* (D)120° 
(二 ) 填空 是 


1. 正方 体 ABCD 一 Al B,CD, 的 棱 长 为 1, 在 正方 体 表面 上 与 点 A 距离 是 233 的 点 的 集合 形成 一 
条 曲线 ,这 条 曲线 的 长 度 是 。 

2. 已 知 一 个 平面 与 一 个 正方 体 的 12 条 棱 的 夹 角 都 等 于 n, 则 sinc = _ 。 

3. 已 知 将 给 定 的 两 个 全 等 的 正三 棱锥 的 底面 粘 在 一 起 , 恰 得 到 一 个 所 有 二 面 角 都 相等 的 六 面体 ， 
并 且 该 六 面体 的 最 短 棱 的 长 为 2, 则 最 远 的 两 顶点 间 的 距离 是 o 
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4. 过 正三 棱锥 的 一 条 侧 棱 及 底面 中 心 作 一 个 裁 面 , 若 截面 是 等 用 三 角形 , 记 侧面 与 底面 所 成 的 角 
为 0, 则 cosg = o 

5. 在 底面 半径 为 6 的 圆柱 内 ,有 两 个 半径 也 为 6 的 球面 ,其 球 心 距 为 13, 若 作 一 平面 与 这 两 球面 相 
切 , 且 与 圆柱 面相 交 成 一 椭圆 , 则 这 个 椭圆 的 长 轴 长 与 短 轴 长 之 和 是 。 


(三 ) 解答 题 
1. 已 知 四 面体 S—ABC 中 ,人 ASB = 也 ,ASC = a(0 < a < Z), ZBSC = p(0 < p < 2), 
以 SC 为 楼 的 二 面 角 的 平面 角 为 ,求证 :9 = x- arccos(ctge ,ctgp)。 


2. 在 棱 长 为 1 的 正方 体内 部 ,能 否 放置 两 个 不 相交 的 棱 长 为 1 的 正四 面体 ? 


3. 对 一 切 底面 为 凸 四 边 形 的 棱锥 ,可 否 用 平面 横 截 它 ,使 得 所 得 的 截面 边界 为 平行 四 边 形 ? 


4. 平行 六 面体 ABCD—A, B,C, D, 的 对 角 线 BD, 垂直 于 ABAC 所 在 平面 ,BD, % a, ABAC 
的 面积 等 于 S , 求 此 平行 六 面体 的 体积 。 


5. 四 面体 ABCD 的 体积 为 ,分别 在 CA 、BC、AD、CD 的 延长 线 上 取 点 人 上、M、N, 使 得 AK = 
AC,BC = CL,AD = DM,CD = DN, 求 四 面体 KLMN 的 体积 。 


排列 .组 合 .二 项 式 定理 


$10.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 加 法 原理 和 乘法 原理 (内 容 略 ) 
2. 排列 与 组 合 
(1) 排列 数 公式 : Pr = n(n -1)(n-2)(n -m + 1) 


=Ç m< 
(2) 组 合 数 公式 :Cr = Pr/Ps = — Hm < n) 


3. 二 项 式 定理 

(a + b)" = da" + clarlb! + + da" +… + ca" 右边 的 多 项 式 叫做 (a + b)" 的 二 项 展 
开 式 ,其 中 系数 ¿(cr = 0,1,2,…,n) 叫做 二 项 式 系数 . 
4. 有 重复 的 排列 

定义 :从 个 不 同 元 素 中 允许 重复 地 任 取 r 个 元 素 排 成 一 列 , 称 为 n 个 不 同 元 素 的 一 可 重 排列 . 

定理 n 个 不 同 元 来 的 一 可 重 排列 数 为 nr 

证 :在 按 顺 序 选取 的 ~ 个 元 素 中 ,每 个 元 素 都 有 种 不 同 的 选 法 , 故 由 乘法 原理 知 ,总 有 n HA. 
5. 不 全 相 异 元 素 的 全 排列 

定义 : 设 ”个 元 素 可 分 为 & 组 ,每 一 组 中 的 元 素 是 相同 的 ,不 同 组 间 的 元 素 是 不 同 的 ,其 中 第 ;组 的 
TRARY nili = 1,2,---.k),m + ma + …+ m = nn, 则 这 n 个 元 察 的 全 排列 称 为 不 全 相 异 元 素 的 全 
排列 . 

定理 。 ”个 元 末 的 不 全 相 异 元 素 的 全 排列 个 数 为 一 TEL 

证 : 先 把 每 组 中 的 元 素 看 作 是 不 相同 的 , 则 n TERRANI! AE REMATE 
还 其 本 来 面目 看 成 是 相同 的 , 则 在 这 n! 个 全 排列 中 ,每 个 排列 都 重复 出 现 了 n! n! K AE 
不 全 相同 元 素 的 全 排列 数 为 元 zl pr 
6. 多 组 组 合 

定义 :将 n 个 不 同 的 元 来 分 成 组 的 组 合 称 为 个 不 同 元 素 的 一 组 合 . 

定理 对 于 一 个 个 不 同 元 素 的 一 组 合 , 若 第 ;组 有 ni 个 元 素 (; = 1,2,…,k), 则 不 同 的 分 组 广 
法 数 为 


Oen = 


nl 
m!aben! 


证 :我 们 把 分 组 的 过 程 安排 成 相继 的 上 个 步骤 ,第 一 步 ,从 n 个 不 同 元 素 中 选 m 个 ,有 C 种 方法 ; 
第 二 步 ,从 n- mi 个 元 素 中 选 nz 个 有 ee 种 方法 ;…; 第 & 步 ,从 nn 一 (n+ n> + … + ma) DER 
中 选 n PERA Ch ts aa as 0 种 方法 ,再 由 乘法 原理 得 证 . 
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7. 重复 组 合 
定义 :从 n 个 不 同 元 素 中 任 取 个 允许 元 素 重复 出 现 的 组 合 称 为 n 个 不 同 元 素 的 一 可 重组 合 . 
定理 个 不 同 元 素 的 一 可 重组 合 的 个 数 为 reri- 
证 : 设 (al,az,…,ar) 是 取 自 11,2,…,ni 中 的 任 一 r 可 重复 组 合 ,并 设 al < a, < < a, 
$ b=ati-l (<i<r) 
从 而 b= arb = aztl,by=ast+2,..,b, = a,+r-1 
显然 下 面 两 组 数 是 一 对 一 的 
a <a <a <: < a, 
1a < azı <as2 <: <a, +r-1<Sn+r-1 
WA = | (aiaz sa) |a; € ll,2, nl ,a < ay < < a,l 
B = |(bi,b2s,b,) | bi € 11.2, nt rll,b < bx < < bl 
Mh A.B 之 间 存 在 一 一 对 应 , 故 | A| = |B| = Ceri 证 毕 . 
8. 圆 排列 
定义 :从 PERPER 个 不 同 元 素 仅 按 元 素 之 间 的 相对 位 置 而 不 分 首尾 排 成 一 个 圆 图 ,这 种 排 
列 称 为 ”个 不 同 元 素 的 r 一 圆 排列 . r 一 圆 排列 数 记 为 K. 


EE n 个 不 同 元 素 的 一 MENM K, = Ë 


证 :对 个 不 同 元 素 取 x 个 的 任 一 贺 排 列 , 均 有 种 不 同 的 方式 展 成 个 不 同 的 直线 排列 , 且 不 同 的 
圆 排列 展开 的 直线 排列 也 彼此 不 同 , 故 有 r: K, = P, 得 证 . 


$10.2 赛 题 精 讲 


1. 有 关 排列 数 和 组 合 数 的 计算 题 
例 1 GR nel 5 题 改编 ) 设 n = 1999, 求 下 式 的 值 . 


zü -303 + PC! - PCS + --- — 3PC!) 
【分 析 } +mxon—manatiywiym,yahaqmaGquqm MEREN DIANTNA. 
解 : 原 式 = = +V3i)" + (Q -BD 


TL By L d 
= tC Te ENE 
nz 1999r _ 1 


)"] 


例 2 〈1998. 全 国 高 中 联赛 试题 ) 从 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 这 10 个 数 中 取出 3 个 数 ,使 其 和 为 不 
小 于 10 的 偶数 ,不 同 的 取 法 有 多 少 种 ? 

解 :从 这 10 个 数 中 取出 3 个 不 同 的 偶数 的 取 法 有 C3 种 ;取出 1 个 偶数 和 2 个 不 同 奇数 的 取 法 有 
cich 种 . 

从 这 10 个 数 取 出 3 个 数 ,使 其 和 为 小 于 10 的 偶数 ,有 如 下 9 种 不 同 取 法 : 

(0,1.3).(0.1,5).(0,2,4).(1,2,3).(0,1,7).(0,2,6).(0,3,5).(1,2,5).(1,3,4) 

因此 ,符合 题 设 要 求 的 不 同 取 法 有 

+ CJC3 -9 = 51( 种 ) 
例 3 (1998. 全 国联 赛 试题 ) 在 正方 体 的 8 个 顶点 ,12 条 棱 的 中 点 ,6 个 面 的 中 心 及 正方 体 的 中 心 
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共 27 个 点 中 , 共 线 的 三 点 组 的 个 数 是 多 少 ? 
解 :分 类 来 求 , 两 端点 篆 为 顶点 的 共 线 三 点 组 共有 8& 3 = 28( 个 ); 两 端点 皆 为 面 的 中 心 的 共 线 三 


点 组 共有 3 个 ;两 端 皆 为 各 楼 中 点 的 共 线 三 点 组 有 二 关 3 = 18( 个 ), 且 没有 别 的 类 型 的 共 线 三 点 组 ,所 
以 共有 28 + 3 + 18 = 49( 个 ). 

[E] 这 种 计算 题 除 灵活 应 用 公式 ,更 重要 的 是 要 恰当 分 类 ,认真 枚 举 . 
2. 有 关 排 列 组 合 应 用 题 

解 排列 组 合 应 用 题 的 依据 是 加 法 原理 ,乘法 原理 以 及 排列 组 合 的 定义 ,关键 是 分 清 * 排 列 " 与 “组 
合 ". 常 用 的 方法 有 直接 法 间接 法 和 模型 法 , 解 题 要 特别 注意 限制 条 件 与 隐 含 条 件 . 

例 4 〈1993. 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 三 位 数 (100,101,…,999) 共 900 个 ,在 卡片 上 打印 这 些 三 位 
数 ,每 张 卡片 打印 1 个 三 位 数 ,有 的 卡片 所 得 , 倒 过 来 看 仍 为 三 位 数 ,如 :198 倒 过 来 看 是 861(1 倒 过 看 仍 
是 为 1); 有 的 卡片 则 不 然 , 如 531 倒 过 来 是 1 S, 因此 有 些 卡片 可 以 一 卡 二 用 , 于 是 至 多 可 少 打印 
KEH 

解法 一 : 

把 卡片 倒 过 来 仍 为 三 位 数 ,这 些 数 的 十 位 数字 只 可 取 0,1,6,8,9, 而 百 位 数字 与 个 位 数字 只 可 取 1, 
6,8,9, 这 种 三 位 数 共有 

CCIC} = 5x4 = 80( 个 ) 

但 其 中 有 卡片 倒 过 来 虽然 仍 为 三 位 数 ,但 与 原 数 相同 ,如 619,808, 等 等 ,这 种 数 的 十 位 数字 只 能 取 
0,1,8, 百 位 数字 可 取 1,6,8,9, 这 时 个 位 数字 就 随 之 确定 了 , 如 101,606,808,609,111,616,818,619， 
181,686,888,689, 共 有 CIC} = 3x4 = 12( 个 ) 

c 可 少 打印 的 卡片 数 至 多 有 二 (80 - 12) = 34 

解法 二 : 

…” 倒 过 来 两 用 数字 有 0,1,6,8,9 

o 由 这 些 数字 可 排出 两 用 的 三 位 数 . 

0) 无 重复 数字 的 三 位 数 有 

下 -4+5= 25 个 

(其 中 含有 0 的 三 位 数 有 106,108,109,608,908; 不 含 0 的 三 位 数 中 注意 619,689,916,986, 倒 过 来 
仍 是 本 身 , 故 为 P - 4 个 ) 

(2) 含有 两 个 重复 数字 的 三 位 数 有 606,119,191,911,166,616,661,881, 共 8 个 
(3) 含有 三 个 重复 数字 的 三 位 数 有 666 一 个 . 
数 共 有 25+8+1 = 34 个 

[E] 解法 一 是 运用 位 置 法 和 间接 法 相 结 合 的 方法 ;解法 二 是 运用 直接 法 ,两 法 均 为 解决 排列 组 
合 问题 的 通 法 . 

PMS 《1997. 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 设 ABCDEF 为 六 边 形 ,一 只 青蛙 开 
始 在 顶点 A 处 , 它 每 次 可 随意 跳 到 相 邻 的 两 顶点 之 一 , 若 在 5 次 内 跳 到 卫 点 , 则 —& 
停止 跳动 ;车 5 次 内 不 能 跳 到 也 点 , 跳 完 5 次 也 停止 跳动 . 问 : 这 只 青蛙 从 开始 到 
停止 ,可 能 出 现 的 不 同 跳 法 有 几 种 ? F| c 

【分 析 】 “把握 青蛙 跳动 的 可 能 情形 是 解 题 的 关键 . 

解 :由 条 件 ,青蛙 的 跳动 只 可 能 出 现 两 种 情况 A B 

《1) 跳 3 次 到 达 D 点 ,有 2 种 跳 法 ; 

(2) 跳 5 次 停止 (前 3 次 不 到 了 点). 注意 到 前 3 次 的 2 种 跳 法 中 ,有 2 种 到 图 1 -10-1 
达 品 点 , 故 前 3 次 有 2 - 2 = 6 种 跳 法 ,而 后 2 次 有 22 种 跳 法 ,因此 有 6 x 22 = 24 种 跳 法 - 

由 (1)、(2) 可 知 ,共有 2 + 24 = 26 种 跳 法 . 
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例 6 (1990. 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 8 个 女孩 与 25 个 男孩 围 成 一 圈 , 任 意 两 个 女孩 间 至 少 站 两 个 
男孩 ,有 多 少 种 不 同 的 排 法 ? 

解法 一 : 

假定 女孩 中 有 一 个 是 A ,对 任何 一 个 满足 要 求 的 圆 排列 , 令 从 A 打 
头 按 顺 时 针 方向 走 成 一 个 直线 排列 (图 I - 10 - 2) ,在 这 个 直 排 中 以 G 
代表 女孩 所 站 位 置 ,B 代表 男孩 所 站 位 置 ,这 样 我 们 得 到 由 8 个 G 和 25 
个 B 所 作成 的 这 样 的 排列 :排列 中 头 一 个 字母 必须 是 G, 排 列 中 每 个 G 
后 面 紧邻 的 两 个 必须 都 是 B 

G B B G B B B G B 
7 > A Ee 

让 每 个 GRET” 它 紧 后 的 两 个 B 而 写成 G ,这 样 我 们 得 到 由 8 个 G 和 25-2x8= 9 个 B 所 
组 成 的 排列 ,由 于 打头 的 必须 是 G ,所 以 排列 就 Clo- 

以 上 表明 男 、 女 孩 的 位 置 排列 共有 Cl, 种 ,对 每 种 位 置 排列 ,女孩 站 上 去 有 7! 种 方法 .(A 固定 站 首 
位 ) 男孩 站 上 去 有 25! 种 方法 , 故 总 的 排列 方法 数 为 


Cie7!25! = 16231 

解法 二 : 

将 8 个 女孩 给 予 编号 记 为 Gl, Ga,…,Gs, 从 25 个 男孩 中 任意 取 一 个 16 元 排列 , 设 为 8 = lezz 
al6| ,然后 记 为 wm = xz1G1z2,y2 = zx3G2x4,…,y8 = zlsGazxie- 用 这 6 个 y 和 其 余 的 25 - 16 = 9 
个 男孩 去 作 加 排列 ,共有 16! 种 办 法 ,由 于 8 的 到 法 有 PP = 全 :所 以 我 们 也 得 到 总 数 为 ]6351 种 

解法 三 : 

经 旋转 可 重合 的 排 法 应 认为 是 同一 排 法 , 故 可 考虑 让 某 女孩 A 固定 不 动 ,将 加 图 按 顺 时 针 的 方向 
拉 成 一 直 排 . 以 a ,6 分别 表 示 女 孩 与 男孩 , 先 从 25 个 男孩 中 选 16 个 与 8 个 女孩 组 成 “Ab” 和 7 组 *abb”， 
有 C 基 Pi. 再 把 剩 下 的 9 个 男孩 与 除 “Abb 外 的 7 组 "abb” 视 为 16 组 作 任 意 排 列 ,有 P 种 方法 .因此 ,不 
同 的 排 法 数 为 

CH. Ph P= Sa 

例 7 RU + 2x - 3z2)5 的 展开 式 里 xs 的 系数 . 

解 :因为 (1 + 2z - 3z2)5 = (1+ 3zr)5(1 一 工 )5 

= [1 + C4- 3x + C$ (3z)2+Ci(3z)3+…+C8(3z)6][1- Clr+ Cha? - Cha? + Chat - Cizs 
+ Chat] 

所 以 (1 + 2z - 3z?)s 展开 式 中 xs 的 系数 为 

1(- Cë) + 3C} : C$ + 3? + CRC- Cü) + 33C CE+34C8(- Cl) +35C8 1 =- 168 

【评述 】 本 题 也 可 将 (1 - 2z - 3z?)s 化 为 [1 + (2z - 3z2)]s 用 例 1 的 作法 可 求 得 . 

例 8 〈1986. 全 国 高 中 数学 联赛 试题) 已 知 数列 a0,a1,a2,…(ao 2 0) 满足 


aii tas = 2a; (i=1,2,3,-:) 


求证 :对 于 任何 自然 数 n, 

P(x) = aoCh(1- z)"+a(Clr(1- z)" '1+ayC12(1- z)"2+ + O'A- z) + aC" 
是 工 的 一 次 多 项 式 或 零 次 多 项 式 

【分 析 】 由 ai-; taa = 2ai la, 是 等 差 数 列 , 则 a, 
而 可 将 P(z) 表示 成 co 和 d 的 表达 式 , 再 化 简 即 可 . 

RAH a-i + api = 2a (i= 1,2.3…) 

所 以 数列 1a.1 为 等 差 数列 , 设 其 公差 为 4, 有 ai = ao+ id (i= 1,2,3,…) 

从 而 P(z) = a CY (1 一 z)"+(ao+d)Cir(1-z)r-1+(ao+2d)Czzrz(1 一 并 )"-2+…+(ao 十 
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1t+d=aotid (i=1,2,--), X 


nd) Cia" 
= al CACI - z)" + Che(1 — z)! + + C.*"] + dl + Che — zx)" + 2C? (1 - z)"22 + 
e+ nC" ] 
由 二 项 式 定理 , 知 
Co(1-z)"+Clz(1-z)r1+Czrz(1-z)"2+…+Czr=[(I-z)+zn=1 


1 
又 因为 RC = kn = D 


! E 

从 而 Clz(1 - x)" ! + 2C? (1 - x)? + t nO 

= nal (l — zx) + Cl z(1 — z)* 2 + = + a] 

= nz[(1 - z) + z]"”! = nz 
所 以 P(z) = ao + ndr, 当 d # 0 PR, P( z) 为 的 一 次 多 项 式 . 
当 d = 0 时 ,P(z) 为 零 次 多 项 式 . 
例 9 设 z = (15+ /220)" + (15 + V20)? RE z 的 个 位 数字 . 
【分 析 】 直接 求 z 的 个 位 数字 很 困难 , 需 将 与 z 相关 数 联系 , 解 化 成 研究 其 相关 数 . 
解 : 令 y= 15- /220) + (15 - /220)2,W z + y = [(15 + V220) + (15 + /220)2] + [05 

— V220)" + (15 - /220)2], A -AREMA IHESEWY n, 
(15 + V220)" + (15 - /220)" = 2(15" + C} + 1577? - 220 + …) 为 整数 , 且 个 位 数字 为 零 . 
因此 ,z + y 是 个 位 数字 为 零 的 整数 . 
再 对 y 估计 
5 

因为 0< 15 - /220 = I+ 7 


且 (15 - /220)% < (15 - /220)° 
FELLO < y < 2(15 - /220)!° < 2 x 0.29 < 0.4 


r. A 
<s = 0.2 


故 z 的 个 位 数字 为 9 
810.3 巩固 练习 
(一 ) 选择 题 
1.n 名 男生 ,m 名 女生 (m < n + 1) 排 成 一 纵队 ,使 任 两 名 女生 不 相 邻 的 排 法 共有 ( ) 种 
(A)P; ` Pin (B)PZ1: (C)P; - Pš (D)Cze。， Chon 


2. 一 个 非 负 整数 的 有 序数 对 (mm ,n) ,如 果 在 做 m + n 的 加 法 时 不 用 进位 , 则 称 (m,n) 为 “简单 的 ”， 
m + n 称 为 有 序 对 (wm + n) 的 和 , 则 和 为 1942 的 “简单 的 ” 非 负 整数 有 序 对 的 个 数 是 (  ) 

A.20 B.300 C.16 (D)150 

3. 集合 A\ 卫 的 并 集 A U B = |al,a2,as|, 当 A 关 B 时 ,(A,B) 与 (B,A) 视 为 不 同 的 对 , 则 这 样 
的 (A,B) 的 个 数 有 ( ) 


(A)8 B.9 C.26 (D)27 

4. 设 f(z) = z — 5x* + 10x? - 10x? + 5x +1,0 f(r) 的 反 函数 F (r) 等 于 
(A+ Yr-2 (B) +z 

(CO) -1+Yzr-2 (D1- Yr-2 

5.(/2 + 31% 的 展开 式 中 无 理 项 的 个 数 是 ( 。 ) 

A.84 B.85 C.86 (D)87 
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(二 ) 填空 是 

1. 从 给 定 的 六 种 不 同 颜 色 中 选用 若干 种 颜色 ,将 一 个 正方 体 的 6 个 面 染 色 ,每 两 个 具有 公共 棱 的 面 
染 成 不 同 的 颜色 , 则 不 同 的 染色 方法 共有 _ 种 . 

( 注 :如果 对 两 个 相同 的 正方 体 染 色 后 ,可 以 通过 适当 的 翻转 ,使 得 两 个 正方 体 的 六 个 对 应 面 的 染色 
都 相同 , 则 认为 是 同一 种 染色 方法 . ) 

2.(z + y + z) H, 项 . 

3. 8 个 女孩 和 25 个 男孩 围 成 一 图 ,任意 两 个 女孩 之 间 至 少 站 两 个 男孩 ,那么 不 同 的 排列 方法 共有 
种 (把 轿 旋 转 以 后 可 以 重合 的 两 种 排 法 视 为 相同 的 ). 

4. 二 项 式 (1 - 2x) 展开 式 中 的 第 2 项 小 于 第 1 项 ,但 不 小 于 第 3 项 , 则 z 的 取 值 范围 是 ， 

5. 楼 梯 有 10 级 ,上 楼 可 一 步 一 级 ,也 可 一 步 两 级 ,要 用 8 步 上 完 这 楼 梯 , 有 . 种 上 法 . 
(三 ) 解答 题 

1. 已 知 (zx + m)” 与 (mz + 12"(n € N,m € R Ë m Z 0) 的 展开 式 的 zx" 项 的 系数 相等 ,车 m 
> b 对 一 切 自然 数 都 成 立 ,求实 数 b 的 取 值 范围 . . 


2. 直 线 ! 与 圆 相 离 ,! 上 有 8 个 点 , 国 周 上 有 4 个 点 ,通过 任意 两 点 连 直线 ,最 多 可 以 连 出 多 少 条 不 同 
的 直线 ?最 少 可 以 连 出 多 少 条 不 同 的 直线 ? 


3. 从 1 — 100 这 一 百 个 自然 数 中 选取 20 个 不 同 的 数 ,要 求 这 20 个 数 两 两 不 相 邻 , 问 有 多 少 种 不 同 
的 选 法 ? 


4. 有 标号 为 1,2,3,4,5 的 五 个 红 球 和 标号 为 1,2 的 两 个 白 球 ,将 这 七 个 球 排 成 一 排 , 使 两 端 都 是 红 
球 


5. 用 比较 系数 法 证 明 : 


2 
Ci + 2C + 3CHa+ + Chaa = HH opt 
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LA 2.B 3.30 4A SA 6.302 7.C 
8. 设 会 英语 教师 集合 为 Y, 依 题 意 | Y 1 = 70; 会 俄语 教师 集合 为 R, 依 


题 意 | R |= 45 É 
会 英语 及 俄语 的 教师 集合 为 Y U R ,由 题 意 知 : | YU R 1 = 100,J Y 
N R 表示 既 会 英语 又 会 俄语 的 教师 的 集合 

RATAM I -D-1-1) 

IYURI=|IYI+IRI-IYNRI 

1YnRI=IYI+IRI-IYURI ar peri 

= 70 + 45 - 100 i 
=15 

该 校 教师 中 会 英语 不 会 俄语 的 人 数 是 

70-15 = 55( 人 ) 

9.D 

【说 明 】 可 直接 证 明 D 成 立 

AUB=AUC>AN(AUB)= AN(AUOCO>ANB=ANC 

10.…A N B = $,…A 的 非 空 真子 必 不 是 B 的 于 集 ,反之 亦 然 ; 只 有 $ 既 是 A 的 真子 集 又 是 B HA 
子 集 ,因此 ,MP N = | 外 

11.A 

12. -2 

13.12,5,8| 

14. 780 

18.2 >1Ra<-1 

16.B 

若 两 个 三 角形 全 等 , 则 其 对 应 边 相等 ,面积 也 相等 ,所 以 甲 是 乙 的 必要 条 件 . 

如 图 I - 1- 2,AABC 中 ,AB > AC,M 为 BC 中 点 , 则 AABM 和 
AACM 中 AM = AM, BM = CM, Saam = Saam q 

但 AABM 与 AACM 不 全 等 ,因此 甲 不 是 乙 的 充分 条 件 . 

17.C 

Bp -是 偶数 Sp, 有 相同 的 奇偶 

18.B 

由 于 时 "成 立时 ,* 乙 "不 一 定 成 立 (例如 a = 3,6 = 2 时 甲 成 立 ,但 己 不 “ 
成 立 ) ,因此 可 知 * 甲 " 不 是 * 乙 " 的 充分 条 件 . 图 1-D-1-2 

接着 看 " 乙 ” 在 什么 情况 下 成 立 , 很 明显 , 当 且 仅 当 a > 0 且 b < 0 时 “ 乙 " 才 能 成 立 .由 此 可 知 ,“ 甲 ” 
是 “ 乙 " 成 立 的 必要 条 件 . 综 上 所 述 ,“ 甲 "是 “ 乙 ” 的 必要 而 不 充分 条 件 . 

19. -2 

解 :由 集合 相等 知 , 两 集合 的 元 素 相同 ,这 样 ,M 中 必 有 一 元 素 为 0, 又 由 对 数 的 定义 知 zy + 0, 


Page WEEN 


过 ,y 不 为 零 ,所 以 lg(zy) = 0,zy = 1 
M= {zx,1,01,N = {0, 1z 1E} 
再 由 集合 相等 知 


z=lzl, [+= L 
人 对 
CER isizi 


但 当 x = 1 时 ,将 二 同一 个 集合 中 元 素 的 相 异 性 矛盾 , 故 只 有 z = - 1, 从 而 y = - 1, 于 是 


ai + Yw =-2 (k=0,1,2,=-) 


m+ =2 G= 12, 
故 所 求 代数 式 的 值 为 - 2. 
20. 答案 :a 的 值 为 2 + V2 或 /2 


解 :点 集 A 是 由 项 点 为 (a,0),(0,a),(- a,0),(0, - a) 的 正方 形 的 四 条 边 构成 (如 图 I -D-1- 


3) 
将 1zy 1+1=1z1+1y |1, 变 形 为 ; 
(1z1- (ly1-1) = 0, 所 以 ,集合 日 是 由 四 条 直线 x =+1,y = 
+ 148958. x=-1|7] 1x=1 
RIEA N B 为 正八 边 形 的 顶点 所 构成 ,只 有 a > 2 或 1< a < 2 这 
两 种 情况 . 
(1) 当 a >2 时 ,由 于 正八 边 形 的 边 长 只 能 为 2, 显 然 有 /2a - 2/2 = 
2, 故 e =2+V2 
(2) 当 1 < a < 2 时 , 设 正八 边 形 边 长 为 1, 则 
los’ = 2 44 = 2V2 -V5, 这 时 a = 6. 
综 上 所 述 ,a 的 值 为 2 + /2 或 /3.( 图 中 :A(2,0),B(2 +VI,0)) 图 1-D-1-3 
21.A 
解 :对 NN PETER u, A 
u = 20p + 16q + 12r = 12r + 8(2q) + 4(5p) € M 
从 而 NE M 
另 一 方面 ,对 M PEER u, t 
u = 12m + 8n + 41 = 20n + 161 + 12(m - n -IEN' 从 而 MSN, 故 M= N 
22.B 


解 :lg(za+ 4 + 4) = grtet E = syz >0,y>0 
由 均值 不 等 式 


TE oTe ENEE oC) = ay 50% 


上 式 等 号 成 立 , 解 此 二 方程 得 


故 点 集中 有 惟一 点 为 


JF ,YD 

23.n=32 

解 : 根 1+3+5+… + (2n -1) = n AR n 组 最 后 一 数 即 第 n? 个 奇数 2n? - 1, 可 见 有 不 等 式 

2(n-1)2+1<1991<2n2-1 

由 前 一 不 等 式 得 (n - 1) < 995, 故 须 n < 32; 由 后 一 不 等 式 , 须 满足 2n? > 1992, 有 n >32, n 
= 

24.D( 图 I-D-1-4) 

解 :由 | tgry |+ siaz = 0 得 tgry = 0,sinrr = 0 2 

“y= klk € Z),z= = k(k € Z) 

XH z+ y: < 2 

k =-1,0,1,k' =- 1,0,1. “WT 

如 图 ,共有 9 个 点 ,因此 答案 是 (D). ul: 

25.D 

解 :已 知 AU B = |a1,a2,a3| , 则 作为 其 子 集 的 A、B 最 多 只 有 3 个 


ËR. 
(A = lanana MAREEN B TURER REMER 图 工 - 吕 - 工 4 
的 集合 ,或 是 二 元 素 的 集合 ,或 是 三 元 素 的 集合 ,这 样 的 B 有 C3+ C)+ C3+ C3 = 23 个 ,这 时 (A,B) 有 
G-r. 

(2) 车 A 为 二 元 素 的 集合 , 则 有 (3 种 ,其 对 应 的 B 的 2 个 (C3+ C) + C3 = 2?), 这 时 (A,B) 有 C3 
22 对 . 

(3) 车 A 为 单元 素 的 集合 , 则 有 CI 种 ,其 对 应 的 B 有 2 个 ,这 时 (A、B) 有 C) - 2 对. 

(4) 车 A 是 空 集 , 则 有 C3 种 ,其 对 应 的 B 有 一 个 ,这 时 (A,B) 有 C9 + 1 对 . 

o 这 样 的 (A,B) 共有 

GPA- +C L =? = 27 个 ,因此 答案 是 刀 . 

26.C 

当 a,b 不 同时 为 零 时 ,asinz + bosz + C > 0 e° 

SV a?’ + bisin(z +4) +C >0 

c © 
Vato 
而 @ 式 成 立 的 充分 条 件 是 - <- 1,BD/ a? + 2 < C, 当 a,b 同时 为 零 时 ,此 时 不 等 式 


Ssin(z + 4) >- 


5: 
成 立 的 充 要 条 件 是 C > V az + 82 IAEF C th, kG C 
27.B 


C: hAg A C B 
2a + 123, a: 
Jx -5<2, 
3a -5>2a+1 
解 得 :6 过 a 之 9 
28.D 
如 图 I -D-1- 5C 与 a,6 都 相交 ; 故 命题 I 不 正确 ;又 可 以 取 无 穷 多 个 平行 平面 ,在 每 个 平面 上 
取 一 条 直线 , 且 使 这 些 直线 中 的 任意 两 条 都 是 异 面 直线 ,从 而 命题 [ 也 不 正确 . 
29.D 


解 :由 /一 2 过 0, 得 z=2, 故 A = 2; 由 102-= = 10z 得 z?-z-2=0, 故 B= |- 1.21, 
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W A N (CRB) = $ 


30.C a 
因为 方程 +? -3z -az+2=0 的 A= 1 + 442 > 0, 所 以 方程 有 两 个 Z Z 
不 等 的 实 根 ,于 是 M 有 2 个 元 素 ,其 子 集 个 数 为 22 二 4. SU SS 


第 二 章 图 I-D-1-5 


(一 ) 选择 是 

1. 答案 :C( 图 I -2-1) 

解 :由 图 直观 可 见 , 曲线 上 A 点 纵 坐 标 为 f(z),B 点 纵 坐标 为 
FO) M 点 纵 坐 标 为 7( 王 却 Y),A,M,B 应 为 共 线 ,只 有 线性 函数 才能 
满足 这 一 要 求 , 故 排除 A,B,D, 选 择 C. 

2. 答案 :C 

Mfl) - 4 = asinr + b Íz, Ë f(z) - 4 为 奇 函数 . 这 样 
fl- z)-4=- (flx) - 4), Ë) f(z) + f(— z) = 8. 由 于 igg = 


Tal = 一 lglogs1, 故 有 


fllglg3) = f(— lglogs") = 8 — f(lglogs") =8-5=3 

3. 答案 :C 

解 :由 已 知 (1),f(10 + (10 - z)) = f(10- (10-z))， 

“f(z) = f(20- z) . 

又 由 (2), 有 f(z) =- f(20 + z) W| 

(40 + z) = f(20 + (20 + z)) =- f(20 + z) = f(z), 

cfl) 是 周期 函数 . 

H flx) = f(20 - z) M f(x) =- (20+z) 得 

f(- z) = f(20 + z) =- f(x), 

flr) 是 奇 函数 

由 此 ,f(z) 即 是 奇 函 数 ,又 是 周期 函数 , 选 C. 

4. 答案 :B 

解 : 令 z=1, 则 f(D+ f(y) = f(y+ 1) - y- 1, 

“fly+1)-/(y)= y+2, ° 

令 y = 1,2,3,…,y - 1, 并 将 诸 式 相 加 ， 

得 /(y) = A, ° 

对 任意 y € N,@ 式 都 成 立 , 若 f(y) = y, 

My? +3y-2= 2y 

解 得 y =- 2,y = 1… 对 任意 n ENH nZ 189, f(n) = n 无 解 . 

对 公式 四 取 y = 0, 得 f(0) =-1;:R y =- 1,88 f- 1) =-2. 从 而 /(-2) =-2,f(-3)=-1, 
fA = 1. 

再 由 四 式 ,?<-4 时 ,fy) > 0, 即 mn< 48, f(n) £ n HRE n =- 28, f(—2) =-2, 选 B. 

5. 答案 :B 


解 :由 lg(z3+ 本 + 本) = lgz +lgy 得 
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t+ = z>0y>0 
由 均值 不 等 式 有 


当 且 仅 当 z3 = Ty = 二 时 ,等 号 成 立 . 
B, B 


即 z = Gy = ;3 时 等 号 成 立 . 


+ 点 集中 有 惟一 的 一 个 点 ( 邓 , 闻 ) 

6. 答案 :C 

解 :由 已 知 f(1) = a - c, f(2) = 4a — c 

“a = FUD - fD = F - 400) 

se 0 LS 

$s- $w 

P E PE xC D 

即 -1< f(3) < 20% C 

7. 答案:C 

解 : 依 题 意 可 作出 函数 图 形 如 图 I - D - 2 - 2 由 图 形 可 得 : 
f(z)=3-lz+11, 选 C 

(二 ) 填空 是 

1. 答案 : - 2. 

解 :由 M = N, 及 对 数 的 定义 ,有 zy > 0, 故 Ig(zy) = 0, 因 此 有 zy = 
1, 于 是 1z1= 1 或 y=1 

当 Izl=1 时 , 因 z 天 1, 故 z=-1, 这 时 y>=-141 

当 y = 1 时 ,由 zy = 1, 得 z = 1, 不 符合 要 求 .…z =- ly =- 1, 
于 是 


2 


图 1-D-2-2 


1 2, 1 
-i = 2, +— =2,k = 1,2 
s = +š 


zt) + (z+) +t) =-2 
y y 
2. 答案 :B 
解 : 设 y = 1(z),z = f(y),w = f(z), 下 面 分 析 z 由 0 到 1 变化 时 ,y,z,w 的 变化 情况 : 


zi 于 ~1 


2 

sost 
yl 一 广 一 0 一 六 一 1 

0 1 .. . 1. E 
z1=5 >07 二 0 一 立 一 1 


ww: 一 0 一 1 一 0 一 1 一 0 一 1 一 0 一 1 
因为 ~” 表示 的 变化 是 线性 变化 ,而 且 是 非 负 实数 范围 内 变化 , 故 w = (7(7(z))) 的 图 形 如 图 
D-2 -3 所 示 ; 显 然 w = f(f(f(z))) 的 图 形 与 w = 立 的 交点 有 8 个 , 即 FC7(J(z))) = += 9988 


有 8 个 . 
3. 答案 :1995 
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解 : 设 FL1) = e fm) = n,W| 

Sn) = f(f(m) + f(m)) = 2m |° 

特别 ,m = 1,n = (B. 

Ku) = 2 ° 

下 面 证 明 : = 1, 和 否则 , 设 : = b +I EN) ER S) = c € 
N, 则 f(2c) = 26, 且 

2e +2, = /(f(2e) + f(21)) = f(2b +2) = f(21) = 2 

B ctrl FA TERN 


Sin) =n 图 

W fln +1) = ff(n) + f(D]=n+1 图 I-D-2-3 
所 以 @ 式 对 一 切 自然 数 都 成 立 ,于 是 f (1995) = 1995 

4. 答案 :9 

解 :将 原 不 等 式 写 为 


F: # 1 E3 ` 3 Z=; >K xi 1 1 x 
" o 
bgm ogos bgg bg xi) 


即 一 1 sek 1 

z = 2 

logis z, gs logos 
á A 


em Z2 + logion ZE + base Z2 

$ n = lay Zeta = basa Z sts = logos Pa 
则 原 不 等 式 可 化 为 

rnr Erts SKAF 


y 
Ca++ D+ +t) 23Ynan.3 T: L k =9 
等 号 在 n = n = ts Bf ro, rimay 成 等 比 数列 时 取得 , 故 K 的 最 大 值 是 9， 
5.838442) € N) 
M: HO) > 0, -.H(n) > 0, 将 原 方程 两 边 取 对 数 ,得 lg(H(n + 1)) = 去 lg(H(n)) + 12 
+ Gln) = lg(H(n) 则 Gln+D) = T G(n) + 12 
GCO) = 1 从 而 G(x) - 212 = (1 - 2lz2) 中 ”, 故 
G(n) = Ag + (1 -2lg2) 3 
= hD 
Ha = 4 由 (rn € N) 
(三 ) 解答 是 
1. 证 明 : 由 0<a<1,a > 0,a” > 0 # 
tPS V 2 = 2 a 
HAT loga (a? + a”) < ba,(2 V °>) = logs2 + Z3 
FENHA r+ <+ 
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z+y= ++ (<+ 


等 号 在 = 二 (此 时 y eNA 

“log, (a" + a”) < loga2 + š 

2. 答 案 :a > 0,.6< 0,c > 0 

解 :由 原 题 图 可 知 , 当 z —+ co 时， 

y—>+ o, ġa >0 

当 z=0 时 ,y>=c>0 

又 由 图 象 可 知 ,方程 ar* - zz + br + c = 0 有 了 两 个 实数 根 x1,z2, 且 0 < zl < 1 < zz, 于 是 由 


axt- zl2+bri+c=0， ° 
ar, — x? + bxs + c = 0, @ 
D-H alrt- zz!) - (z — 12?) + blz — za) = 0 
cala + r)a? +z? -1)+b=0 @ 
wa >O, taOl, +r- 

“由 四 可 得 b < 0. 


3. 证 明 :方程 /(z) = pz + q 有 解 等 价 于 直线 y = pz + q 与 方程 y = f(z) 的 图 象 有 交点 .假设 对 
某 个 zo, f(zo) < zo?, 则 点 (zo,7(zo)) 在 抛物 线 y= z2 的 下 方 , 故 过 点 (z0,f(zo)) 可 引 一 条 不 与 
物 线 相交 的 直线 y = pz + 9, 这 时 f(z) = pz + q fii zo fB = = pz + 9 无 解 , 故 对 任意 2, (z) > 
如 ,又 设 过 抛物 线 上 的 点 (zo,z?) 的 切线 为 y= pr + 9( 这 里 p = 2zo,q = — 20?) WIPE 2? = pz + 
q 有 惟一 的 根 zo, 且 对 一 切 工 藉 zo, 有 1? > pr + 9. 因 此 ,对 一 切 天 ro, fla) >x? > pr+g, 这 样 ， 
如 果 对 加 有 7(zo) > zo? 的 话 ,就 有 对 一 切 z, (z) > pz + q 成 立 ,显然 这 与 已 知 矛盾 . 

由 此 ,对 一 切 z, (z) = = 

4. 证 明 : 不 妨 设 0 < b < a, 令 z = £ , 则 所 证 不 等 式 等 价 . 


UED < nz < 1 其中 z>1 


*+4 

考虑 函数 /(z) = Inz — AD 
_ (z- 12 

其 导数 为 /(z) = ED 


z > 1 时 ,f(z) > 0, 故 (z) 在 区 间 [1, + °°) 上 为 增 函 数 . 
RSO) = 0,… 当 z > 1 时 ,7(z) > 0, 即 当 z > 1 时 ,lnz > ED ay n/a < ab 


A zi 
类 似 的 可 证 nz < 2 —1 成 立 , 故 原 不 等 式 成 立 . 
y FEE ER et 
A maa = mT + F055 >t +FO + f0), P (n) = Ga -D7 + 
n-1)+ 
x 1 pg 
G) = aG PGD RO (0) +2x 
~. ft (1000) So a 25 + 2000 = 2025 
~. f (1000) > 45 
2 000) S Vrz 15 
<. f (1000) = 


1 1 LA 1 
Fow ° was + FU F9 PO 


10038 
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+ (0) + 2000 < 500 Caer r: 00 + 25 + 2000 
= 8 + 2025 <452+0.1x2+45+0. 
= 45.12 

“45 < f(1000) < 45.1 


X 
ju 
地 


(一 ) 选择 题 

1. 答案 :B 

解 : 设 S, = amsi t Qm+2 十 … + amim 

由 已 知 有 S, = 30, Sım = 100, 则 S”,, = 70 
RE EAE EE P 

易 知 Sms S'om» Sam 成 等 差 数列 

S, + Sy, 

“Sm = 140-30 = 110 

H Sam = Szm + S'y, = 100 + 110 = 210, 选 C 
2. 答案 :C 

解 : 据 等 比 数列 的 通 项 公式 a, = 1536 - (- 二)” 


前 项 之 积 = 1536" x (一 十) 
= = 
由 (一 JF 的 指数 可 知 , 当 为 9,12,13 时 ， D 为 偶数 , 则 Io. Miz Mis 的 值 为 正 ,而 
为 负数 
n 只 需 比较 Mo, Ii, 的 大 小 . 


pt s=3 a-saut 5 )=+ 
an= an 3) =- Fan = an (O4) 3 a 
Hawan = CIDOC 
“H < Ho 
又 -0<aas<l…Ina=aa' l < In 
N llo 最 大 , 选 C , 
3. 答案 :C 
解 :由 已 知 3(a,w1 -1) =- (a, + 1) 
i 
me =- 十, 且 a1 =9,a1-1=8 
“数列 |a。- 1 是 首 项 为 8, 公 比 为 -十 的 等 比 数列 ` 
s1- C 1] 
nS n = — =s 6 1 
1++ 
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2 IS,-n-61=6x4 


要 使 | S, -m -61< ghs BME 3"! > 250 > 3 
即 n-1>5,n>6 

故 = 7 时 ,满足 要 求 , 选 C 

4. 答案 :D 

解 :由 已 知 25 = Z al ag "ag arg” 


“a= a," q=22 = 4 

设 被 抽 去 的 项 为 c。= arq", M 

D = Sa ag = Va 

“a0 gn = 20 gn = 29 = 445 

“n = 56 - 45 = 11, 即 被 抽 去 的 是 第 11 项 , 故 选 D 
5. 答案 :C 

解 : 设 等 差 数 列 首 项 为 a, 公差 为 d 

REA na + DD.d = gp 


Bh[2a + (n - l)a]n = 2x972 
n 2 3(n EN), 而 97 是 素数 
C 数 ”的 值 只 可 能 为 97,2 x 97,972,2 x 97? 四 者 之 一 . 
# d > 0, 则 由 他 式 ,n(n 一 1) < nln -1)d <2x 9P 
故 只 可 能 有 n = 97, 代 和 人 四 式 ,a + 484 = 97 
n=97 n=97 
A =1 af =2 
a=49 
有 两 组 解 
著 d = 0, 则 人 式 可 化 为 na = 972 


97 n = 972 
a 对 


a=1 


a= 49 a=1 
有 两 组 解 
则 符合 条 件 的 等 差 数列 共有 4 个 , 选 C 
6. 答案 :C 


maea eta 169. 则 


entau = entes - 13 
i 


=15x13=195 选 C 


解 :由 已 知 alt+ b=1+b = 3,-.bi = 2 
aa+b=1+d+bg=1l2,d+29=1l 
as t b5 = Í + 2d + bg = 23,2d + 2q?`= 22 
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“q 0,88 q = 2,4 = 7 
“d+g=9 


2. 答案 :下 ,二 
解 : 设 子 数列 的 首 项 为 去 , 公 比 为 去 ,(k,t EN) ,所 有 项 的 和 为 S 


3. 答案 :3" 

解 :利用 不 等 式 a + b+ 23 yaK (a,b,c 均 为 正 数 ),2+ wu = 1+1+a 23Jl1+1:+a(i = 
n) 

“(2+ ai)(2+ aa)…(2+ an) 23" Yar aran = 3" 

4. ER 

解 : 设 两 个 数列 的 公差 分 别 为 4,a” 

则 y- z = 4d = 34', 


. 4.3 
S N 

bb 2... 4-2 
Td 283 = 23 
5. 答案 :27 


3 
解 :由 题 意 ,r € Q, 即 有 互 素 的 正 整数 p,qg(g > 户 过 2) ,使 > = p" a= ar = s$ 
a(€ Z, -a 是 p 的 倍数 . 
故 可 设 ai = kp3(k 是 正 整数 ) ,于 是 a = kg? 
` q > 户 之 2, 故 为 使 a4 最 小 有 = 1,9 = 3, 此 时 a, = 27, 此 数列 为 8,12,18,27. 
(Z) 解答 题 
1,(n=0) 
He -12, n € N) 
解 :将 原 式 变形 ,V a, an2- 2an- = V ani * as- 两边 同 除 以 Van-iv an- 得 


s E Re 
YE : e 


1. 答案 :an -| 


将 @O@xl+@x2+ 田 x2+…+ GDx2" 2 得 


AJ. - 21 E =1+2+22+ + 252 
Gn-1 ao 


vazal 


Dal gE 142+ +2? 2 1 
n-i 


a, = (2" - 1)?an-1 
= (2" - 12(2""! ~ 1)%an-2 


ie -1 
ri 


位 =0) 
则 as =$ 
“Te uo e s 


2. 答案 2- a 
解 : 设 第 一 行 的 公差 为 4, 各 列 的 公 比 为 9, 则 


au = an 'q = (at+3d).9g=1 


an = (an + d) : q° 
3 


as = (an + 24) + g? = aa + dq = 16 


1 
于 是 dg? = 16 


解 得 9 = 十 Cek) 
“a= d4=4 =+ 
35 1<k< nm, 
ay = a"! 
= [an + (&- a]: og! 
= nd 去， 
cS = an tan tant +a, 
二 np 
=Y +2-2+3-3 t" +n. 
PARE RS REE pe | 
X25=7+2 +3 teta pi 
人 
将 两 式 相 减 ,得 方 S = T trt tani 
140-1 
Se) 
1 ri 


Ey PE Ly Is 
= (1 z) 


paa 
i VOTE E T 
2 
3. 证 明 :n = 1 时 ,ai = a? (a, > 0) 
al = IRE 


假设 ”= 时 ,命题 成 立 
N a 

M a? = (D a)? Ba = AG = 1,2,,k) 
a = 

当 n = k+ 18, 


A z 
即 27o3+ abn = (Da + ai)? 
人 ú 
¥ 
“ala = 2an Par + abr 
加 
; 
ma = GD eo, = iG = 1,2,.,K)] 


ako = k(k+ Larsi + abs lars > 0) 
cala- ai = k(k +1) = 0 

解 得 uri = k+1 (Gas = 一 不 会 去 ) 
BOH n = + 1 时 ,命题 成 立 . 

MD n € NBf.a, = n 

2 (n=1) 


4. 答案 :(1)av qa (n>22) 


(2)3 

解 :(1)S1 = al = 2,S, = zape 

an = S,- Sa = 2t -ehya 
=p -3) 


=- 4" 
2 (n=1) 
asla (n>2) 


(2), = aS, =- AAD AEn 22) 


=- g( 4o- 
=- 8 


: : -84 
lim 375; = a1Sı + lim 318; = 4+ 1 =4-1=3 
ma = sx 
9 


sama C) 
解 : 设 A 的 公差 为 4, 则 1 过 d S -1 分 两 各 情况 
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(1 设 AARIS < 号 时 ,公差 为 了 的 数列 A Rd NAA + 1< d Sm 一 1 时 ,公差 为 < 


的 数列 A 有 (n - d) 个 ,这 种 A 共有 :1+2+…+ 吕 + 和 +2+…+[n 一 (至 + DD] 


(2) 设 为 奇数 , 当 1 < d 过 一 时 ,公差 为 4 的 A 有 a 个 


当 2 和 之 d 之 n-1 时 ,公差 为 4 的 A 有 nd 个 . 
… 这 种 A 共有 


n-1 
2 


1+2+ + 


+1+2+ + 


综合 (1)(2), 这 种 A RAE) +. 


(一 ) 选择 题 

1. 答案 :D 

解 :由 条 件 甲 知 ,a > 0; 而 由 条 件 乙 ,a € R( 可 正 可 负 ). 所 以 ,由 条 件 甲 推 不 出 条 件 乙 ,由 条 件 乙 也 
推 不 出 条 件 甲 , 故 选 D. 

2. 答案 :D 


解 :7(z) MEREL- 1,1] ,此 时 - F < arctanz < $, 


arctanz 和 arcsinz 是 单调 增加 的 ,因此 /(z) 的 值 域 是 [- =, 
3. 答案 :B 

解 :由 已 知 有 logsz? = logs(4z — 4) 

=4r-4 (z>1), 解 得 x = zz=2 

“C= 2A,sinB = 2sinA 

HA + B + C = n, 443A + B = x, 于 是 

sinB = sin3A = 3sinA — 4sin3A 这 样 就 有 2sinA = 3sinA - 4sin? A , 即 
sinA(1 - 4sinA) = 0 


nha aja 
Ë 
Ë 
g 


Ti sinA #0, csi? A = 二 ,snA = + 
“A = 30", 从 而 C = 60°, B = 90° 

A ABC 是 直角 三 角形 但 不 是 等 腰 三 角形 
选 B 

4. 答案 :C 

解 :采取 排除 法 


HT < LAI osl < sinl < 1 < tanl, 从 而 


logsatan1 < 0,loguitanl < 0,logsacos1 > 0,logsusin1 > 0, 于 是 排除 A、B. 
又 由 logusinl < logosi cosl = logsusinl1 < logini cosl 

于 是 排除 D, 即 选 C 

5. 答案 :D 
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M:a € (FoF) 0< cosa < sina < 1 
H y = (cosa)“ ÈR 上 的 减 函数 知 
(oosa)? < (cosa )*“ 
由 y = z@* 是 (0, + co) 上 的 增 函 数 知 
(cosa)sw < (sina)™ 
综 上 有 (cosa)am < (cosa)™ < (sina)™ , BJ% D 
(二 ) 填空 题 
45 
1. 答案 : 9 
解 lsin 呈 (1+ omb) = 2sin Loo? 2 


i 


其 中 等 号 成 立 的 条 件 是 2sin? 名 = co + 


即 9 = 2aretanV5, 故 sm + (1 + cosg) 的 最 大 什 是 等/3 
2. 答案: — 2arctan2 

解 :由 于 要 求 fC) HAER, t 

f(0) = arctan2 + c = 0, 即 c = — arctan2 


下 面 证 明 f(x) = arctan 2 二 2 _ arctan2 WARM. 


1+4zr 
2-2z _ 
1 4 
tgf(z) = nii =-2z 
1+4z 
“z € (- Th) 时 ,7(z) = - aretan2z 为 奇 函数 


3. 答案 :1 
解 :由 已 知 得 zx? + sinz = 2a = (— 2y)? + sin(— 2y) 
$ fü) = + sin M (z) = /(-2y), 易 知 ,f(z) 在 [~ EE] ABRAR z=- 2y, 
即 z+2y=0 
“os(z+2y)=1 

1 
LERT 
解 ! 易 知 = c -a = h a ati 

sinC - sinA = sinAsinC 

由 条 件 知 A + C = 120", 根 据 上 式 得 


2sin CZA AT C = LlC- A) -sm(A+O)] 


2sin £3 cas60' = 去 [es(c - A) - ssl20'] 
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Min CFA) + sn -3=0 

解 得 sin CoA. L (G | € -i 22) 
56 

5. 答案 :55 
z 3z 

解 :… 4 <a< 4 


-至 < 于 -ae<0 则 sn( 于 -ao) =- £ 
“O< <£ 
. 3n Ç 了 3 12 
ag < £ t B < x, cos(° + 0) =- 15 


“sin(a + B) 


=a + 80 +- Z) 


=- [Ep E- a)) 


4 

=- os(3E + p)eos(É — a) — sin(2E + p)sin( $ + a) 

-5 x - 34) = 5 

13 (- $) = 65 

1. 证 明 : 依 题 意 有 
z = cos(y + z),y = cos(z + r),z = olx + y), 
z- y= oly + z) -cos(z+z) = 2sin 亚 士 区 2ssin 开 了 © 
viin HHE <i, in EA < LEH y) 
-H(A y) th ORA 


lz ?和 21sin 王 YI<1z 一 31 


矛盾 , 则 x = y, 同 理 可 证 x = z, 于 是 
z=y=< 
2. 证 明 : 设 sin20° = d 


“sin60" = 3sin20* - 4sin?20, ~. B- 


2 3d -4d3 
Wad’-3d +G =0 
考虑 函数 /(z) = 42) + 3x +M d 是 7(z) = 0 的 一 个 根 .由 于 


CD = 1 <o, 0 = 8 >0 


1, _ 22/3- 46 7, _ 1000/3 — 1757 
f3) = > 0, yG) = Oo <0 


PE] PE] 


f(h)= 2 -1<0./0)= +10 


又 由 于 f(z) HERS = MESHE fC) = 0 在 区 间 (- 1,0), G 和 (十 ,由 中 
恰好 各 有 一 个 根 . 
由 于 0 < sin20" < sin30' = 去 , 故 d 应 在 区 间 (二 , 动 ) 内 , 即 二 < sin20" < Z 
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3. 证 明 : 为 了 证 明 所 给 不 等 式 , 先 证 以 下 不 等 式 
sinr<r<itgr, z€ (0,22) OO 


y 
如 右 图 ,在 单位 加 中 B 
` Saoap < Sagor < SAaaT， 

Z basu A ¿oa 

“ZOA MP < 2 < > OA AT, 0| 


Loa. Lct: 
14-7 0A- MP < >z < >OA - AT 


B| sinz < zr < tgz 


由 四 可 证 得 = ÑE 《x € (0,7) ERER, 
下 面 用 " 增 量 法 " 证 之 

i> Oz E (0,7) + € (0.2. 

sinz _sin(z +t) 

x r+ 


_ (= + t)sinz ~ zsin(z + t) 

= “(r+ t) 

_ Zsinz(1 ~ cost) + (tsinz — rcoszsint ° 
s alax +t) 


mmI-D-4-1 


由 z >0 z+:>0 sinr>0，1-cast>0t>sint 及 sinr > zcosz( 由 tgz > x, MSI > 


工 而 得 ), 可 得 @ 的 右边 大 于 0， 
sinz — sin(z + £) 
有 
即 y = SDE, r € (0,7) 是 减 函数 
将 原 不 等 式 变形 为 3x - 4sinz — 二 sin2z > 0 


引进 函数 /(z) = 3z - 4sinr - 到 sin2r = zx(3 - 4 Sm - Sa) pine Se 


(z€ (0,3)) 


为 大 函数 知 ,3 一 4 SE (0, E) 内 的 增 函数 ,于 是 fC) (0, 2 ) ARME, LACO) = 0, 所 


以 ,对 任意 = € (0,22) EJ (z) > 0, 也 即 原 不 等 式 成 立 . 
4. ERN 
解 :F(x) = 1Visin(2r+ Ẹ) + Ar +B 1 
当 A = B = 0 时 ,F(z) = | VŽsin(2z + +) I<V2 
等 号 在 zi = Ea = 等 ,x3 = E RAA, 
"JŽ E A = B = 0 时 下 (zx) 的 最 大 值 . 
下 面 证 明 , 它 是 最 大 值 中 最 小 的 那 一 个 . 即 有 
max F(z) > VI, 其 中 A?z+ B #0 
<<. 
G) 5. A = 0,B Z 089 


max F(z) = max IVŽsin(2z +4) +B 1 
< < x< < 


=+ Bi> 2 
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D 式 成 立 . 

(2) 当 A >0,.B>08, 

VFO) =+ -TA+B >Ó 

SORRI. 

(3) 当 A >0,B < 0R, 

(1) 著 181< A.M > A+ B > 0, 于 是 

FP = Vi+ A + B > 

OD#I B> AM IB I> SEA EA 4 B < 0, 于 是 


F(E) =I-J2+ EA +B > 2 

… 总 有 DORRI. 

(4) 当 A < 0,B<<0 时 ， 

r&s J+ A+ B I> 02 

SORREL 

(5) 当 A < 0,B > 0 时 ， 

( 门 着 日 <- 等 A, 则 等 A + B < 0, 于 是 

rŠ) = -+ EA +B > 2 
(D#B>-ŽAMB>-ZAMZA+B>0 


FEF) =1V23+ 生 A+B1>Y2 
… 总 有 DORRIT. 
综 上 ,Q 式 成 立 . 
5. 证 明 :由 2sim?zx + sinzy = 1, 得 cos2z = sinzy > 0 
0<2z< -FMO < 1 
WOL x,- 2sin? + sin? y < 2sin2zz + sinzy = 3sin20 
BJ si y < si 0 
y< 9, 则 有 
0<y<0<zr< yn 2 
由 2sin?zx + sirzy = 3sinzb, 得 
2(simzz — sin2g) = sin?0 — sin? y 
BJ 2sin(= + 0)sin(z — 0) = sin( + y)sin(0 — y) 
即 2sin(z — 0) _ sin(0 + y) 
sin(0 — y) ` sin(x + 0) 
于 是 2sin(z ~ 9)oos(z — 6) _ sin(O+ y)oos(x ~ 0) 
sin(g — y) sin(x + 0) 
由 四 知 ,0 - y,9 +y,z- 0,2z - 26 均 为 锐角 ,上 且 9+ y < 0 + z, 则 
sin2(z ~ 0) _ inl + yjoslz -9) < | 
sin(g 一 ?) ` sin(z + 0) 
于 是 sin(2x — 20) < sin(0 — y) 
“2r -20< 0- y,BD2z + y < 30. 


第 五 章 


1. 如 图 I -D-5-1, 设 GH = a GB,FH = bFD,#AH = AG + a GB = AF + bFD,X.AG = 
ee anane Su 
7 AB,GB = FAB+3BC=7AB+3(AC- AB) = -3 AC - AB, 同样 ,AF = 2 AC,FD 
让 -工人 站 上 二 和 企 < 3 
= $ AB - ç AC,48-> AB + a ($ AC - ç AB) = + AC + b(+ AB - $ AC) 

l_a _2b)4B = (1 _ b _2a) AC.IBAB,AC 
m - £ - 22) AB = (+ - $ - 28) ACAB, AC 不 共 线 , 故 有 c 
让 -和 -他 ; : 
=b =— = F 
PO E a=b= 8 EH: HG =2:3 n 
ai e 
A A A B 

2. WM I -D-5-2,4Q = + AP 

E sS s 图 I-D-s-1 

AR = 二 (4B+ AQ) 

= AB + + AP, AP” = +(AC + AR) = + r 


i RS, 

T- TG Ab, 235 A 
3. 如 图 工 _D - 5- 3 中, 甲 \ 乙 取 FH WPA KUNAN -B= 
-J (AF + AH) (AC— AB) = + (AF- AC- AF + AB + AH - AC - AH 
* AB) = + (ÀF + AC - AH » AB) = + [aboos(- + A) = abos( $ + A)] = 0,8AR7 | 有 达 ,但 过 A 
作 BC 的 矢 线 是 唯一 的 , 故 K 就 是 K, 其 中 a = AB, = AC, 又 由 垂直 知 信 .AB = 0,AH + AC = 


F. KK H 
H 
K G 
人 站 F 
B DC RE 
(m) (Z) 


4. 由 垂直 知人 6 , BC = 0,BC - CD = 0,CD - DÀ = 0,DA + AB = 0,48 
CD - (AB + BC + CD) = CD - AD 

Ka ss s 
CD. (AB + CD) = 0 
i 


Poo BE 


相 加 得 (2B + CD)? = 0,AB =- CD 
RAHAB 与 GD 共 面 ,从 而 A,B,C,D 四 点 共 面 . 


5. M I -D-5- SRRA Slk; 1 PR | 中 分 解 出 两 个 已 知 式 六 
#9); OP; h 1 OP; |= 1 知 


ki LEQ I = k; | QP; 11 OP, 1 图 1-D-5-4 
> k, QP, - OP, 
= k,(OP, - OQ) - OP, 
= k, OP, OP, - ki OQ OP, 


= k, - OQ (Op) 
得 Za 1 PQ 1> Dyk - DQ Xk OP, OP, 
当 Q 为 0 时 取 等 号 
A E 
M 
—L š 
图 I-D-5-5 图 I-D-s-6 


AB » BQ = AB + AP = 0,AP - BQ = 
-D-5 


a = G + P+ Br. a 


e 
è 
a 
a. 
| 
g. 
z: 
e 
È 
è 


XP = QP. QP = (QB + BÀ + AP)? 
= BA? + (AP + QB)? + 2 BÀ - (AP + QB) 
= BA? + [(AP + BQ)? -4 AP - BQ] + 0 
EPA aras sasa me 


# OM = 4v7 一 ,所 以 点 M 的 轨迹 是 以 O 为 圆心 ,r = + P — a° 为 半径 的 圆 , 该 图 所 
在 的 平面 和 让 于 公 和 线 AB. 
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1 
7.42 -24. Ù} =0,742-24.34 = 0, 


A'A= 0,A = 0 
8. 存在 .如 图 I -D-5-7, 设 全 ABC 为 正三 角形 点 O 为 其 内 切 圆 圆 


A 
心 ,点 为 贺 周 上 一 点 ,于 是 向 量 PA, PB , PC, PO 形成 了 所 需 的 4 个 向 量 
(PA + PB)(PC + PO) 
= (PÒ + OA + PO + OB) : (PO + OC + PO) B ;> 
= (2 PO + OA + OB)(2 PO + OC) 
i ea 国 1~D-5- 
= (2 PO - OC)(2 PO + OC) 
= 4 PO? -O = 0 
第 六 章 
(一 ) 选择 题 
1. 答案 :B 


解 :P? = ab + cd + 2 / abcd 
Q? = ab + od + Zad + ae 

nad tm 
利用 均值 不 等 式 ,得 


m. a | Zad te = 2 VDE 
mad + 7 如 人 >2M n = 2 V abed 


于 是 Q: > PEER P,Q 均 非 负 , 故 Q > P, 选 B 


2. 答案 :B 
解 :由 已 知 有 
a? b? ë d 
POE Tr tary ir ATATIA ITATTA 
b? 2 
P< (aat pim + a at 2 


解 : 甲 = abt htt >+ L +2 = 乙 , 且 当 a 天 8 时 ,上 面 的 不 等 式 是 严格 成 立 的 , 故 
B. 
取 a = 1,b = 2 W = 5, 丙 = 435 CRR. 


Ra = 1,b = 5, 则 甲 = 102, = 11 二, 故 A 不 对 

选 D 

4. 答案 :D 

ÑE: a > b > c >0,-.ab > ac > bc 

La? + 2ab + b? + c? > a? + Rac +c? +b? >a? +b? + 2bc + 2 
Bla +b)? +c? > (ate)? +b? >al+(b+c)>0 

于 是 V (a+b) + 2 > V(a +c); + P? > Va) + (b + c)? > 0 
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“b>h>b>0 > hb > bb 
故 选 D 
5. 答案 :C 
解 :a; > aissa; - ain > 0 

1 i= ... = 
>= Leen - D) 
由 算术 平均 值 > 调和 平均 值得 
IE 
ara, a-a PE 

n-i 


>l 


> hl >l? 


> a- as) + (az = as) +F (aza = as)" 


m 2 n,# D 
(二 ) 填空 题 
1. 答案 :3V2 


解 : 设 z=Vv3a+ly=VvV35+1l,z=V3c+i 


则 由 柯 西 不 等 式 知 ,(z + y+ z)? < 3(x 
+ c) + 3] = 18, 等 号 成 立 的 重要 条 件 是 + = 


24 y? +z?) =3(3a+1+3b+1+3c +1) = 3[3(a + b 
>= ,此 时 a =5=c = 让 ,于 是 , 当 a=b=c= 直 


时 ,V3a+1+V35+1+V3c+1i 取 最 大 值 3/3 


2. 答案 :lg2 
解 :将 a,b,c 变形 为 


a = lg(zy + z),b = le(y + 7x!),c = lgl (zz) + y] 
Bay’ t z, yz ta, (az) + y 中 的 最 大 数 为 u, 得 M = lgu 


由 uu 之 zy 1+z 及 wu 之 (zz)-1+y 得 

u? > (xy + z)[(ze)"! + y] 
=ylrl+ye+ r+ z" 
>2+2=4 

等 号 成 立 的 重要 条 件 为 zx = 1,yz = 1 

zy'l+ z = (xz)! + y 

解 之 得 z = 

3. 答案 :( 5 ,oo) 

解 :将 原 不 等 式 变形 为 


-a < (Fe a (2ye + + ly 


= 1, 于 是 u 的 最 小 值 为 2, 即 M 的 最 小 值 为 lg2. 


E (a) = (r+ (r+ + (e r € (- ,1], 现 在 考虑 定义 在 区 间 (- 0,1] 上 的 函 


数 f(x) 的 取 值 范围 ,显然 f(z) SRP. 


ADSS Erpa 
“a>1 = 
4. 答案 :1 


解 :因为 a,6 > 0, 故 由 均值 不 等 式 得 
a< (Py = 1 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 Q = b = 1. 于 是 


š £= 
2 
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+ 


s Pa 


1 1 Z+ +j 2 +a" + b" 


Ira IEO Tapa 1+a" tb + 
当 a = b = 1 时 ,上 式 取 等 号 , 故 所 求 最 小 值 为 1 

5. 答案 :rz >7 

解 :由 1a+biI<lal+161 及 1z-Vz-3l=1(2- 
Vz 3)(22 -2) < 0, 解 此 不 等 式 得 z >7 

{ 三 ) 解答 题 

1. 证 明 : 利 用 均值 不 等 式 有 

2+a = 1+1+a23J1-1-a, = 37a, 

“(2+ a) (2 + aa)…(2+ ap) 23" Yarar a, = 3" 
2. 证 明 : 令 S, = zl + rrt + r, WE So = 0 


则 由 六 = = 0. 及 六 1 zx 1= 1 知 


S.=0,1S <Ñ G=12,,n- D RX 
S- Sam zr G= l2,,n) 所 以 


A 


S= s= sh 


" 


Tn 
3. 证明: 由 VR 一 1 < k< /k+1 三 式 加 VK 得 
VK+/K-1<2/K< /K+1+/K 

1 1 1 
kas Tm SET še K+1+/K 
化 简 得 /天 - /K-1> E > K+ -VR 


F&a -Vai > Z yp? Vn t1- m 
取 n = 80,m = 1 VE 

D g > 20 -V1) = 16 

r... ua m = 2, 则 左边 不 等 式 变 为 

Z Z <a- Vi) <2(/81 - 1) = 16 
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r=! 


Vz 3) + (2 -2) 1, 可 知 原 不 等 式 等 价 


上 Si 
O ZE 15T 

4. 证 明 : 反 证 法 

BAH z E [- 1,1], 都 有 1 a? + pa? tgr tric 
令 z = 二 1, 土 去 ,得 以 下 四 式 ; 


CD- 于 <1+p+o+rr< 二 ; 


Q) - 工 a 


ak >= 


OC ipa cy ea 


再 由 (3) + (4) x (D 8-2 << ET 

5. 证 明 : 令 m= (a +b)+ (b+c)+(c+a) = (a+ b+), 
sP Ë = 

Mirs pretera 


2o p e 
= Filat b)+ (b+ e)+(e+a)). 85 27 21 


= FUV aFO) + (VEF)? + (VTF). [C 


a 2 b oy cE y 
Z+ HBF? "(Rd 
(a+ b+ c): 
atbte 


第 七 章 


(一 ) 选择 题 

1. 答案 :C 

2. 答案 :C 

3. 答案 :D 

4. 答案 :A 

5. 答案 :B 

(二 ) 填空 题 
1.z-y=0 或 z-y+1=0 

2.k = 96, 夹 角 为 45” 

3.(z,y) = (1,2);(3z + 4y)me = 11 


š 2 

4-4 < <$ 

(三 ) 解答 是 

1. 假设 存在 符合 要 求 的 直线 族 101、/2、…4…, 直 线 1, 的 方程 为 y?- 1 = k(x 一 1)(k 尖 0), 则 依 题 


ER an = 1 一 二 ,6. = 1 一 各 ,于 是 ,wi 一 = 一 下 .从 而 求 和 得 六 (4 一 各) = - 六 二 ,化 简 得 
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husk- Di 
Ë kakai 之 0(n = 1,2,3) 知名 (i = 1,2,3,…) REHAT, TIDE k: > 0, 则 可 推 知 和 ol < k, 
1 1 n 
TE > 二, 再 利用 上 式 得 到 4 < k - É. 


当 我 们 取 n > k? 时 ,这 个 不 等 式 的 右边 小 于 零 , 而 左边 大 于 零 , 矛 盾 . 故 不 存在 符合 条 件 的 直线 
族 . 


2. 显然 A BUR P Q 的 外 分 点 ,和 = - Š . 则 由 定 比分 点 公式 得 ra = - 13,yA = 5. 同 理 有 B 是 
P.Q 的 内 分 点 ,器 = 2 , 则 由 定 比分 点 公式 得 za = 于 ,ys = S , 所 以 ,SA 、SB 均 是 直线 系 7z -5y 
+8+u(3z+4y- 13) = 0 上 的 直线 . 

将 所 得 A 点 坐标 代 人 直线 方程 得 U = Ta -M SB 的 方程 为 723z - 584y + 1007 = 0 


3. 设 G(x,y) 为 人 ABC 重 心 ,在 图 上 另 取 B,C 使 ZBAC = F M BOC = 等 ,由 平面 几何 知识 


知 ,BC Wik D(zo,y0) HIERA: + yz = (ky (- P< =< +) 
B22 yo = 驹 代入 DD 点 方程, 整理 得 (z - D2+ y? = OUROL) 
4. 设 点 P EN EQ ERAM, E | PQ 1= 1+ , 则 P,C,Q 三 点 共 线 ,定点 C( 0) 与 相国 


上 点 的 距离 的 最 大 值 为 /7 
umara | 二 “cos4 (0 为 参数 ), 则 
y = bsing 
1 CQ |? = a?cos02 + (bsing — 4r 


由 于 。 = I a = 25, 所 以 , 1 CQ 2 = 30? 


2B =-3 故 zo= 


(sing + 吉 ? + 462+3 
若 5 <L AM sin = - 1 时 , 1 CQ | 有 最 大 值 . 


此 时 ,5 = V7- >T .FI.BD. > EH 1 CQ i, = 40? +3 =7, 解 得 6 = 1, 从 而 可 知 
a=2. 

amme»? o (0 为 参数 ) 

5. 满足 不 等 式 组 的 三 条 直线 围 成 的 图 形 是 人 AOB( 如 图 I -D-7 - 
1),A(75,25),B(25,75),C(100,0),D(0,100) ,线段 CD 上 有 整 点 101 个 ， 
CD 向 左 平移 一 个 单位 后 ,线段 上 有 100 个 … ,向 左 平移 100 个 单位 后 ,只 有 
一 个 整 点 1 个 (原点 ), 故 ACOD 内 ( 含 边界 ) 共有 整 点 1+ 2+ 3+ + 99 
+ 100 + 101 = 5151 个 . 令 x = OCEN z $H), OC 有 整 点 100 个 (不 含 原点 )， 
令 y = 1, 与 AO,AC HZ FE, F, RE EF 上 有 整 点 99 - 3 = 96 个 (不 含 
OA 上 的 点 ), 令 y = 2 时 ,有 整 点 98 - 6 = 92 个 ,……, 令 y= 24 时 ,有 整 
点 4 个 , 故 公 AOC 内 有 整 点 :4+8+…+92+96+100 = 1300 个 (不 含 O4 
边 上 的 整 点 ), 由 对 称 可 知 A OBD 内 有 整 点 1300 个 , 故 满足 不 等 式 组 的 整 M I-D-7-1 
点 共有 :5151 - 2 x 1300 = 2551 +-. 

6.f(z) + fy) S0Ə(z - 32 + (y - 32 <8, RRIA, 3) 为 图 心 ,2V5 为 半径 的 贺 块 ( 含 圆周 )， 
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Fa) - f(y) 2 089(z - y)(z +»-0>0=| 
圆心 角 为 90" 的 扇形 (图 略 )- 


zt+y-6>0 


第 八 章 


(一 ) 选择 题 
1. 答案 : 选 B 
2. 答案 : 选 C 
3. 答案 : 选 A 
4. 答案 : 选 D 
5. 答案 : 选 D 
(二 ) 填空 是 


y= + 5 T z+ 
ya fz Fd Ea 
3 3 Lali) 
(三 ) 解答 题 


1. 分 三 步 完成 ,第 一 步 确定 点 P 的 位 置 ,如 右 图 I - D - 8 - 1.H 3 
O 到 斜 边 上 的 射影 ,P 为 满足 条 件 的 点 , 记 XAP, AH 两 线段 的 差 , 由 已 
知 有 

PA.PB 

= PO? = OH? + 2 

= AH+ HB + 2 

=(AP-O(BP+:)+ 1? 

= AP : BP + (AP - BP): 

得 (PA - PB): = 0 

或 := 0, 或 PA = PB, 即 己 或 为 垂 足 或 为 中 点 . 

第 二 步 , 当 P 为 斜 边 上 的 垂 足 时 ,有 

+ a2yÀ = ab? © 


bah + abh = ab? @ 
Tarp + yaya = 0 @ 
由 图 可 得 
za= b © 
解 四 ,@ 可 得 


a= 


224 ya YP 
Ee 
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z-y>0 Eoo 
z+y-6<0 


与 圆 块 求 交集 得 两 个 


图 TI-D-8-1 


DAEA Plh + À) 
ab? + a2 rÀ + OA 
ablah + yA) 

bxh + ayh + aah + blyA 
= ab (z) + yA) 
to z+) L dL 
© PIAA) a 52 
进而 ,由 尸 为 斜 边 上 的 垂 足 有 

QA : OB OA? . OB? 
PO=(™ 3 = OAT y OB 


u 


— OA? + OB? 
z 1 -ab 
ee 
Oa: OB? 
故 点 PP 的 轨迹 为 贺 
24 p = gb 
AET ° 


第 三 步 , 当 P 3818 AB 的 中 点 时 , 除 O.Q@ Q 成 立 外 ,还 有 
2x = x4 t za, 
2y = ya + yp 
有 4b2x? + 4a?y? = b) (za + xp)? + a) (ya + ya)? 
= (bèra? + az2yA2) + (b?xp? + a2yg2) + 2(b2zarp + a? yaya) 
= a?b? + a?b? + 2(b? raxp — a?xarp) 
= 2a?b? + 2(b? — az)zarB 
gb 


即 zazB = Ë= (a? 一 262z2 - 2a2y2) @ 
又 由 图 ,有 
TA zp ya, ye 
b b? b? y 
A 
2 2 
=a - 40 - z 
2 2 r EÇ i 
= 1 ZA: Z + aiae š 
a a a 
1 (zA +a) + 2zaza zaza" 
a 
4z2 ，2zazB , xA zp 
ee . 图 I -D-8-2 
0 © 
EORAOR 
2 2 22 2 
-过 -学 ° 


去 掉 原点 O(0,0) 后 为 中 点 的 轨迹 方程 .合并 OO 且 去 掉 原点 可 得 点 已 的 轨迹 如 图 I - D - 8 - 
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2. 证 明 : 在 抛物 线 y = r RERIG, P) 的 点 ,i = 1,2,…,n(n > 3), MERA P,Gi, 2), 
P2(j, 六 ) 之 间 的 距离 为 

IPP = VO-I + (Ë — P: 

=li-j!Vl+G +j: 

H(i+j)) < Vl+(i+j<i+j+1 

知 V 1 + (ü + j)? 不 是 正 整数 ,同时 V 1 + (i + 力也 不 是 即 约 分 数 ,否则 ,平方 之 后 引出 矛盾 , 故 
1 P, P> | 不 是 有 理 数 . 

任 取 点 集中 的 3 点 Pi(i, 广 ),P2(j, 六 ),P3(,k?), 由 抛物线 与 直线 最 多 有 两 个 交点 知 ,人 PP,P3 
存在 且 面 积 为 


1 pa ge 
s=+ 1 j 产 | 的 绝对 值 
1 k £ 
s4 G-DG- k- i) 1 
是 一 个 有 理 数 . 


3,Lw 中 有 且 只 有 一 条 直线 过 点 P(z,y) 表明 ,关于 m 的 二 次 方程 


于 只 -mm+y=0 


有 等 根 ,从 而 判别 式 等 于 零 . 
A=(-zp-4.4y=0 
得 点 P 所 在 的 曲线 方程 为 抛物 线 y = >. 
4. 过 直线 与 圆 交点 的 圆 系 方程 为 
(x? + y? + 2x- 4y +1) +A(2r+y+4)=0 
Bp x? + y? + QA +2)x+(à-4)y+ (4+1) = 0 
其 半径 为 
= 二 VAT T4401 +4) 


= 1 V6 732 
= + V SQ 1.62 +3.2 


BA = 1.6 时 ,半径 有 最 小 值 R = V0.8, 从 而 加 有 最 小 面积 ,此 时 ,加 的 方程 为 
a+ y? +5.22 -2.4y+7.4=0 
5. 设 双 曲 线 PA 的 方程 分 别 为 


y= e-o 

联 立 消 > (z) 可 得 P,Q 的 横 ( 纵 ) 坐标 所 满足 的 二 次 方程 . 

(56? - 3a2)z2 + 6azcr - 3a?c? - 5a?b? = 0 

(58? — 3a?) y? + 2 V T5b?cy + 3b* = 0 

因为 P,Q 为 不 同 的 两 点 ,所 以 552 — 3a? > 0, 将 上 两 式 相 加 ,可 得 过 P、Q 的 圆 系 方程 

(5b? — 3a2)(z2 + y?) + 6a?cx + 2 / 15b2cy + (364 — 3a?c? — 5a?b?) = 0 © 
又 由 OP L OQ 知 ,原点 (0,0) 在 以 PQ SB 08 L, z = y = 0, 得 

3b* ~ 3azcz — Sa?b? = 0 

Bp 3b — 8a?b? — 3a* = 0 
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F b? = 3a?, 从 而 c = 2a RE OD 得 AOPA 的 外 接 图 方程 
a? + y? + ar + /l5ay = 0 


2 
又 由 1 PQ | = 4 知 贺 半 径 为 2, 得 a? = 1, 从 而 双 曲 线 方程 为 zz — 村 =1 


第 九 章 


5. 25 

(三 ) 解答 题 

1. 如 图 I -D- 9 - 1, 在 棱 SC 上 取 点 D, 过 点 DD 分 别 在 平面 ASC 和 平面 BCS EHER SC 的 垂 线 ， 
交 SA 于 EE, 交 SB 于 下 ,连接 EF, 设 SD = 1, 则 

在 RiAESD 中 ,ED = tana,ES = seca, 

在 RiAFSD 中 ,FD = tan8,FS = secp， 

在 RiAEFS 中 ,EF? = ES? + FS? 

= seda + se28 

在 全 EDF 中 ,由 作法 可 知 人 EDF = 9, 由 余弦 定理 得 

ED? + FD? ` EF? 


œ% = ED - FD 
tana + tan? 
2tanatanp 
sei 
2tanatanp 
=- cota .cot8 
“0 = x ~ arccos(cotacotB) 国王 之 下 二 二 
2. 能 


如 图 I - D 9 - 2, 一 个 棱 长 为 1 的 正方 体 , 作 B D 的 中 垂 面 ,这 个 平面 将 正方 体 分 为 两 部 分 ,只 
要 证 明 其 中 一 部 分 ( 取 B, 的 部 分 ) 能 放 人 一 个 棱 长 为 1 的 正四 面体 即 可 .关键 先 找 出 B DHEN, M 
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P.Q.R.S.T.M 分 别 为 棱 AiA\AB、BC .CC CiD, DIA, 的 中 点 , 则 易 
知 六 边 形 PQRSTM 为 正六 边 形 , 且 MR ,PS,QT 均 过 Q 点 ,由 对 称 性 知 截 
T PQRSTM 就 是 BiD HHEN. 


由 正方 体 楼 长 为 1 可 以 确定 出 
OM = OQ = OS = SB po = 


设 NUVW 为 正四 面体 , 且 其 楼 长 为 1, 底 面 AUVW 的 中 心 为 D , 则 


OU=OV=OW= Š soy = % 

IMEG < 2 8 < 并 于 是 可 将 正四 面体 这 样 放 进去 ;让 0 与 MTTP 
O T89E&.N EOB, 上 ,U、V、W 分 别 在 OM、OQ、OS 上 . 

3. 可 以 

显然 , 当 楼 锥 S ABCD 的 底面 ABCD 是 平行 四 边 形 时 , 任 一 平行 于 底面 的 截面 所 截 得 的 截面 边界 均 
为 平行 四 边 形 . 

当 ABCD 的 两 组 对 边 都 不 平行 时 , 则 平面 SAD 与 平面 SBC 有 交 线 , 设 为 
a, Pi SAB 与 平面 SCD 也 有 交 线 设 为 ,过 a,b 的 平面 与 底面 ABCD 所 在 平 
面 也 有 交 线 , 设 为 c, 如 图 I - D — 9 - 3, 取 ABCD 中 距离 直线 c 最 近 的 点 ,如 
D AED SAR 之 间 任 取 一 条 与 c 平行 的 直线 /, 过 ! 作 与 c,b 所 确定 的 平 - 
面 平行 的 平面 a ARRE, MPN a 与 棱锥 的 四 个 侧面 都 有 交 线 , 设 与 四 条 楼 
SA、SB、SC、SD 分 别 交 于 P、.Q R、S. 

由 作法 可 知 

PS // a,QR // a,PQ // b,SR // b. 

即 PQRS 为 平行 四 边 形 . 图 I-D-9-3 

若 ABCD 有 一 组 边 平行 , 设 AB // CD , 则 容易 证 得 ,平行 于 a 的 平面 " 即 满足 要 求 . 

4. aS 

如 图 I - D - 9 ~ 4, 作 四 面体 A, DD, C, 关于 AD 的 中 点 的 对 称 四 
面体 DA1AE, 作 四 面体 B, BAC 关于 BiC 的 中 点 的 对 称 四 面体 CCIEIBl， 
则 将 平行 六 面体 ABCD - AiBiCiDi 变 为 和 它 等 面积 的 新 的 平行 六 面体 
AEDC - BACE,- 

在 这 个 新 的 平行 六 面体 中 ,将 ABEC 看 成 底 , 则 其 面积 为 25, 于 
是 只 需求 出 它 的 高 即 可 . 

由 BD. 上 平面 B AC, XI MK 就 是 所 求 的 高 .在 A BDM 中 易 求 得 BK 


= KM, 同 理 DIM = MK, 故 MK = +BD, = +a, FÆ 


Vaem-aacp = Vanc-amiciei 


5.2V 


I -D-9-5 所 示 ,将 人 KMN 看 成 底 ,由 条 件 易 知 ,NM AC, 因 此 NM AK, 即 KAMN 
为 平行 四 边 形 , 则 
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又 由 BC = CL, 知 BiL 到 平面 KCN 的 距离 相等 , RH h, W 
= 证 hSamme' 于 是 


Vrms SAKMN-h 


h + 2Same 


第 十 章 


(一 ) 选择 题 
1. 答案 :A 
2. 答案 :B 
3. 答案 :D 
4. 答案 :A 
5. 答案 :B 
(二 ) 填空 是 
1.320 
2. 1975078 
3. Pl + 25! 
sodh 
5. 
(三 ) 解答 题 
1. 由 题 意 知 Chhim”? = Ch m", 即 
m= 帮 轩 = 二 + 而 和 >12 
nb 1/2 
2. 除 题 中 8 点 共 线 外 ,无 其 它 三 点 共 线 情况 时 ,所 作 直线 最 多 ,此 时 共有 直线 
Ci+cCiCli+1=39 条 
当 圆周 上 任意 两 点 连 成 的 6 条 直线 分 别 过 ! 上 的 6 个 已 知 点 时 ,直线 条 数 最 少 ,此 时 共有 直线 39 — 
6(C - 1) = 27 条 . 
3. 本 题 等 价 于 在 一 字 排 开 的 80 个 白 球 所 形成 的 81 个 空 档 中 选 出 20 个 空 档 放 入 黑 球 的 方法 数 , 即 
为 CR 种 取 法 . 
4.(1) 用 插 空 法 知 有 PIP} = 1440 种 排 法 ; 
(2) 把 两 个 一 号 球 捆 在 一 起 看 成 一 个 元 素 a, 共 6 个 元 素 进行 排列 , 当 a 排 在 两 端 时 ,有 2P4P44 = 
192 种 排 法 ; 当 a 不 排 在 两 端 时 ,有 Pš - (PiP3) - P3} = 576 种 排 法 , 故 共有 排 法 192 + 576 = 768 种 
(3) 在 5 个 红 球 的 空 档 中 选 1 个 位 置 排 1 号 白 球 ,有 PP 种 排 法 ; 排 1 号 红 球 有 两 种 排 法 ;其 余 红 球 有 
Pt 种 排 法 ;2 号 白 球 有 P) 种 排 法 . 
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“有 PI. P}. Pš - P) = 576 种 排 法 

5.07 Ch, Chris Cha, ,Cin-1 依 次 为 二 项 式 (1 + z)",(1+ z)"1 (1+z)" (1+z)2r1l 的 展 
开 式 中 含 z" 项 的 系数 ; 

… 原 恒等式 左边 就 是 多 项 式 

(L+ z)" +2(1+ z)"*!+3(1+ z)"*2 + + n(l+ z)2="1 © 

中 z" 项 的 系数 

又 利用 数列 求 和 方法 (错位 相 减 法 ) 知 


epi akapa yaaa 
Qa t z lta) + nr(l+ x 
ERG =" 项 的 系数 又 为 

-G+ no = atop 


比较 系数 知 等 式 成 立 . 


第 二 部 分 
高 中 数学 奥林匹克 专题 教材 


重要 不 等 式 


不 等 式 是 中 学 数学 乃至 现代 数学 中 的 重要 内 容 ,是 奥林匹克 数学 的 热门 专题 之 一 . 它 是 数学 竞赛 的 
一 项 主要 内 容 ,又 是 解数 学 竞赛 题 的 一 个 重要 工具 、 

(1) 解 不 等 式 

早年 的 IMO 有 这 样 的 独立 题目 ,第 二 届 IMO 题 2, 第 四 届 IMO 题 4, 第 七 居 IMO 题 1; 而 近年 来 , 解 
不 等 式 多 作为 工具 ,体现 在 解 题 过 程 中 ,如 第 29 届 IMO 题 4 

(2) 证 明 不 等 式 

这 是 一 类 过 去 经 常 出 现 , 今 后 也 不 会 中 断 的 常规 赛 题 . 近年 来 较 多 体现 在 六 个 方面 :QD 数列 不 等 
式 ,Q@ 分 式 不 等 式 ,@ 三 角 不 等 式 ,@ 对 称 不 等 式 ,@ 几何 不 等 式 ,@ 离散 不 等 式 . 

不 等 式 证 明 主 要 考查 论证 能 力 , 这 是 无 疑 的 等 变形 的 熟练 和 数学 运算 的 准确 ,这 也 是 实质 性 
要 求 . 

(3) 不 等 式 的 应 用 

不 等 式 应 用 于 求 极 值 ,应 用 于 解 不 定 方程 ,应 用 于 确定 相等 关系 


数学 中 有 许多 著名 不 等 式 ,在 这 一 讲 里 ,介绍 的 是 数学 竞赛 中 常用 的 重要 不 等 式 及 其 应 用 


$1.1 知识 要 点 与 基本 方法 


A, = — Q, = 
z i 

分 别称 Hn, Gns An Qu 为 这 几 个 正 数 的 调和 平均 ,几何 平均 ,算术 平均 和 平方 平均 数 ,于 是 有 

定理 1 H, 过 G, <A, < Q,, 当 目 仅 当 a = aa = … = on 时 等 号 "一 "成 立 

证 :1 .由 A, > G, 可 推出 G, > H, 

Z.A, LS Y) (a - a)? = nYa- (Sla 220 

.证 A > G, 可 这 样 进行. 

取 S = 12" |m € N) , 易 由 第 一 数学 归纳 法 可 证 明 对 于 nE SHA, >G, 

再 证 命题 A, > G, Fn € N—S 也 成 立 . 

事实 上 , 设 n<2", 且 nE NS, 则 


Acara ra +A, + . 
2 Na aa 


s: 
> (ayt aa t an AD2 ")2" Bp 


mat (27 - n)A, y >G" Ar 
所 以 A?” 2 G” .AP 

即 A272G DB A, 之 G,, 得 证 . 

平均 不 等 式 的 进一步 推广 . 

Bartra, En 个 正 实数 ,实数 -和 0, 则 称 


为 z1,z2,T3，…,zn Wr KEFE. 
对 M-, 有 宕 平均 不 等 式 
定理 2 车 a > B, 则 M, > Mg. 


. eho ol i 天 下 P 
» (aariaa attat h 
当 且 仅 当 z, = zz = … = r, 时 等 号 "= " 成立. 
(证 略 ) 
推论 .着 a > 1, 则 
tt (ttt 
.. n 
二 \ 柯 西 不 等 式 
柯 西 不 等 式 是 指 
定理 3 Hasb ERG = 1,2,--,n), 
则 (Pot) < (De) (2702) 


当 数 组 a1 ,a2,…,an;6b1,52,…,b。 不 全 为 零 时 , 当 且 仅 当 b; = Xai(1 < i < n) 时 等 号 "= "成 立 . 
简 证 :由 恒 等 变 换 求 和 方法 不 难 验证 


(Èa) (DH)- (Deon) 
= J, Cab- abi) >0 


iS, 
证 毕 
ERCI) 设 a;€R,b;>0 (i=1,2,…,n), 则 
a (D0) 
m Djab 


当 且 仅 当 b; = dali = 1,2,…,n) 时 等 号 =" 成立. 
ÆR) ” 设 a;,b; 同 号 且 不 为 零 (i = 1,2,…,n), 则 
S a (Da) 
> a> Dabi 
当 且 仅 当 b1 = bx = … = b, 时 等 号 成 立 . 
推广 ; 赫 尔 台 (Hlder) FER. B 


定理 4 设 >0,6; > 0(i = 12.—.n).P 20.20, +E = LM 
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D (Sa) 
MB a? = À bn(i = 1,2,- a >0) 等 号 "=" 成立 . 

证 明 : 

引 理 (几何 不 等 式 ) 设 z+ >0,y>0,a >0,8>0,a+8=1, 则 


£f Lat py (*) 


当 且 仅 当 z = > 时 “= "成立 . 
(DE) 此 不 等 式 实质 是 lgz 的 凸 性 ,证 略 ) 


证 Halder 不 等 式 
事实 上 ,由 (* ) 式 有 
af ap 1) s. E af 
2] alib y] Pis ys] 
=+ a S 
p q 


sanss = y nae = DAG = 1,2,…,n) 等 号 成 立 . 


Holder 不 等 式 的 变 式 为 
定理 5 设 a; >0,b; >0(i=1,2,…,n),m>0 或 m<-1, 则 有 
> (Ba AR 
£ b; = 各 
当 且 仅 当 a; = Xb;(i = 1,2,…,n) 时 “=" 成 立 . 
iE: m > 0 时 ,由 Hslder 不 等 式 有 


£t, bp mil'q m+l 
a ee 
<| i) ] [D i Jara 
i= NMOim+: ist 
a at 2 a 


h ir > (y 
3 m <-1 时 , — (m + 1) > 0, 对 数组 (51,52,…,6bn),(al,a2,…,an) 有 
giem aroem ~ (2, as ao 
a70 > —(m+1) 
(Za) 
m at, (a) 
b (Xay 
kkal : 
a 人 入) = AGE) Ba, = ACi = 2 时 "=" 成 立 
【 注 】 定理 5 的 不 等 式 称 为 “ 权 方 和 不 等 式 ” 
三 .排序 不 等 式 
考虑 如 下 2(n + 1) 个 实数 摆 成 的 矩阵 . 
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bi < bi < --- < b, 
a <a <: <a, 
p5 [2 ba bi ] 
` [22 <a, ] 
bn > bp- > 2 bo 
其 中 iosi sin 是 0,1,2,…,n 的 一 个 排列 ,矩阵 A 称 为 同 序 矩 阵 ,矩阵 B 称 为 矩阵 A 的 乱 序 矩 
阵 ,矩阵 C 称 为 矩阵 A 的 反 序 矩阵 . 
若 矩 阵 A 的 乱 序 阵 M 可 经 过 解 列 交换 变 出 A , 则 称 矩阵 M 为 A 的 可 同 序 阵 .显然 ,A 的 列 积 和 或 列 
和 积 均 与 A 的 列 交换 无 关 , 记 S(A),T(A) PIRRE A 的 列 积 和 与 列 和 积 , 则 S(M) = S(A)， 
T(M) = T(A). 
排序 不 等 式 ( 工 ) , 设 A 为 2(n + 1) 同 序 实数 矩阵 ,B 为 A 的 乱 序 阵 ,C 为 A 的 反 序 阵 , 则 
S(A) > S(B) > S(C) 


即 5 Beh> Za > > Babna 

左边 等 号 成 立 当 且 仅 当 B 中 任意 两 列 同 序 ; 

有 边 等 号 成 立 当 且 仅 当 B 中 任意 两 列 反 序 . 

证 :用 调整 法 , 先 证 S(A) > S(B). 

E B 中 任意 两 列 同 序 ,显然 有 S(A) = S(B). 否 则 ,可 令 Beare > eri |: 在 B 中 把 5 与 


bi, 换 位 ,其 余 不 动 ,这 样 就 由 B 调整 出 一 个 B , 
S(B') - S(B) = (aibi, + aba) — (aiba + arbi,) 
= (a, — ar)(bi, - ba) 2 0, 
所 以 S(B) > S(B) 
重复 上 述 作法 ,可 将 B 经 过 有 限 次 调整 得 出 B',B”,…,B", 且 它们 的 列 积 和 增 大 , 即 
S(B) < S(B') < S(B) < = < S(B) = S(A) (*) 
这 就 证 明了 S(A) > S(B) 
下 面 用 S(A) > S(B) 来 证 S(B) > S(C) 


事实 上 , 令 
S È <a< 
-bio 7 bi 
x” [eae “Sa ] 
-和 


MC 是 B' 的 同 序 阵 

所 以 ,S(C) > S(B') 

W -S(C)>- S(B) 

亦 即 S(B) > S(C) 

REA SCA) > S(B) > S(C) 

Maranta 或 4,62,…, 妈 不 全 相等, 则 ( * ) 式 中 必 有 一 个 不 等 号 是 严格 的 .因此 , 左 ( 右 ) 等 
号 成 立 当 上 且 仅 当 B 中 任意 两 列 同 序 . 

值得 指出 的 是 at = az = … = am 或 bl = bx = … = b, 保证 了 B 中 任意 丙 列 同 序 ( 线 反 序 ) ,因此 
等 号 成 立 , 但 反之 不 然 . 

排序 不 等 式 (下 ), 设 A 为 2(n + 1) 同 序 非 负 实数 矩阵 ,为 A 的 乱 序 阵 , C 为 A 的 反 序 隆 , 则 TCA) 
<T(B)< T(G) 


即 [I Cas + a) < TI Cae + [Ga + baa). 
左 ( 右 ) 边 等 号 成 立 当 且 仅 当中 任意 两 列 同 ( 反 ) F- 

证 :车 B 中 任意 两 列 同 序 ,显然 有 T(A) = TB), BUER B areles 
与 br 对 调 ,其 余 不 动 ,把 B 调整 出 一 个 B'. 则 

T(B') - T(B) = (a, — a,)(bi — b;,) TI (a, + by) 过 0, 所 以 


Pr 


tS z]: fE B ib, 


T(B)> T(B”) 

重复 上 述 作法 ,我 们 可 得 矩阵 序列 B, B, B° 使 得 

T(B) > T(B') > === > T(B*) = T(A) 

这 就 证 明了 T(A) < T(B) 

下 证 T(B) < T(C), 事 实 上 , 若 B 中 任意 两 列 反 序 ,有 T(B) = T(C) ,否则 ,B 中 有 子 阵 
AS am 
Ba ] 在 日 中 把 b 与 6, 对调, 其 余 不 动 ,把 B 调整 出 一 个 B., 则 

a 
T(B'.) - T(B) = (a, - an)(b - bin) TI Cait b.) S0 


2. 


所 以 T(B) < T(B') 
所 以 B 可 经 过 有 限 次 这 样 的 调整 改造 得 到 C, 即 
T(B) < T(P'.)< T(B'.) < < T(B.) = T(C) 
等 号 成 立 的 条 件 是 显然 的 ,证 毕 . 
排序 不 等 式 (区 ) 设 A 为 m x n 同 序 非 负 实数 矩阵 ,A- 为 A 的 乱 序 阵 , 则 有 


0) s(A) > samll z > Iz, 


(2) T(A)<T(A); Ai Ža <f 
等 号 成 立 均 当 目 仅 当 A 为 A 的 可 同 序 阵 . 

WE: A 是 A 的 可 同 序 阵 , 则 S(A') = SCA), TCA’) = T(A), 否 则 ,A 中 必 有 两 列 反 序 ,不 妨 设 
第 i 列 和 第 j 列 反 序 (i < j), 可 令 

a > a%, k=1,2,-,1 

au > a k=l+l,,m 

则 可 对 调 a'ra y 的 位 置 ,调整 出 A” = (a 人 5 ) mm 

HP a'u = a'y < a'u = a'y 人 = 1,2,--,1 

其 余 as = az. 令 


au mas =a >b = ani yau 


atni ai =c <d = a aa amj 
autant tay =zr>y=ayq*apajÜ+*" +a 
Anuta nutta mi =zrLw= Quta nt +a, 
J S(A”) - S(A’) = (ad + bc) — (ac + bd) 

= (a-b)(4-c)20 
T(A”)- T(A”) 


= Lat ayta) (z + (y +u) TI (Xes) 


rki 
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A. i 


= 2! (Der)<o 


“SS(A')<S(A” )， TA )> T(A”) 
这 就 是 说 ,A 可 经 过 有 限 次 这 样 的 调整 ,可 得 出 一 个 A 的 可 同 序 矩 阵 A” A, H 
S(A') < S(A”) < © < S(A*) = S(A) 
T(A')2 T(A”) >= > T(A”) = T(A) 


等 号 成 立 的 条 件 稍 加 讨论 便 可 得 出 . 
四 、 切 比 雪 夫 不 等 式 
Ba < ay S < anbi < b, < +: < b,.W 
Yasa GE) < L Da) (X0) Das oE o9 


证 明 :用 A 8 B 分别 表 示 送 序 和 及 顺序 和 ,由 排序 不 等 式 ,得 
A <ajb> + azb2 + °": + a,-ib, + anbi < B 
AS aeta hk tab B 


A < ab, + asbi + + an-1bn-2 + a b,-, < B 
A< aibi + azbz + + anabi + ab, < B 
ELLELE FIE PHRDL 元 即 为 ( * ) 式 ,证 毕 


E$ (Jensen) 不 等 式 
首先 给 出 凸 函数 的 概念 . 
定义 ; 设 flr) 是 定义 在 数 集 D(S R) 上 的 函数 ,如 果 对 于 任意 zl,zzE D, 有 
frzi t àzr2) SAf (11) + hf(72) ° 
HEP A, + X32 = 1(X41,X2 > 0), 则 称 f(z) 是 D 上 的 下 凸 函 数 , 若 不 等 式 (1) 反 向 , 即 有 
SOx t iz) > àis f(zi) + hf (x2) © 


则 称 /(z) Æ D EWERR ERS Q .@ 当 且 仅 当 z, = zz 时 取 等 号 , 则 分 别称 为 严格 下 凸 函数 
与 严格 上 凸 函数 . 


酚 生 (Jensen ) 不 等 式 : 设 p; E R° (i = 1,2,…,n),f(z) ÆRA DIS R) 上 的 严格 下 凸 函数 , 则 对 
于 任意 zx1,z2,…,xs € D, 有 


[an + par t + pe )< < bif(zi) + pa f(z2) + °= t p.f(z,) 


Pit prt + p, Pr t pitit p, g 
等 号 当 且 仅 当 ri = zz = … = za. 
车 几 z) 是 严格 上 凸 , 则 不 等 式 @ 反 向 . 
证 :不 妨 设 pl + p> t … + pa = L,R zi = z>= … = zn, 则 (3) 式 等 号 成 立 ,否则 , 设 zl,z2，， 


z, 不 全 相等 ,我 们 用 数学 归纳 法 证 明 Q 成 为 严格 不 等 式 . 
当 n = 2 时 ,由 严格 下 凸 函 数 的 定义 即 得 . 设 n = 大 时 ,(3) 成 立 , 考 虑 n = +1 的 情形 . 设 pi... 
"S pebini € R, pipro b + bra = 1, 不 全 相等 的 21,225, Tkt € DD, 令 


P+ pen = h Ë. + Bn = z, 
Pt P, 


Ma € D, t + pat Py = LE pnt baza = ProB lz zy," aa Ë z A 
全 相同 ,于 是 ,由 归纳 假设 


Spiti + + baza + PKT) < pafl) + = praf lar) + pafl) @ 
XNA BA € R 且 两 者 的 和 为 1, 8 
+ pr 
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fo = [Ps + Biten ]< rao + aao 
将 此 不 等 式 应 用 于 (4) KER, DE 


f(pizi + + Pata + priren) < pi f(zi) + p2 f(zə) + + Pai f(zeaa) 
[Ë] 对 于 f(z) 严格 上 凸 的 情形 ,只 要 考虑 - f(x) 即 可 . 
四 特别 地 , 令 p = LG = 1,2,…,n), 则 (3) RRK 
(St) LE fa) + f(z) += + fGz)3 


利用 基本 初等 函数 的 凸 性 可 构造 许多 不 等 式 . 


§1.2 赛 题 精 讲 


例 1 (1995. 第 36 届 IMO 第 2 题 ) 设 a,b,c 为 正 实数 , 且 满足 abc = 1, 试 证 
1 1 1 3 
POr) Dera) Ə(a +b) ” 2 

证 法 一 :( 平 均值 不 等 式 ) 由 4z2 + y > hry, A 


; 
二 >z- 才 >0) 


1 i 1 PE 
得 DOr) 2 ra) = ( 


由 柯 西 不 等 式 有 
B+C) +(C+A)+ (A+B)) [Bec+ ca sh 


Azt C+A + 


A? B? C 3 
从 而 RACIT AtATB> (A+ B+) > JA 
证 法 三 :( 排 序 不 等 式 ) 


设 A= 赴 ,B= 十 ,C= 十 ,不 妨 设 A 之 B 之 C, 风 
1 1 1 
A+BSA+CSB+G 
C B A 
从 而 A+BSA+CSB+G 


证 毕 . 


据 排序 不 等 式 有 


A- +B: 


A. -B_ 2 
B+Ct1B'A+C$C'A +B 


A 
L +ë 
A ._B 
Ag 6 B: as 6 
B res 
A+G tB" 4 +B 


+c- 


A+C 
k si 


>C. tA: 


EF. as 

B+C 
A E CO 

相 加 2(EretaretaiB) 

A+B+C>3YABC = 3 

例 2 (2001. 第 42 届 IMO 试题 第 2 题 ) 对 所 有 正 实数 a,b,c ,证 明 : 


es E E 
Vaz+8k Vb+8a Ve? + 8ab 


证 明 ; 引 用 “ 权 方 和 不 等 式 ” 


不 等 式 左边 为 
` a ~a? att 
Da 2 Ja ran ` 22 a + aak) 
(Xa)? a 
l Ea) + 24a]? 
故 原 不 等 式 左边 > 1, 就 只 需 式 @ 的 右边 > 1 即 可 . 
(Do) 
: 121 

[ (Be)+ 24abe ]2 

e Da) > (2722) + 24abc 

ea +39, (a?b + ab?) + 6abc > (Da) + 24abc 

SJ (ab + ab?) > babe @ 

“D(arb + ab?) >64) Lab TT a: 

= 6 aibics = babe 

… 原 不 等 式 得 证 . 


【评注 】 (1) 这 里 > ) , 了 表示 循环 求 和 ,循环 求 积 . 

(2) 显然 引用 “ 权 方 和 不 等 式 ”的 这 种 方法 较 命题 组 的 方法 简洁 ,干净 ,漂亮 . 

例 3 (1994. 第 35 届 中 国 队 选拔 赛 试题 ) 已 知 5n 个 实数 7;,s tisu v BKF Oin) iE 
Dns= 1 DT=1 1 Za, = 1 La, v= 1 126 


i > (Kv) 


方法 导 引 :本 题 的 结构 告诉 我 们 要 用 平均 值 不 等 式 ,实际 上 也 可 以 直接 应 用 平均 值 不 等 式 来 证 明 . 
但 命题 者 直接 运用 平均 值 不 等 式 有 困难 . 先 给 出 一 个 引 理 ,经 过 转化 ,再 用 平均 值 不 等 式 .为 了 使 读者 深 
刻 理解 本 题 , 由 “不 直接 应 用 平均 值 不 等 式 " 到 “直接 应 用 平均 值 不 等 式 " 找到 其 中 的 奥妙 . 特 给 出 两 种 
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证 法 . 望 读者 仔细 品味 . 
证 法 一 :( 命 题 组 委 提供 的 证 法 ) 
引 理 Bartz, Hn 个 大 于 1 的 实数 ,A = zz r, M) 


gti A+1)" 
下 (全 )> (34) @ 
引 理 的 证 明 .不 妨 设 zi < =< r< < rn D ri < A< rx, 
我 们 先 证 明 
Gata tD aan, | A t1 
x1+ (z, + 
G Da) at): PER © 
A SE 
由 于 


(zi + 1)(z, + IXA — D)(ziz, = A) = (zi = 1)(z, = LCA + 1)(zuz, + A) = 2(ziz, + 1)(A 
- m)(z,- A) 2: 0 


… ORY. 
于 是 ,利用 @ 有 
atn jaan atasa 
mesei) mz, (25) 
A 


再 考虑 剩 下 的 n 一 1 个 实数 :n - 2 个 zli = 2,3,…,n 一 1) 和 二", 这 n -1 个 数 的 几何 平均 什 


仍 为 A. 因 此 这 n - 1 个 实数 中 亦 存在 最 大 值 和 最 小 值 , 且 最 大 值 不 小 于 A ,最 小 值 不 大 于 A ,采取 同上 
的 证 明 方法 ,经 n - 1 次 ,可 得 


引 理 得 证 . 
再 来 证 明 原 命题 , 令 zi = ratum < i< n), 由 引 理 可 得 


jae) (H) 


isi 
因此 要 证 原 不 等 式 ,只 需要 证 明 

B+1—RSTUV +1 @ 
RSTUV -1 


三 
又 有 RSTUV = L (Xir) HDs) A Da) H Èu) 102) 


>d Hy h. Hoy Hey To= 
因此 (B+ 1)(RSTUV ~ 1) - (B - 1)(RSTUV + 1) = 2(RSTUT - B) > 0 
即 @ 式 成 立 , 原 不 等 式 得 证 . 
证 法 二 : 
当 z, > 1 时 ,由 算术 几何 平均 值 不 等 式 得 


š i $ w Ti 
I< o 


=! (x +1 
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00a 


Je, >] I 


z 1860 Pi z (< i < n), 得 


a 


函数 /(z) = EH = 1 + 22.5 z > 1 时 是 减 函数 , 取 z = ratum < i < 


rT 


J Tl < RSTUV ,结合 四 , 即 得 所 求 . 
深入 研究 本 题 ,我 们 发 现 , 构 凸 函数 ,用 至 生 不 等 式 方法 ,也 是 十 分 漂亮 的 方法 
证 法 三 : 令 /(z) = In H z ER 


2éle -1) 
f(z)= i PA = Tay 
“TER f(z) >0 f(z) anak 
AG z, = In(rstiui),(1< i < n) 
r= Sr Tasov = oro u, M 
risiuviti + 1 + X22+ + za | 
fs) = (ni) (= 了 j- net 
由 琴 生 不 等 式 ,得 
T ra + 1 rstuv + 1)"— ( RSTUV +1)" 
(eane (22) > (RV) 


@4 Hanara, E R',H a; + azt +a, = 


a? 


a 


2 
tepl 


1, 求 证 : 


a 


> 1 


ata 


az + az 


aita, asta 


证 明 :为 了 利用 柯 西 不 等 式 ,将 左边 乘 以 因 式 


2 


(Varta)? + 


(Vara) + 


+( oto) + ( a, + a1)? 


© 


< n), Bf 


得 [(Var ta) + (Var t aa) += + (Vanita) + (Va, + a) ] 
2 2 2 2 
(7) ETA t (z) ===)] 
aita az + as Gr-1 + a, an +t al 
pe ER rE ENA ran pi S= x 
( CA Vara Te 
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š 
an 

wpe 

Mu ii ==) 


š i 
即 2(ai ta + t a (Ta + 


)> (art azt +a, 


arta ata ata 
2 2 2 
mse 2 
ata, ata a, 十 Q1 2 


【评注 】 (1) 对 于 分 式 不 等 式 ,通过 配 因 式 运用 柯 西 不 等 式 去 分 母 是 一 种 常见 的 手法 . 
(2) 本 例 更 一 般 的 情形 是 : 


设 a1,a2,…,ansb1,62,…,b 是 正 实数 ,满足 > a = Db W 
pl 


> a 1% 
ath Z 2Ha @ 
由 柯 西 不 等 式 
N] a pe az: 
(È ash. Targ) < Dara 
即 (Xa) < Yla t a) Ds = © 
又 由 已 知 得 
Data) = Dat Dh = Da 
a 全 人 
60 umasa Da WOR. 
a + b, ë 
orama d (4i e HA) Da 
移 项 简捷 地 给 出 证 明 . 


例 5 〈1969. 第 11 届 IMO 第 6 题 ) 试 证 对 所 有 满足 条 件 zi > 0,zz > 0,ziyi = z >0,z2y2 = z 
> 0 的 实数 ri, ra,yt,ya,zt,zz, 有 不 等 式 


a 成 立 , 并 且 给 出 式 中 等 号 成 立 的 充 


1 
人 
分 必要 条 件 . 
【分 析 】 本 题 是 个 分 式 型 不 等 式 ,进一步 说 明 “ 通 过 配 因 式 运用 柯 西 不 等 式 证 明 ” 的 手法 . 
证 明 : 设 A1 = V zi t z As = V Zana + za 
B, = V zn = zB = Vz2y = 22 
由 已 知 可 得 y, > 0,y> > 0,A1 > 0,A; > 0,B, > 0,B; > 0, 据 柯 西 不 等 式 , 有 


[G+ t+) CEES] rn cn) 


>[(Van * Vam) (a+ a2)2) L) 


=m d ` zx = d 
= (A + ADB, +B) (A * x) 


> (VAB + V/A 


1| = E SE: y 
22 M AB ZAB +J VE Z] 
变形 即 得 ,并 且 吻 知 等 叶 成 立 的 充分 必要 条 件 是 zl = z2,y = ,zi = z 


Page WE 


例 6 Ëtt, 是 正 数 ,m > 1,B(m - 1)s = zl+z+…+zm) 则 
EA AA r, 
zz +" + z, Zt + ZA $ Zi Zt + za 


m 
证 明 :不 妨 z, Z z> > --- Z z, > 0, 则 z 2 z" > --- 2 r," >0, 则 
0 < rrt + Em S zs + + rmt I S zi + *** + Em 
zt z = 
s W 
Z tT TT tr tr nt +z. 2 Ü 


由 切 比 雪夫 不 等 式 得 


(tt am) Tr za t (za + = + tm + 24) 


人 


art + rmt zl ay +e + Em- 


TIG += + zn)+ (agt + rz, t zi)+ t (zi + + zç-)]- 


z' z" Pr ) 
十 "+ 
全 Ey tt r, tm t ZI T + za 


Fap n + zz" + "+ z,") 再 由 切 比 雪夫 不 等 式 得 


zi" + zz" + + z; 


Fam HAIA A mt) (rt za t + za) 


> 
>A HH H ap?) Ca + za + + an)? 


>z tart + za)” 
> hata t za + = + n)! 


E SE E 

= ggal (n Ds! 
-1y 2. 

(ama 


【评估 】 
(1) 3 m = 3 时 , 即 为 第 28 届 IMO 预选 题 : 
车 a,b,c 是 三 角形 的 三 边 , 且 2s = a + +c, M 
ua P e VD 
Btetatars>($) saD 
(2) 5 n = 1 f O RRA 


z EA m Sa m 
Dreta nietin ta f $ xm = 1 
例 7 (1992. 第 6 届 IMO 第 2 题 ) 设 1,z2,…,z, 为 非 负 实数 , 记 t1 = zia = minlar 
Zal RE: 


S _1 + z; 1 S 
kE We _ ay: 
Dri 2) 


并 证 明 等 号 成 立 当 且 仅 当 zl = r= … 


证 : 设 my ，…y H zu za," z, 的 一 个 排列 ， 
H0<yx<pxp < < y,.,TE1<1+y<l+yp < <+ ,由 排序 
不 等 式 ( 工 ) 有 


Siae 1+y 
Itam < 各 L+ -itl 


故 只 需要 证 明 


ORE: ñu ne 
ta PUO- ay 


由 于 lty „lty. 


(% ~ pp) (yi Ja-i)? 


Tr yn (ry) (lt yn S + a 


De S = 23 25 
“Tr Snt Tar, Èo 8) 


一 一 一 = 2 
Piee OER s: 


等 号 当 且 仅 当 = ya = a(j = 1,2,--,m) 


Bp z = z = “= z, = a. 


例 8 (1991.98 32 届 IMO 备 选 题 ) RE < p< l,a; >0,0<b; < pri = 1,2,… 


Sos Ha< 


a 
A SUTDA 
证 : 设 h = ororaiaman 由 于 0<h<p 有 b=1 二 <p<1 
由 排序 不 等 式 ( 了) 易 知 Š 
Soa < < pA; + (1 - p)A; < p(A; + A2) 
HA. G 不等式 


A + Az = azaga, (az + a1) 


> Da 
即 DA < yt 


DEL 本 题 可 改造 为 1992 年 中 国 数学 奥林匹克 队 选 拔 考试 的 一 道 试题: 


snin 22, tl 


“给 定 自然 数 n 之 2, 求 最 小 正 数 ,使 对 任意 正 数 aI aa, a, 及 [0 二] 中 任意 个 数 b1,62，…， 


ba RE ai tarto + a, = bi + bz + *=- + b, = 1, 就 有 
alaz…an < À (ajbi + a2b> ++ + abn) 


事实 上 , 原 题 不 等 式 即 


所 以 四 可 化 为 


m-i 
1 
Xï a = a= gye ni 
bi = by = by = =: = b, =0 时 ,有 
P i 
ararsa, = (HY = 二 (a) ia + b20) 


n=l 
例 9 (1) 设 三 个 正 实数 a,b,c 满足 
(a? + b? + c?) > 2(at+ bt + ct) 
求证 :a,b,c 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 边 . 
(2) 设 n(n 三 3) 个 正 实数 a1,a2,…,an 满足 (af+ + tah)? > (n- )(aftat+- +a) 
求证 :这 些 数 中 任何 三 个 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 
证 :(1) 题 设 不 等 式 等 价 于 
2(a4+ b+c)-(az+b2+c)2<0 
@(a+b+c)(a-b+c)(a+b-c)(b+c-a)>0 
@a+b>0,b+c>a,c+ta>b 


再 利用 题 设 条 件 ,有 


(nD Yat < (Xa?) 
<a- p| (s+) + Žo] 


化 简 后 ,得 (az + a? + a)? > 2(aít + at + aat) 
【评注 】 (1) 上 面 使 用 的 拆 项 配 数 的 方法 技巧 性 很 强 ,不 易 想到 ,为 此 ,也 可 以 用 待定 系数 法 来 配 
数 使 用 柯 西 不 等 式 ,事实 上 ,由 柯 西 不 等 式 ( 带 正 参 数 A) 得 : 


(a D< (ay = Dea. t+ Da] 
< (Xa) + Xa]; +n -3) 
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为 了 将 at 从 不 等 式 中 消去 , 令 


志 +n-3= na -1 得 i2= 到 ,代入 得 

(al + a? + aa > 2(ait + azt + af). 
(2) 作为 一 般 情 况 ,我 们 有 如 下 结论 : 
设 p>1,a; > 0(i = 1,2,…,n) 且 满足 不 等 式 


(a -Ddar < (Say 
则 对 任意 ai ,ai ,as 有 


221(ap+ap+ap)< (a; + aj +a) 
证 :由 Holder 不 等 式 得 (X >04 + + = D 
Ga- DSa < (Day 
= fi 
= [Cait aa t a)+ Do] 


1 lak 


= [(4) +a -3)]”™ - [xta tata) + Zar] 


-14a = une = (E) 


Jart azt as)? Dar] a- 
a] 


5 
即 aP tag? + a? < (4 ] Ca, + art a) HE 


例 10 ”给 定 m > 1, 及 正 实数 ol,az,…,as, 如 果 不 等 式 
Enla -ed < (Der) (Dan)s 


对 所 有 非 负 实数 的 zl, zz，…zn 都 成 立 , 求 rn,ra,…,rn, 的 值 . 


解 : 令 z = 0G = 12n) RE, Dra < ( Yan)”. B z = 2aG = 1⁄2.) 48 


ar)” 


所 以 Za = (Ban): 


X$ n = a(k=23--.n),0< z1 < a 
a. p i a 
(am+ Dar)" - (z + Dyar)” 
-得 n> = = 
an 
同 理 可 推出 r > 0,i = 2,3,…,n. 于 是 由 Halder 不 等 式 有 
ad 


(加 < 


>0 


所 以 有 
EES 
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(*) 


另 一 方面 ,由 加 知 , 原 是 设 不 等 式 等 价 于》 re <( Dr) 
上 式 中 令 z, = rai, MI 


故 
BED m 


这 说 明 ( * ) 式 只 能 成 为 等 式 , 故 
ra = a (i = 1,2,---,n) 


RAG, Wa = (Xar) FURE 
I ml 


.- |; | ar 


[E] 当 m = 2 时 ， 该 是 为 1988 年 CMO 第 1 El. 
关于 "“ 琴 生 不 等 式 " 例 2 和 例 4 的 证 法 三 我 们 已 经 有 了 一 个 用 法 ,为 强化 它 的 应 用 ,再 给 出 一 个 例子 
说 明 * 琴 生 不 等 式 " 的 用 法 . 


例 11 Wa €R ,0< z L1G = 1,2,…,n) 且 了 a = 1 求证 ; 


名 
ak... u. 
1+ mj ° z22 z 8 


等 号 成 立 当 目 仅 当 xl = r = 
证 : 若 某 个 z, 为 0, 易 知 不 等 式 成 立 ， 以 下 设 0< aLI i= 12, "n, y = nz W z = (i 
= 1,2,-- n), - e < yy 三 0. 考 虑 函数 


1 
ID= +Z 


œ< :<0) 
Pa e MEDE UP 
则 f(z) = rAd Dgr <’ 
MA, fa) 是 (- ,0] 上 的 严格 上 凸 函数 ,由 琴 生 不 等 式 ,得 
Hr = [L (1 4+ eT)-! 


m TE < (+a atez) 

易 知 等 号 成 立 当 且 仅 当 y = y> = … = ya BP zi = z = = n 

【评注 】 此 法 中 为 了 确定 函数 的 四 点 性 是 用 导数 方法 , 即 用 “分 析 ” 的 方法 ,其 根据 是 : 
(Df(z) > 0>f(z) E D ERF i 

(2)/(z) < 0> f(z) fE D EFREN. 

例 12 (第 39 届 IMO IED sys AER zz =1 E: 


之 3 
arira * EDEN ariar 4 


【分 析 】 证 法 关键 利用 等 号 成 立 的 条 件 ,构造 不 等 式 ,用 均值 不 等 式 证 明 , 即 由 xz = y = = = 1 有 
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z? =1_lży_l+z 
(1+y)(1+z) 47 878 


s. z +, L 
Darpara Elt g0 


1L+ty.Lts- 3 


` 8 ` 8 TRT 
证 明 
z? lty, l+z 3 
Ury 8 + 8 >47 
3 
ltz ltz 3 
m= Urota 8 t 8 >a 
= ltz 1+y、3 
TI+z)iry+ 8 + 8 > 4=*- 
所 以 


3 > 3 1 3 
(rr) ttre t Urry) t 86 +2e+3y 720) > rt yt) 


z F) = 
MMT Tr) + ra) + TFT 
(tyt) -3+r+ty+ a) 


= 二 (z+y+z) -3 

EOE TE ro at a $. at y Sk 
272 3 Vm- 
故 N x 


# £ 
Ur + Ur + rrr 


命题 1 设 z,y,z € R',n € N Ë zy = 1, 证 明 ; 


rr rr tr @ 
先 证 引 理 : 若 ryz = 1,z,y,zE RA "i+ t+ af 三 十 Ëy'+ =(n € N) 
事实 上 ,不妨 设 z> y> =, 则 
tt ry ye er 
= m(z- y)+ y'(y- z) + z'(z —- z) 
= (z -y)X"- 2") + (y - z)(y' - 2) 20 
所 以 atA tl y+ yz + r @ 
同 理 可 得 
Tt ry 
= zz-z)+y(y-z)+z(z-y) 
= (z' — y')(z - y) + (z" — ')(y - z) 2 0 
所 以 TH+ yt ry 
于 是 Blant! + y+ ac) 
2 (m +y' ti)(r+y+z) 
> (m + y' + z) ` 3 zz 
= 3(m" + y'+ z) 
引 理 得 证 . 
证 明 推广 命题 . 
通 分 去 分 母 ,@@ 式 可 化 为 
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UN) 
223(1+z)(1+yp)1+=z) 四 
= 3(2+ z + y + z + zy + yz + zz) 
由 引 理 可 知 
m+y+=m2r+y+z 
al ytl t> r) + y) + Z > ry+ zz + yz 
x m+ y' + 223 Y (zyz)" = 3 
ma y, 3 
KA OREN 
d(z" + y' + z + rti y) 
= (m +y' + m+ tt At tt ty + gn) 
Z26 + 3(=z + y + z) + 3(ay + yz + zz) 
= 3(2+ r+ y+ z + zy+ yz t xz) = 右边 
由 此 可 知 O yr. 证 毕 
当 n = 3 时 , 即 为 第 39 届 IMO 这 道 预 选 题 . 
(2) 从 以 上 证 明 过 程 可 知 ,条 件 rye = 1, 可 扩展 为 zyz 2 1, 对 于 n 属于 负 整 数 情况 , 记 ORA 


z" Fi 
Di 40 8 @ 
#š = a A 
ORTI 。 
EERS N 2 
Dra 
eh Ew 3 
Dr Dorr 


由 四 式 知 , 当 ) 达 2 时 ,以 上 不 等 式 成 立 , 所 以 (27) 式 成 立 的 条 件 是 n > 2, 由 此 可 知 , 对 小 于 -1 
的 负 整数 , 例 12 不 等 式 成 立 . 
综 上 就 有 


Bayz € R'a > 1,n 是 不 等 于 0，- 1 的 所 有 整数 都 有 Y) grira > + Rx. 
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$1.3 ”针对 性 训练 


人 A 组 


1. B a;b; € R° (i = 1,2,…,n), 求 证 : 


(Ha + 六 > (Ta) + (a)? 


2. 设 ol,az,…,an+l 是 等 差 正 数 列 (公差 d > 0), RE: 
(CD Vara, < Yarayma, < HF 


oe] DE- a) 


3.880 <a Kil = 1,2,…,n). Ya; = a RE: 


= a n 
Dirarat lla - a< 


4. Bt aibi € R' (i = 1,2,---,n),m € NRE: 


5. 设 4,8,7 为 锐角 , 且 coea + co + ody = 1 求证 :对 任意 实数 z,y,z 有 十 (z?+ a? + a?) > 
CotBeoty * yz + tyota * zr + otat ° zy 


6. t asb € R,k =1,2,…,n, 则 


(Dor) (Do)i> [Sa + oy] 
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7. 设 am > 0,b; > 0,abi - c? > 0(G = 1,2,--,n), 
š 2 1 


则 一 = <> 
(Pe) (Do) (Bay tesca 
并 指出 何 时 取 等 号 ， 


8. 求 下 列 各 式 的 最 小 值 . 


4b 
D+ 和 + aart ,>0) 


= b 
Q); 32 t Be + da + igot 'c>0) 


9. 若 abie >O BR + + = LR: Saya) = 各 + 也 + 于, 在 zx,y,z 同 为 正 时 的 最 
小 值 . 


í = 2 = 1,2,-,m), W (yi < 


B 组 
1. W asb; € R' (i = 1,2,--,n),m,k EN, 且 k>m, 则 
~ k 
T br (Say 


2. Ba > a> >an, > 0,0 < bi Lb L Lb RO a La LL ț anbi > b> 
Zb, >0,r,s2 1,WJ 


3. ta La < < an, 0< bi S< b, << b. Rar >ar > Ian > 0, b, 2 b, 2 


>0,r,s 2 1,W 


` nter 


D> 
men (de) (Bo) 


4. 设 zi € R' ,求证 : 
G+ td) +E) > (G, + GD" 


r) WE Da; = k > 0,p,q € R',m >0,M 


S. 设 非 负 实数 ai(i = 1,2 


Roo kh 
£? Untk- a)? (mr + ur -kY 


6.(1997. 第 26 届 美 国 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) EX a,b,c € R* ,证 明 : 


1 1 1 1 
ETET ATIT ETIT 


7-( 第 41 届 IMO 题 ) 设 e,b,c 是 正 实数 , 且 满足 aic = 1, 证 明 :(a -1+ JG -1+ 十 )(e -1+ 


aje 


)<1 


8.(2000. 奥 地 利 一 波兰 数学 竞赛 题 ) 对 任意 满足 a + b+ c = 1 的 非 负 实 数 a,b,c ,证 明 : 不 等 式 2 
<G(-4aD2 r (1-6) + (1-c22< (1+a)(1+b)(1+ c) 成 立 ,并 求 等 号 成 立 的 条 件 . 


基本 方法 与 基本 技巧 


$2.1 知识 要 点 与 基本 方法 


证 明 不 等 式 没有 固定 的 程序 ,证 法 因 题 而 异 , 而 且 灵 活 多 样 ,技巧 性 很 强 .但 是 除去 一 些 专题 研究 的 
方法 外 ,我 们 应 当 掌 握 一 些 证 明 不 等 式 的 基本 方法 ,基本 技巧 ,才能 使 我 们 拿 过 一 个 题目 , 不 会 东 手 无 
策 ,这 里 简单 归纳 了 一 下 ,大 致 有 如 下 方法 : 

1. 基本 不 等 式 法 
比较 法 
. 作 积 法 
综合 法 
分 析 法 
, 数学 归纳 法 
放 缩 法 
. 反 证 法 
| 代 换 法 


ob 


$2.2 赛 题 精 讲 


1. 基本 不 等 式 法 
##z,y € R' N| z + y2>2 zy( * ), 这 是 众所周知 的 基本 不 等 式 ,但 是 应 用 之 , 却 会 产生 出 人 意料 
的 功效 . 


š x” g. L= p. 1... 
PAL (9B 367E IMOEN) f a,b,c 为 正 实数 , 且 满足 ak = 1, 求 证 :HL + PO + 
1 3 
Sate” 
证 明 : 原 不 等 式 等 价 于 


{aY + (ao la? ~ 
aa(6+c) P(c+a) > 


m (be)? ， la} , (ab)? > 3 . 
ab + c * kc + ba Š ça +d” 


由 不 等 式 (* ) 得 Ze + 外 


以 上 三 个 不 等 相 加 ,得 


L)? (a)? , (a — 1 52. JIia 3 
Bra era atp” 2 Cb t be toa) 2 PERZ, 


… 原 不 等 式 成 立 . 
例 2 (第 31 届 IMO HOER) it a,b,c,d 是 满足 ab + bc + cd + da = 1 的 正 实数 ,求证 : 
3 b, r d° 
EE rE ME s 
证 明 : 据 不 等 式 (* ) 得 


a? Btitda z 
Brerat 9 3° 
ep E 
Ë Brerd> 3 Sbtetd) 
同 理 可 得 
EE NE $. 
aefd>30 gc(atb+d) 
— e202 1ato+d) 
af6b+d 一 3c 954 
— Q s S 1k 
da +b+ c) 
以 上 四 个 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,并 注意 到 ab + bc + cd + da = 1 可 得 
3 3 3 3 
a b eu Css dl 
Drordtatctdtatb+dtarbre 


Sla? t btt e? d?) -EA + ac + bd) 


= $ Lala? + b? + c? + d?) - + ac + bd) ] 
又 2(a? + b? + c? + d?) 
= (a? + b?) + (b? + c?) + (2 + d?) + (d? +a?) 
=Œ 2ab + 2bc + 2cd + 2da = 2 


s PO T + a> $ 


X Alat b+ + d?) > ac + bd 
… 原 不 等 式 左边 之 急 ( 吝 -1)= 沁 
例 3 第 20 届 IMO 试 题 ) 已 知 :a1,42,…,a, 为 两 两 各 不 相同 的 正 整 数 ,求证 :对 任何 正 整 数 ,下 
列 不 等 式 成 立 : 
1 L 


十 
2 n 


a. az a, 1 
tat +32>++ 


证 明 :因为 ai,az,…,an 为 两 两 各 不 相同 的 正 整数 ,所 以 显然 有 : 


二 + 去 +…+ 二 > 二 + 二 + 
据 不 等 式 ( * ) 得 
到 
全 + 二 >2 工 , 侣 + 二 >2 去， 
m. L>2.1 
an à 
以 上 各 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 


aa a, £ 1 1 1 1 1 

P t 2 + + 2 2>2(r t + TE hara ea. 
WR SEES CEE E AE! 1 

22(T+2 t" +j) (+2+"+n) 

E EE SERET S 

= 了 + 六 + + 


例 4 (1991. 亚 太 地 区 竞赛 试题 ) 设 a1,42,… ,a Mbi, b2, sbn 都 是 正 实数 , 且 al + a2+… + an 
= b+ 加 +…+ 加 ,求证 : 
a? ak pup a Li Re u tay 
a+b a+b + 下 二 2 Q ta, “ 


证 明 : 据 不 等 式 ( * ) 得 


2 2 
a; atb al az+ by 2 an + by 
atat 4 tt 4 Paron +b t 4 >h 
以 上 各 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
aè a? PA 


nia are te +E 
>La t azt ta) 
[£] 例 4 的 两 个 特例 如 下 二 题 . 
题 1.( 第 二 届 友 谊 杯 国际 数学 邀请 赛 试 题 ) BA a,b,c 均 为 正 实数 ,求证 : 
= b? Ea 


A 
bte era aria 2 Be) 


Bi 2. (第 24 届 全 苏 中 学 生 数学 竞赛 试题 ) 求证 :对 于 和 为 1 的 正 数 a1,a2,…,a, ,不 等 式 


2 2 2 
成 立 . 
2. 比较 法 
G) 差 值 比较 法 : 欲 证 所 证明 A 一 B > 0 
例 5 (1978. 第 20 届 IMO 第 5 题 ) 已 知 al,az,…,at,…… 为 两 两 各 不 相同 的 正 整数 ,求证 :对 任何 
正 整数 "下列 不 等 式 成 立 ， 


证 明 : 
- h1 Sak 
由 3-34- 
HR ak Ak 
=la- + 2-2, pat 
` 2 £“ P 
(al) + laz-2) | hak 
车 22 A k? 
s Gta) (D a3, fa 
# 
> tata ta) (253. 4 


> >k(Za - Dr)>0. 
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三 角形 的 边 长 a,5,c ,成立 不 等 式 
a(b- c)? + blc- a)? + cla- b)? + 4abc > a) + b? + c? 
证 明 :a,b,c 为 三 角形 的 三 边 长 ,这 实际 上 隐 含 给 出 了 a > 0,5 > 0,c >20,Ba +b > c,a +c > 
b,b + c > a 的 条 件 ,我 们 在 这 些 条 件 下 去 证 明 不 等 式 
作 差 
S = alb- c)? + ble — a)? + cla — b)? + 4abc — a? — b? — cè 
` cla =b)? + 4abc = c(a + b)? 
S= al(b- c)? -a?]+ bl(e- a)? - P2]+ c[(a + b)? - 22] 
=a(b-c-a)(b-c+a)+b(c-a-b)(c-a+b)+c(a+b-c)(a+b+c) 
(a + b — c)(ab — ac — a? — bc + ab — b? + ac + bc +c?) 
= (a+b-c)[c2- (a — b2] 
=(a+b-c)(a+c-b)(c-a+b) 
at+b>cp+c>ac+a>b， 
“atb-c>0,c+t+b-a>0,cta-b>0, 
A 
即 a(b- c)? + b(c - a)? + cla - b)? + 4ab > a +b? +c? 


G) 商 值 比较 法 :着 已 知 B > 0, 欲 证 A > Bee ENA > 1 或 是 < 1 
@7 设 zeR'(i=1,2,…,m) 求 证 : 


Aa a sau 
Ti 9 Ta (TIT2 anta) 


证 :由 对 称 性 可 设 zı > z2 > > mm > 0, 于 是 当 i > 7 时 ,zi - z 20, > 1. 


a-a-a-a- (ay (aya ey" 
>1 证 毕 


3. 作 积 法 
例 8 (第 41 届 IMO 第 2 大 题 ) 设 a,5,c 是 正 实数 , 且 满 足 :abc = 1 ,证明 ， 
(a-1+4DG-1+1)C-1+415<1 
[90] 设 M = (a-1+4DG-1+4)(- +), RAJ abc = 138 M 作 适 


当 变 形 得 M 的 两 种 形式 , 作 两 种 形式 的 积 , 即 M? ,并 能 证 明 M? < 1, 又 M > 0…M < 1 得 证 . 
证 明 : 


令 M=(a-1+ 二 )(6 -1+T)(c -1+1) 


WM= abe(a-1+3)(5 -1+1)(c -1+1) 


= [so(a-1+t)][e(s-1+ 1)][e(e-1+t)] 


= (ab-b+1)(bc-c+1)(ac-a+1) 


H M = (ak (a -1+ 寺 )6-1+ 二 )(c-1+ 二 ) 


= [æa -1+ 4] [ac - 14d] [ace] 
= [ (abc — bc + c)(abc — ac + a)(abc — ab + b) ] 
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= (1— bc + c)(1 — ac + a)(1 — ab + b) 

于 是 作 积 
M? = [(1- b+o(l+b -cI acta)(l+ac— a)l[(l- ab + b)(1 + ab- 6)] 

= [1- (e — e) JU — (ac — a)? JU — (ab - b] 

<S1x1x1=1 
MMSI 
【评注 】 此 例 显然 是 一 道 国际 竞赛 大 题 ,但 却 用 如 此 简单 的 作 积 方法 即 可 解决 ,其 中 妙 味 尽 在 证 

题 之 中 . 


例 9 (1998 年 全 国 高 中 联赛 二 试 第 二 大 题 ) 设 aaz, an ibid b, € 11,21,80 $a? $ 


Do RiE: 


Ha SOR 
并 问 等 号 成 立 的 条 件 . 

证 明 : 
H 1< a <2,1< b <2B49 

1 a, 

去 < 至 <: © 
由 此 易 得 w - 2 > 0,ai - 26 <0. FERME 
作 积 (a -# ) ai -26)<0 © 
即 a? - Žabi +6? < 0 

3 

ATRAG HME ab 项 ， 
再 作 积 (+ or) (E+)<o @ 


即 


s. a+ 2 <o 


BSar 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 @ 取 等 号 

a= si 或 ai = 2b; @ 
下 面 再 找 O 的 等 价 条 件 , 首 先 证 明 a, 只 能 取 1 或 2(;i = 1,2,…,n). 若 不 然 ,存在 a; € [1,2] 有 


b; 
Š = a > I>5 > 2 IË 
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或 25 = aj < 2=>bj; < 1, 也 矛盾 
ww=1 ja =2 2 
这 表明 ,一 切 a 只 能 取 1 或 2 并且 有 | 二 或 | O mm, = 2 
其 次 证 明 ,n 必 为 偶数 , 且 a1,a2,…,a 中 一 半 取 1, 一 半 取 2, 设 alvaz,…vas HERNIA n-k 
个 2, 则 61,5b2,…,b。 中 有 个 取 2,n 一个 取 1, 代 入 已 知 条 件 了 a? = 六 22, 得 
12+…+12+22+…+22 
Erg 
-kA 
SR++ +É +. +Ë 
点 个 n- k + 
即 k+4(n-k)=4k+(n- k) 
得 n = 2k 
这 说 明 ,等 号 成 立 的 必要 条 件 是 n HAR, E aias a, 中 有 一 半 取 1, 另 一 半 取 2,6, = 之 . 易 知 
条 件 也 是 充分 的 ,因而 ,这 就 是 充分 必要 条 件 . 
【评注 】 
(1) 本 题 第 一 部 分 证 明 出 不 等 式 的 关键 是 @ 和 O 两 步 作 积 . 


(2) 本 题 可 作 如 下 推广 
设 ristas En y1, 92> E [a,b] 


(O< a< b), B Yz 
à 


并 且 @ 式 取 等 号 的 充 要 条 件 是 : 
n 取 侦 数 ,z1 ,x2,… ,zx, 中 有 一 半 取 a ,一 半 取 b, H ro = ab,i = 1,2,…,n. 


EH: a <a < bra < y, <b BREY < r < 
作 积 (zi -faai - Ëy) <0 


240 
即 -ry + yw L0 © 


y ab 
ER RU tarp? 0' 得 
3 a44 a? 
ze  altbi tab a, ab 2 
y ablato) T tata y <0 © 
移 项 并 求 和 


ER 
z C at+bt+ asa ab 2 
> vi © abla? + b?) > PETR E 


= tbtt bh 2 ab Vy 
= abla? + b?) Dai aipg“ 


tai 
"+ r Za @ 

故 O 式 得 证 .并 且 @ 取 等 号 

SQ 中 每 一 式 都 取 等 号 

SO 中 每 一 式 都 取 等 号 


Sa = fy Ra; yi = 1.2,—-.n) 
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首先 证 明 ,ri; 只 能 取 a 或 5(i = 1,2,…,n). 若 不 然 ,存在 二 使 a < z, < oH 


$ = zj > ae 一 六 > b, Fs 


或 上 y= z, < b>y < a tF. 


=b 


这 表明 ,所 有 的 z, 只 取 a Rb ana B niea |" i É —_ ÑE zo, = ab 


其 次 证 明 , 为 偶数 , 且 x1,z2,…,z, 一 半 取 a, 一 半 取 biR z 中 有 个 a,n = k MOD y PH k 
D b,n- kPa RABARHY q? = > wz, 得 


a? teeta? b+ + 52 


ki (n 一) 个 
= btt b?+ a? tta? 
k+ (a= F 
#k(b2- a2)(n — 2k) = 0 
但 中 - az >0, 故 只 有 n = 2k. 
这 就 证 明了 :等 号 成 立时 ,n 为 偶数 , 且 zi,zz,…,zs 中 有 一 半 取 a, 一 半 取 5, 且 ry; = ab 
反之 ,充分 性 的 验证 可 以 分 别 计算 不 等 式 左 \ 右 两 边 的 值 ,有 


左 , 右 两 边 相等 
4. 综合 法 


综合 法 是 从 已 知 条 件 出 发 ,依据 不 等 式 的 性 质 ,函数 性 质 及 重要 不 等 式 逐 步 推导 出 待 证 不 等 式 的 一 
种 方法 . 
例 10 ”对 任意 满足 a + b+ c = 1 的 非 负 实数 a,b,c, 证 明 : 不 等 式 
2<(1-a22+ (1-6)? + (1- 22< (1+a)(1+ b)(1 + c) 成立, 并 求 等 号 成 立 的 条 件 . 
证 明 : 
设 ab+b+ca=u,abk=v 
Wla - a)(x - br-e)= 2? - x? + ux — v © 
RERS Sa) = fla) + f(b) + fle). fla) 是 关于 a 的 代数 式 . 
注意 到 @ 式 左边 在 z = a,b,c 时 均 为 零 ,所 以 
al-at+tua-u=0,b - b? + ub- v = 0,° -è+ uc-v=0 
FAD = Dja? -ua+3u 
= (J a)? -2u - u +3v 
=1-3u+3v 
又 对 前 面 的 三 个 式 子 分 别 乘 以 a,6,c 可 知 
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Slap SIG Sialis Sas 
= (1-3u +3v) - u(l — 2u) + v 
=1+2u -4u + 4v 
利用 上 述 表示 ,可 知 
Da- = Dat-2D)a+3 
= 1 + 2u? -4u +2v-2(1-2u)+3 
=2+2u? + 4v 
EF u 20, v> 0 AANA - 22 S2 FIHAN u = v = 0 时 取 到 . 
另 一 方面 , T[(l+ ae) = 1+ Dat Dabtab =2+u+v 
所 以 ,为 证 右边 的 不 等 式 ,只 需 证 明 2u? + 3v < u 
由 于 wx -2uz = u(1-2u) = u(( J)a)? - 2u) = u J)a? 
mua > Tutay = (ab + bc + ca)(a + b + c) 


> 村 (3 VËN Ym) = 3abe = 3v 


所 以 @ 式 成 立 , 并 且 易 知 四 式 当 且 仅 当 a = b = c 或 者 x = v = 0 时 成 立 . 
故 命题 成 立 ， 


左边 等 号 成 立 的 条 件 为 a,b,c 中 有 两 个 数 为 0, 而 另 一 个 为 1; 右 边 等 号 成 立 的 条 件 为 a = b= c 或 


者 a,b,c 中 有 两 个 数 为 0, 而 另 一 个 为 1 
【评注 】 


(1) 由 上 述 证 明 可 知 ,本 题 是 代数 式 变形 ,部 分 与 整体 的 关系 及 均值 不 等 式 的 综合 运用 . 
(2) 解 题 关键 : 证 明 左边 不 等 式 ,就 是 努力 简化 代数 式 , 利 用 多 项 式 理论 通 近 2, 证 明 右边 不 等 式 需 


要 用 到 均值 不 等 式 . 
5. 分 析 法 


分 析 法 的 证 明 过 程 是 从 求证 的 不 等 式 出 发 , 层 层 推 出 使 它 成 立 的 充分 条 件 , 直 到 得 到 一 个 明显 成 立 
的 不 等 式 或 者 一 个 比较 易 证 明 的 不 等 式 为 止 ,这 种 方法 在 探求 不 等 式 的 证 明 思路 上 是 最 有 效 的 方法 之 


例 11 设 x,y,z,4,p ERM, EWE x+ ytz =l, Aul3A- p) >0,À- prà- py à- pur E 


号 , 则 有 


y 3 
Faya) = SG tr t = > 


证 : 令 a = À - pr,b = À - pysc = À - pz ,Wj a + b+c =3à -p 


它 等 从 于 (二 + 二 + 二 )> 


> 0 - 
当 (34 p) > 0 时, 上面 的 不 等 式 又 等 价 于 


Ga-p( +t 


Ha+tb+c=3à- p, TE 
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(a+b+ (L T+ 129 
展开 ,整理 得 
b 


b, a)+r(£ +) + (2 +— 
pr 0 


当 a,6b 同 号 时 ,如 + 生 
ETALE iir 
H ca 808.2 
显然 ,中 式 成 立 . 


6. 数学 归纳 法 

数学 归纳 法 可 用 来 证 明 与 自然 数 有 关 的 不 等 式 ,在 证 明 中 应 估量 选择 恰当 的 归纳 形式 ,常用 的 有 第 
一 ,第 二 数学 归纳 法 . 

例 12 题目 见 本 讲 例 5 

证 明 :( 用 数学 归纳 法 ) 

(Dn = 1 时 ,al 之 1 显然 成 立 . 

(2) 假设 n = m 时 命题 成 立 , 当 n = m + 1 时 ,对 于 两 两 不 等 的 正 数 a1,42,…,am41, 取 其 中 最 大 
者 为 gj, 著 j = m + 1, 由 归纳 假设 


及 


相 加 即 得 . 
车 1<<j < m Wh 


a, an+ ams a, 
Ë tm +1: > P Om + (排序 原理 ) 


例 13 设 z 为 正 数 ,[z] 表 示 z 的 整数 部 分 . 


证 明 : 

cr @ 
证 :第 二 数学 归纳 法 . 
令 a= [z]+ [2E + q [z] @ 


1)n = 1 时 [zx)}< (z) 
>) 假设 n < k P Q Ry Bl 


a <[=z) 
a< [2r] 


a-i < [(& - 1)z=] 
相 加 得 :ai + az + t ari < [z]+ [2z]+ + [(& - 1)z] 


k(ak — ar-1) = lkr] 
(k- D(a - a] =a) = [(k - 1)z] 


2(az- aj) = [2: z] 
l-aí= [z] 

相 加 得 

ka — ari = 0- ay = [kr]+[(-Dzl+…+[z] 
由 四 + 由 得 : 
ka < lket [(k - 1)z]+-- + [z]+ Celt [2r]+ -+ [(k- Dz] 
“Lizlt [(&- i)z]< [ir + (&— i)z]= lkr] 
“ka < [kr ]+ [kr ]+ -—- + [kr] = k[ kz] 

k+ 
BW a < [kz] 
"(12) X} n = 人 时 成 立 
< (12) 对 一 切 自然 数 成 立 
[Ë] (1) 这 里 用 的 是 第 二 数学 归纳 法 . 
第 二 数学 归纳 法 分 为 以 下 三 步 . 
(D 莫 基 :证 明 n = 1 时 命题 成 立 . 
Q 归纳 假设 : 设 n < k 时 命题 成 立 . 
图 归纳 递 推 :由 归纳 假设 推出 n= k + 1 时 命题 也 成 立 . 
(2) 第 二 数学 归纳 法 与 数学 归纳 法 基本 形式 上 的 区 别 归纳 假设 . 
第 二 数学 归纳 法 的 三 步 完成 之 后 ,命题 的 正确 性 可 由 以 下 逻辑 关系 得 证 . 
“1 对 ”( 葛 基 步 又 证 得 ); 
“LRE (“n 和 1 对 ") 一 “2 对 "( 归 纳 递 推 步 又 证 得 ); 
“1 对 "2 对 ",( 即 “之 2 对 ") 一 “3 对 "( 理 由 同上 ); 
“1 对 "2 对 "3 对 "( 即 "mn < 3 39”)=>“"4 对 ”( 理 由 同上 )， 


依 此 类 推 ,可 得 “n 对 "(n 为 任意 自然 数 ), 因 此 ,第 二 数学 归纳 法 是 一 种 可 信赖 的 形式 . 
7. WAE 
为 了 证 明 不 等 式 A < B, 我 们 找 一 个 (或 多 个 ) H CHERE, EENE A < C 或 C<<B 同 时 


成 立 ,那么 A < B BRER. MAH” 即 把 A 放大 到 C, 再 把 C 放大 到 B, 反 之 ,由 B 缩小 经 过 C 而 变 
到 A , 则 称 为 " 缩 ”, 统 称 为 " 放 缩 法 ”, 放 缩 法 是 一 种 技巧 性 很 强 的 不 变形 ,必须 时 刻 注意 到 放 缩 的 跨度 ， 


放 不 能 过 头 , 缩 不 能 不 及 . 


=. 
š Ë 
例 14 求证 16< X) <17 
证 明 :由 V/k-1</k< /k+1 可 得 
Ds 2 
Vk+1+/k Vk `/k+ /k 1 
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即 2(/k+ -ED)< Z; < UE - VE- 1i) 求 和 可 得 
2 .六 VE -VE) = 2(V8i - 1) = 16 
£: 


> 
1+ DOR- /k- 1) = 1+2(/80- D =2/80-1< 17 
= 


“16< > 上 <17 
例 15 a,b,c,d 为 任意 正 数 ,求证 : 


Fé a b c 


a+tb+d'brcratcrdrbtdtar: 2 


证 明 :首先 ,分 母 缩小 以 证 明 右 式 


re hd or IA EET 

Ey ra 

=2 

然后 分 母 放大 以 证 明 左 式 

Pr ET TT EE 

ETE TLE ET MEITE, 

=1 

所 以 , 原 不 等 式 成 立 

例 16 车 a,b,c 都 为 正 数 ,证 明 
tt 


证 明 :不 妨 设 a 宇 b 宕 c > 0 
= 2a2— ab —ac , 2b? — ba — bc 2c2 — ca — cb 
左 一 有 = aere t Acta) t (a+) 
= al2a-b-c) , bl2b- ae), elc- a-b) 


(b+c) + Aeta) 2(a+ b) 
>bQa- bc), bQb- ac) c2c-a-b) 
2(a +c) 2(c+a) 2(a +b) 
= bla +b -2c) _c(2c-a-pb) 

= Hate) 2(a +b) 
> (a+6-2c) +cC2c=a=b -0 
“ 2(a+c) 2(a +b) 


例 17 ia 2 (i= 1,2,…,n) 求 证 : 


Oa) + a)l + ap) SZC + at et 


证 :左边 
=2"(1+ aza + ela g a) 


>2(1+ 41+ tt) 


2 2 2 
>2"(1+ 8 ezl +it) 
LR sti n+1 
= n+1+ (a1) + (a - D += + (a, -1)] 
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= ta tart + an) 

【评注 】 此 题 证 明 中 O .@ 两 步 "缩小 " 恰恰 是 证 明 本 题 的 关键 
8. 反 证 法 

例 18 (第 25 忆 全 俄 中 学 生 数学 奥林匹克 (十 一 年 级 ) 竞赛 题 ) 是 否 存在 实数 a,b 和 c ,使 得 对 所 有 
实数 r 和 ,不 等 式 

lz+tal+lz+y+ol+ly+cl>lzi+lz+yl+lyl? 

解 :假设 这 样 的 实数 a,5 和 c FEA z > 0 和 y > 0, 并 使 得 

r+aZ0,zr+y+b20,y+c 之 0, 由 题 设 不 等 式 的 左边 碱 右 边 所 得 的 差 为 

at+b+c>0 @ 

WRR r< 0 或 y< 0, 并 使 得 z+a<0z+y+b<0y+c<0 

由 题 不 等 式 的 左边 减 右边 所 得 的 差 为 

-a-6-c>0, 即 a+p+c<0 O 

由 (9.9 式 得 到 巴 盾 ,所 以 要 求 的 实数 a,b,c 不 存在 . 
9. 换 元 法 

(1) 增 量 代 换 

若 a 过 0, 则 可 设 a = b+ ea, 其 中 三 0 称 为 增 量 . 

例 19 〈1992 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 ) 实数 x,y,z > 0, 证 明 不 等 式 z(z - z) + yly- z) > (x 
-z)(y-z)(z+y-z) 

并 确定 等 号 何 时 成 立 . 

证 明 : 欲 证 明 的 不 等 式 等 价 于 

m+ y+ z+ 3ryz rr- ye- yr- zr- y 20 

即 z(z- yx- z)+ y(y-z)(y-z)+z(z-z)(z-y5)20 四 

图 式 关于 z,y,z H RDR r> y> = 

令 z= z+ n, = z+ tP n 2 t, 2 0,W @ %#fr+ 

(z+ )(0 -tt + (z + n)(0; - n) + zt 20 

即 (a -t)[(z +n) - (z+t2)t2]+ zt2>0 @ 

而 @ 式 显然 成 立 , 故 原 不 等 式 成 立 . 

同时 , 易 知 , 仅 当 z = y = = 时 等 号 成 立 . 

(2) 均值 代 换 


ED a= a MRa = 全 YaG = 12.) 8 2a = 0 
= = 
例 20 Bayz >0, Hat y+ z = 1 求证 :0 二 + zz + ay ayz < Z. 


证 :由 对 称 性 ;不妨 设 >> y> =, 于 是 1 = z+ yt >r, z < T kr < -Fay < ay A 
而 yz + zz + (zy — 2zyz) 2 0 
右边 不 等 式 可 考虑 “均值 代 换 ” 


令 z+y= 寺 +4oz = 二 -4, 则 由 z+y 之 2 得 


私 :区 去. 于 是 :my+oe+ 开 -2ne = G- ayee 


工 
6 
< 十 -e+2t(2 二 = 村.2t 二 -90( 支 -D+ 二 


3 
< 二 [2+ 生 -9+ 人 -9] š 
人 


例 21 BEMatbtctd+e=8,a? +b + + d + e = 163RiE0 < < 16 
证 明 :考虑 “均值 代 换 ” 


Ba=2- 4 tibb = 2- + 


4 
+m =2-f4 +nd=2- +t MD = 0 
| 
4 2 
从 而 有 16 = >[e-# +] +ë 
= 


=42-4P +22- 


二 (4 一 号 关 + 


解 得 < < 
G) 局 部 代 换 
例 22 Ela. ER Artt yia tria = RE aK < 2 


2 
Ti TE 3: 有 0<rys<lrtyt+s= 1 有 


a sy 122: SN (2 N 125 


证 明 : 设 > = Ty 本 


于 是 ,ok < É 


/二 一 1 
N Ta- NA- A 


S- x)(1- y)(1- z) > 8zyz 
“(1-z)(1-y)(1-z)= zx).(z+z)(z+y) 
22 Zx - 2 Z= : 2 Ty = Br 

… 原 不 等 式 成 立 . 

(4) 整体 代 换 


证 明 分 式 不 等 式 时 ,如 果 分 母 是 多 项 式 , 可 将 分 母 设 为 一 个 整体 ,这 将 有 利于 问题 的 解决 . 


证 : 设 1-z?=a,l-y=0, 则 a>0,6>0, 有 a+b=2- (z? + y?) < 2 - 2zy. 
P B Wa i 
"(a +b) t> 


L 11 = k. 
“e “8 m +, 22322 


例 25 Seni RE: 
x y z 3 
Zety atyre hytta S 4 


证 : 


2z+y+z=a 
Bj r+t2y+z=b 
z+y+t2z=c 


k; 4 
md y = b= ca 
s s T 
4 
于 是 


Er 

ë 1 (Mb e+e e+ ee) 
= 二 [9-( 乞 + 各)- Ce 2)- CC + 5] 
<+0-2-2-2)= 2 


此 外 ,还 有 “三角 代 换 ",“ 复 数 代 换 “ 坐 标 代 换 “ 对 称 代 换 万 能 代 换 ” 等 等 , 望 读者 在 学 习 过 程 留 
心 留 意 ,注意 总 结 ,提高 证 明 不 等 式 的 能 力 . 


$2.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 设 a,b,c € R' ,证 明 对 任意 实数 xz,y,z 有 


abc 
e+/ 5) 并 指出 等 成 
立 的 充 要 条 件 . 
2. 设 a+B+Y= ,求证 :对 任意 满足 z+ y+ = = 0 的 实数 x,y,z 有 yzsin?a + zxrsin2B+ rysin? y 
<o. 


Bit a € RG = 1,2,…n) 求证 : 对 于 任意 非 负 实数 z1,z2,…,z ARER (Yr) 
(Zaa )> 加 wr? 成 立 的 充 要 条 件 是 a + a; 206 = 1,2m i j) 


4. 设 实数 a,b,c 使 不 等 式 
Arz-y)(rz-z)+B(y-z)(y-z)+C(z-z)(z-y) 二 0. 对 一 切实 数 z,y,z 都 成 立 , 问 A、 
B.C 应 满足 什么 条 件 ? 


5. 设 0+c>a2>0>c>0, 求 证 : 


<, .<)>< ,< , + 
20 ti t E 


6. 设 f(x), glx) 是 [0,1] 上 的 实 值 函数 ， 
证 明 :一 定 存在 royo € [0,1] 使 得 


1zom = f(zo) = glm) 12 + 


TROK, i= 1,2,--,nin 22,W 


n L. n 
< < 
patatra 2 1+ 五 “1+ VE 


n 


8. 设 zi >0(i = 1,2,…,n;n 之 2). 求 证 : 


2 2 2 2 
T) =; Tn- Tn 

FE + 一 7 一 一 十 了 + 一 <n-1 

TI + zzy XT2 + zaza Ent +t za z, + ziz2 
B 组 
1. 设 a;€ NUG = 1.2, nin > 3), RE 
arta; artas Qa-2t an anita , an +a 

s + +e + + < 

人 a an-l an WD; SS. 


2. 设 m,n 是正 整数 ,al,a2，…,a,, 是 集合 |1,2 
< i < j< m).W#ftf£ k(1 < k < m), EH a; + a, 
artat' + am 

m 


n) 中 的 不 同 元 素 , 并 且 满足 若 有 a, + a, < n(1 
ak, 求 证: 


n+l 
> 


3. 已 知 alvazyan > 1,(n > 3), H | arsi - a 


4. 设 实数 ryza, B, y 满足 条 件 :T+ y+ z >0,a + B+ Y >0,zy+ yz + zz = aB + By + Ya 
= 1, 证 明 : 
2 


(B+ Det (7+ay+ at z> 0 


S. Ba, € R° (i=1,2,…,n), 令 

kb, = ay taz +> + a(k=1,2,--,n) 

Cn = (aj ~ b1)? + (az — bz)? + = + (a, — bn)? 
Dn = (aji - b,)2 + (az — br) + + (a, — ba) 
求证 :Cn < Dn < 2Cr 
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6. 设 0< m < a, < M..0 < m; < b, < Mazi = 1,2,---,n WJ 


(Ya. (EoD 
= sI 


1 [ [MM mym, |` 
ia < 122 ima ) 
>o (Da? 4 W mim AM MiM: 


7. ğa; € R,b; € RG = 12…,n), 则 
[e - Da - y Cat- ab] ° 
<[0- DP-2. Dom] [e -002-2 X] 


z 


递 推 不 等 式 


83.1 知识 要 点 与 基本 方法 


数列 一 般 都 有 着 明显 的 递 推 关系 ,由 递 推 关系 建立 的 一 类 不 等 式 我 们 称 之 为 “ 递 推 不 等 式 ", 有 关 递 
推 不 等 式 的 证 明 问题 , 既 要 有 证 明 不 等 式 的 基本 思路 和 方法 ,又 要 结合 数列 递 推 关系 本 身 的 结构 和 特 
点 ,因此 有 着 较 强 的 技巧 性 ,本 讲 结合 具体 实例 ,分 析 证 明 递 推 不 等 式 的 若干 方法 .证 明 递 推 不 等 式 的 基 
本 方法 大 致 有 
1. 利用 递 推 关系 与 重要 不 等 式 . 
, 利用 递 推 关系 与 裂 项 求 和 . 
. 利用 递 推 的 变形 . 
. 用 数学 归纳 法 . 
+ 构造 辅助 数列 . 
, 利用 数列 的 性 质 
利用 部 分 和 . 
反 证 法 . 
,构造 递 推 关系 . 


cmonD 


83.2 赛 题 精 讲 


1. 有 关 " 利 用 递 推 关系 和 重要 不 等 式 "的 例题 
例 1 设 数列 1a,| 满足 下 列 条 件 : 


; i 
athan tG n = 12.) ORIE a, 2 4(n = 1,2,1) 


证 明 :由 al = 5 及 递 推 公式 ,可 得 a, > 0, 递 推 公式 可 以 写成 


aa = lan + + 9 


al = S,an+l = 


又 因为 o >0,É >0 


H ani = Flan + 15.8) 


>F a: É +8) 
=4 

an >4 

X: a = 5>4 

“a, 2 4(n = 1,2,------) 


例 2 数列 | F,| 定义 如 下 : Fi = 1,Fa = 2, 对 任意 的 mn € NA Fara = F, + Fp ,证 明 :对 于 任何 
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的 mn € N, 均 有 


YEn>1 E 
证 明 : MS =F-fF=1 
Í = e 
于 是 1 十 = bovon 
| 
从 而 1= Ft np Fn 
TFF F, F, Fa- 
> E A =a Fri SPa 
s = es pu kus 
V YE TEE 
z 1 
F, a 之 7 
2. 有 关 “ 利 用 递 推 关系 与 裂 项 求 和 ”的 例题 
首先 裂 项 求 和 是 基本 公式 


a 。 
a 
例 3 ELMI a,l 如 下 : 
a = 二 ,2kat = (2k - 3)a-i(k > 2) 


求证 :对 一 切 nEN 有 Da <1 


【分 析 】 对 过 推 式 进行 变形 ， 可 通过 裂 项 求 和 变 成 “连续 相差 ” 的 形式 
证 明 : 由 题 设 可 得 

2(k+l)aa = (2k — 1)a 
有 -ap = 2[(& + a = ka, ] 


- Da, = 2321[G(* + Das = has] 
=2[(n + Da, — a] 


m 1- Da = 2(n + Dann 
£t 
易 知 ,对 一 切 n E N,a, > 0, 
故 Sa <1 
£ 


例 4 ro = Srani = z. + L(n = 0,1,2,…), 求 证 :45 < zimo < 45.1 
Em: za = z. + 1 
x 
. a = mtha 
Tn 
z, > 0, H Tps > z, 
Fẹ abu = + Dlan - zb) 


=t Dht) 
i=0 Tk 


=25+2(n+D+ 三 
k=0 Tk 
取 n = 999, 则 
Si 
zi = 25 + 2000 + 2 5 > 452 


又 zi = 2025 + Ra S4 
< 2025 + 
< 45.1? 

(其 中 ,zio = 25 + 200 + 33 > 225) 

故 45 < zwo < 45.1 

3. 有 关 “ 利 用 递 推 关系 变形 "的 例题 
AS 设 数列 |a,| 满足 a, = l.aa,a = n + (n € N). 求 证 : 
E22 
证 明 : 由 题 设 知 a, = 2,a, > 0 
= 1 时 ,二 = 1 > 2(/5 - 1 命题 成 立 、 
H n >20, H aan = n+1, 得 


Gn-lQn = n 


所 以 aplansi — a.) = 1 
从 而 有 六 二 = L + (aaa 


a 
= anr1+ an 一 2 
22 Zaa - 
=AVaFi-1) 
例 6 设 n(n >2) 是 整数 ,证 明 : 


Eta = 7 


下 面 首先 建立 关于 a, 的 递 推 关系 ,然后 证 明 结论 . 


a, = 


同 理 可 得 a3 = 3,a = Las = 10 


下 
a < DG 25) BJ 2 > Si, 
k+1, k+l 
Gk = 2k `a + k 
k+1 10 k+1 
二 3 
Éq y 52 sa piby23g0 
=ys(++)<y30+%)<5 
问题 得 证 
4. 利用 数学 归纳 法 


关于 利用 数学 归纳 法 ,在 第 一 讲 中 我 们 已 经 讲 了 两 全 ,有 所 交待 . 但 因为 “ 递 推 不 等 式 ” 的 特殊 性 ， 
利用 数学 归纳 法 是 一 种 十 分 有 效 的 基本 方法 , 故 本 讲 对 此 方面 的 问题 再 加 大 一 些 篇幅 ,进行 专题 研究 ， 
使 读者 有 较 大 的 收益 . 
2 


例 7 令 al = 2,aa =7, 对 之 2, 设 anoi 是 整数 , 且 由 - 方 < ann - 2" < 于, 证明: 对 所 有 
>2,a, 是 奇数 . 

证 明 ; 易 知 al = 2,a2 = 7,a3 = 25,a4 = 89,…- 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 

an = 3an-1 + Zan-2 D 

n = 3,4 时 ,显然 成 立 

假设 式 对 于 k(k > 2) 成 立 , 则 
al _ ala- + 2a) 


如 果 四 
wal <3a + 2a- + |22 

< 3⁄4 + 2-4 + 

< 3⁄4 + 2a-t + + 
根据 aka 的 定义 得 airi = 3a, + 2ak-i, 即 式 四 对 mn = k + 1 Ray. 
HFR, n = 3,4 时 成 立 . 
设 对 于 人 时, 式 @ 成 立 ,并 且 式 @ 成 立 . 
则 au = 3ar-1 + 2a,-2 

= 2a4-1 + (ak + 2a,-2) > 2at-i 
所 以 , 式 @ 对 一 切 自然 数 k(k > 3) 成 立 ,问题 得 证 . 
例 8 (1997 年 中 国 数学 冬令 营 联 赛 试题 六 ) 设 非 负 数列 ai,az,… 满足 条 件 

amsn Santan mnE N" 
REMEE n> m 均 有 
a, S< ma) + (z 一 ts 
【分 析 】 题 设 给 出 “n 2 m”, 所 以 可 从 n = m 开始 考虑 ,用 数学 归纳 法 对 n 进行 归纳 . 
证 明 : 由 条 件 得 
O< an <a, i + a1 < < na, 四 
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下 面 用 数学 归纳 法 证 明 命题 对 一 切 n,m € N 成 立 . 
ME m EN, n = 1 时 
求证 式 5(1- m)a < (L - Dan 
Sm Dan < (m - m + a, 
由 @ 知 当 n= 1 时 命 是 成立 . 
假设 当 1 < n < k 时 命题 成 立 , 分 两 种 情况 讨论 : 
r) # k < mm, 则 由 加 得 


2m 
由 a1 一 各 之 0 知 


得 到 a < mai + (£ 
ee uu $S N 

由 条 件 得 avi < arion t am 

由 假设 得 at-n < ma, + (HHE -1 )an 


得 到 os < ma + (EH -1 )an 
RAIZ) 知 , 当 = k + 1 时 命题 成 立 . 
所 以 ,对 一 切 r 之 mn, 均 有 


a, < ma; + (= -1): an 
例 9 (3537 届 IMO 预选 题 ) 给 定 a > 2, | ao | 递归 定义 如 下 : 


证 明 : 对 任何 & E N, 有 
Lrtimidctora- V70). 


a a 


证 明 : 设 f(z) = z? -2,0 
s. (a)-e 


-和 
于 是 a = f SE. n. ÉL ag 


= Da) ` FMa) + + Oa) 
(这 里 规定 fo(a) = a) 

下 面 用 归纳 法 证 明 对 任何 € N U 101 ,本 题 结论 成 立 . 
k= 0 时 ,二 = 1< 去 (2 +e -Var-4), 结 论 成 立 . 
假设 结论 对 于 = m 成 立 , 即 


Tre /9 (a)= fa) 


L 1 PS 1 1 PENY yz. es 
1+ po) + FO) JOa) t FOO a a) < 2 2 +a - V at - 4@ 
由 于 a >2 时 ,f(a) = a? -2>2 且 图 式 对 于 所 有 的 a > 2 均 成 立 ,用 fla) REO RPH a, 
即 得 


1 1 a 1 
1+ Ore) * FO a) + t Fafa) FDC 
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< 村 + fa) - V Pa) -4) 


= 二 (a Vaat Cab) 
= 4 ala- Vata) 
fE i a 四 


aai 
a 1 1 pe 1 
= lt JoiCa) + FH Pa) + * fa) ay Na) 
g 1 i qz 1 
BT Pol PO + ” Ft pay A) 
<i+t. Lala- Vaa) 
s 424a- Vaa) 
Bk = m + 1 时 结论 也 成 立 .因此 ,对 所 有 人 € N U 10| ,结论 成 立 . 
5. 构造 辅助 数列 


V l+al 
例 10 Ra = 1a, = el! 


(n = 1,2,…) ,求证 :a > zari 
【分 析 】 根据 递 推 关系 的 结构 特点 ,如 果 令 a, = tana,,a, € (0,5), 0 


z Vl+tanas -1 
an = tana, = FER 
据 万 能 公式 un S 


于 是 ,产生 了 新 的 递 推 关系 


x z 
ao = 1 = a, = tan zasi 


证 明 :显然 ,对 n € N, 均 有 a, > 0. 令 a, = tanan,an € (0,5) Mi 348454 


a, = tana, = tan “SF! 
=== = 
因 a。=1= tn + 
an ns 
由 于 当 z € (0, 也) 时 ,tanz > z 
所 以 ov = tn > > 
例 11 n,k € NWE: 
x 1 RSS 
Surna? Zari} 


[分 析 】 MEY a < GR >), 
f 
只 要 证 明 a, < (R >)br, H a, < (或 >)b - br- (k > 2) 即 可 ,于 是 可 设 


i (1 i) 
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证 明之 
证 明 : 设 a, = 


goat l- ama) 

Ma s20 -4)=2-2>7 =a 

又 当 上 之 2 时 ， 

n-i- zp l) 
>R AAAA A) 


=a 


É bn = by + xe = br-1) 
>at Da = Da 
6. 利用 数列 性 质 
例 12 数列 |a,| 为 非 负 实 数列 , 且 满足 a4 2an + aa 20, > ai < 1,k = 1,2,… 证明 :0 < 
awa < SG = 12,-) 


分 析 与 解 :根据 条 件 > a 委 1, 若 有 某 个 ae < at 
BY asi Sa - aqa tal < a 


AT a, 起 ,数列 au| 单调 递增 ,和 ai + az + … + a, 将 随 n 的 增加 而 趋 于 无 穷 ,不 可 能 永远 小 于 


PRVA, lan) 是 单调 递减 的 , 即 a, - arsi S0 
Q bi = a - a IB a, - 22k t atz 过 0 可 得 
b 2 bb 20,k = 1,2,-- 
XH#T12aí tat +a 
= (bı + az) t azt +a 
= by +2az+' +a 
= bı + 2b, + 3az + + Q 
3b1 + 2bz + … + kb, 
2(1+2+--+k)b, 
stet. y 


H n< gar < 起 ,命题 成 立 . 
7. 利用 “部 分 和 ” 的 方法 


利用 “部 分 和 ”的 方法 是 基于 下 列 公 式 : 
“ES, = a t azti + alk = 1,2,,n) 


则 adn = Sba + 27S.(h = bin)” 


Page MEI 


例 13 Banan a, 是 一 列 互 不 相同 的 自然 数 ,求证 : >> ` 
分 析 与 解 ; 


令 S =a +a t= +a 


S1424 +k = kG +) 


" 


8. 利用 “ 反 证 法 " 

“ 反 证 法 " 是 证 明 数 学 命题 的 一 种 有 效 方法 ,在 证 明 * 递 推 不 等 式 " 也 表现 出 其 不 可 蔡 代 的 作用 ， 

例 14 (第 42 IMO 预选 题 ) 设 ovaiva… 是 任意 一 个 由 正 整数 组 成 的 无 穷 序列 ,证 明 :存在 无 
穷 多 个 正 整 数 ,使 得 

1+an > an1 T2 

证 明 :定义 序列 co,c1,c2… 满足 

= Le = El: n 之 1, 重 写 为 


“Cn = an-l "Cnt T awn 


Be + ea + == + cn = asco = aks = ao ~ as 


由 于 jan| 为 正 整数 序列 , 则 |au| 为 正 整 数 序列 ,所 以 ,cl + c2 +… + cs < ao 
因此 , 原 命题 等 价 于 证 明 存在 无 穷 多 个 n tE E < ri RE. 


反 证 :假设 存在 正 整 数 N ,使 得 对 于 n > N E >> 


当 n > N 时 ,有 
NE E 
cn-1 Cn-2 Nn 


BD c, > ey e 2 (anena) 
= eez (upet) 
其 中 < = ey 2463eh BAER. 


对 于 如 上 的 n ,存在 正 整数 ,使 得 24! n < 2 


EE E g a] E 
E RRE: $ 了 
St+(Z+3)+( + 了 )+ 
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<1+1+=+1 
=k 
所 以 ,cn S c e DIEP 2 n < 2 
对 于 如 上 的 N, 存 在 正 整数 ,使 得 2 一 之 N< 2” 
Ë m > r 时 ,有 
Cyr + Crn + + Cl 
= (Cy +e + ea)+ (cal+ e+ egea) 
++ Ceai + e + Cama) 
Pe(2 KID p 2 x AD +... 4 201 x 2-=) 
à cm- r) 
这 表明 cç, 的 和 可 以 任意 大 ,与 cl + cz + t cn 的 有 界 性 矛盾 ,所 以 ,有 无 穷 多 个 中 使得: <> 
成 立 . 
9. 构造 递 推 关系 
关于 自然 数 n 的 递 推 不 等 式 ,有 时 递 推 关 系 没有 给 出 ,如 果 能 够 根 递 推 不 等 式 的 结构 ,深入 挖 气 递 


推 关系 ,构造 出 “ 递 推 关系 式 ", 就 可 以 采用 适当 方法 一 一 或 直接 递 推 解决 或 数学 归纳 法 ( 递 推 关系 本 质 
就 是 解决 从 到 (k + 1) 的 问题 . 


例 15 (1990. 美 国威 斯 康 星 天 赋 探 索 题 ) 设 


1+ 1 二 


IFT 
其 中 有 1000 条 水 平分 数 线 ,zz + z > 1 是 否 成 立 ? 


解 : 令 z, 表示 具有 n 条 分 数 线 的 形 如 z 的 数 , 则 有 zx, = TE (这 就 是 所 构造 的 递 推 式 ) 


E & F.a = $z = +$. = a: = z, + zn, 则 


六 地 $ <in= Pins <1i = f > 猜测 :mn 为 奇数 时 ,y。 < lin 为 偶数 时 ， 
为 >1 ,下 而 证 明 这 一 靖 测 成 立 . 


“y l= ztzl 
š ez)" + 


1y [1+(1+ za) = (+ zn)? ] 


I 
=- (r ) t=x,-1) 
( 


dyas 
yn+t1 l y, 一 工 异 号 , 即 猜测 成 立 . 
H yioo > 1 

“z+r>1 


例 16 求证 :对 任何 自然 数 n 都 有 
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1+V2+V3+…+V<2 


分 析 与 解 :构造 递 推 式 
HEA fanl , 则 
ae=2ui = ao? — 1,az = (ao — 1} -2 
a = [(a8 - 1} -2]-3 
= I[(aà -12-2] -3}? -4 


即 有 递 推 式 为 a, = a2-1 一 n 


2 


aka = antn 
Bani = Va, +n 
如 果 能 证 明 :a > n 


则 有 递 推 式 :as = Za, + n > Vn + n > Jn 
Vait (n S 1) > V /n + (n - 1) > V (n - 1) /n 


a> 1+V2+V3+--+Vn-1+/n 


X aÓ = 2 


MI+V2+V3+…+Wa-1+ya<2 得 证 
下 面 证 明 @ 式 成 立 
显然 ,ao =2>0,a1 = 3 > l,a = 7 >2,as = 46 > 3 
n = k(k 23),# a, > k Wl 
aa = ah- (k+1) >É (k41) 
k-(k+1)23k- (k +1) 

=2k-1>k+1 
于 是 ,对 任意 自然 数 n HIH a, > n. 
至 此 ,命题 得 证 . 
例 17 (1996 年 世界 城市 际 数学 联赛 ) 

m2 


2 i 
Q)Ema- C I< n I 2 <s 
(2) 求 自然 数 a,5b,c 使 得 对 任意 n € N,n > 2 有 


Z-a P-a ia 
-< + t-t <3 


En 
EM: (1) $ a, = 3- å- g-e- 5 


k (n+1) -2 
Mar = an- Cnt DI 


REH ani -7412 = a, -142 


G+ al 
an = EP 为 常数 列 . 


n+2 
n! 


"a, = 


易 证 :0 < 生生? < gA BO 式 成 立 . 
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po aku 
Ot 


r 002. d d 1; £ 1 
sftt) 


通过 归纳 计算 :a = 5,b = 9 时 有 


同 (D 令 b=9- 2 -3 


2 + 3n + 
可 得 如 = Hrs 


B: 
2-5 2-5 
TREE] 
再 寻找 b < qE € N.n > 2) 的 <， 
m+t3nt+5 


c 
al SGD 

Sn? +3n+5< (n +1) 

当 n = 3 时 ,c > > 24 

取 c = 4 时 , 则 

bn < Sy t 3n + 5 < 4n(n +) 

3n -Tn-5>0 

3n(n -3)+2(n -3)+1>0 

对 n 过 3 显然 成 立 . 

Ha = 5,b = 9,c = 4 满足 所 求 . 


93.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 设 x > 0, 定 义 函 数 下 : 
所 (x) = z GUA z), = 1,2, 
求证 :对 一 切 m(m 汪 3) € NA failm) > 2AP n = 1,2, 


2. 设 z= (a > 1,n = 1,2,…), 求 证 :对 一 切 n 宇 2, 有 


Ws a 23 
ma a-1 


3. 设 有 数列 [anl :a1 = az = lran = an + (ay 之 2), 求 证 :对 一 切 n 之 3, 有 os < $ 


4. 给 定 一 个 自然 数 ,定义 数列 :a0,a1,…,an, 满 足 ao = T Ra = a + Lal = 0 
-D REI- L <a <1 


5. 设 实 数列 ak| 满足 
lasa a| -a,|< 1 k,m € N. 
求证 :对 一 切 p,q € N, 有 


u &| < 1.1 
b q r R 


6. 设 有 等 比 数列 ,1,r,r?,…,r"*1,(r > 0), 求 证 : 首 未 两 数 的 算术 平均 值 ,不 小 于 中 间 n 个 数 的 算 
术 平 均值 , 即 
tt gler 


7. 设 aiER,beER'(i=1,2,…,m), 求 证 : 


E PE ee 
2 atë a 
bi t ba tO t ba Z bit brt tb 


8. öt n,k € N RIE: 
: 
Lan < Dm < ü + +)" 
A 


1 + 
k+1 I 


k+ 


B 组 


1. ğa; € R* (i = 1,2,…,n), 求 证 : 


a a a 
1< S 4 p p aii iani 
ata, qta an+ a; 


试 说 明 这 个 不 等 式 是 最 优 的 , 即 左 端的 1 不 可 能 取 更 大 的 值 , 右 端 的 n- 1 不 可 能 取 更 小 的 值 . 


2. 设 ri,zz,…vzn(n 21) 为 非 负 实数 ， 


RE: (r, + zz + + r)? 22 4(zizy+ arrra + + zpra) 


3. 求证 :对 一 切 € N, 有 


nrt? ++ <3 


ARKEL = 12) RE X) |z- |< [村] 


5, 设 n,n2，,…,nm 是 所 有 那些 不 超过 10'”- 1, 且 在 其 10 进 制 记 数 表示 中 不 出 现 数码 0 的 自然 数 ， 
RE: 
1 


4114.+L<» 
m m Nm 


6. (1998 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 n > 2 是 自然 数 ,证 明 : 


ee AE i ON. 
py Le a ey hr r t'a A 


7.( 第 11 届 CMO RW) È n E€ N,zo = 0,z > 0,i = 1,2,…;n, 且 了 zx = 1, 求 证 : 


x x, x 
1 - — 
<> rr 


分 式 不 等 式 


§4.1 知识 要 点 与 基本 方法 


分 式 形 不 等 式 简称 分 式 不 等 式 是 代数 不 等 式 的 基本 类 型 . 本 讲 将 从 名 个 角度 说 明 分 式 不 等 式 的 证 
明 方 法 与 技巧 , 意 在 起 到 举一反三 ,提高 学 生 的 数学 素质 

本 章 试图 说 明 的 各 种 方法 和 各 种 技巧 有 

1. 零点 ; 

2. 不 等 式 基本 性 质 ; 

3. 排序 ; 

4. 换 元 ; 

5. 倒数 不 等 式 ; 

6. 柯 西 不 等 式 ; 

7. 三 角 ; 

8. 类 比 ; 

9. 构造 函数 ; 

10. 引 参 ; 

11. 构造 数列 ; 

12. 构造 模型 ; 

13. 用 分 式 平均 值 不 等 式 ; 

14. 放 缩 ; 

15. 数学 归纳 法 ; 


8$4.2 赛 题 精 讲 


1. 零点 
所 谓 堆 点 就 是 使 不 等 式 A > B 中 等 号 成 立时 不 等 式 中 各 个 变量 的 取 值 ,零点 又 称 为 不 等 式 的 平衡 
点 . 抓 住 不 等 式 的 平衡 点 会 产生 一 些 证 明 思路 . 


例 1 (1991 年 亚太 地 区 数学 竞赛) 设 aibli = 1,2,…,n) 都 是 正 实数 , 且 Za: = Žo; RE: 
"a? 1 Ç 
Dlt) >te 


【分 析 】 本 例 利 用 实数 基本 性 质 : 
(A-B)"2>0 (A = B 时 等 号 成 立 ) 


证 明 : 当 a; = 少时 ,不 等 式 取 等 号 , 且 -到 = 六 2 和, 据 实数 基本 性 质 ,构造 不 等 式 


Vatb 


即 
令 i= 1,2,…,n 又 加 ,得 


因为 


所 以 


4 


(e +6; 上 è xa 
抓 住 平 衡 点 , 若 引 用 均值 不 等 式 ,还 可 有 另外 的 思路 ， 请 看 
@2 在 公 ABC 中 ,求证 : 


二 .4V3A = 23 


b 
+ >23^ 
(其 中 公 为 AABC 的 面积 ) 
证 明 : 当 a = b = c 时 等 号 成 立 
4 2 2 
opiat g > 2 
bt 2 +b? 
a+ > 
4 2 + 6b2 
art >e 
Ba b é ARES 
vakat Pta tap e+e 


2. 利用 不 等 式 基本 性 质 


利用 不 等 式 的 基本 性 质 , 常 能 使 难题 得 以 简 证 : 
例 3 (1997 年 第 26 届 美 国 数学 奥林匹克 ) 证 明 :对 于 所 有 正 实数 a,b,c,(a3+ b) + abc) "+ (b? 
+ c) + abc) + (c) + a? + abc)” < (abc)"t 


证 明 : 原 式 左边 


= [(a — b)(a? — b?) + a?b + ab? + abc] 1 
+ [Cb ~ c)(b? — c?) + b?e + eb? + abe ] 
+ [(c — a)lc? — a?) + c?a + ca? + abe ] 1 

< (a?b + ab? + abc)” + (b?c + b? + abc)” 


+ (ca? + c?a + abc)” 


° laei [eE] + (olc)-[ 5 i <] 


+ (ayi [atte] 


s (y| + 
【评注 】 同样 有 
(a? =- b)(at 一 如) 过 0 
att + bP' > afb + at 
(其 中 a,6,p,g € R°) 

3. 排序 
对 称 不 等 式 可 用 有 序 化 排列 证 明 . 


+ 


b = 
aril co) 


证 毕 


例 4 (1963 年 莫斯科 数学 竞赛 ) 设 a,b,c € R* RIE: 
b 3 
Pretyre ari” 


证 明 : 不 妨 设 < >b > c > 0, W| 


于 是 由 排序 不 等 式 ,有 


(顺序 和 ) g + tr 
> + tm 
ri 

I >; tri + (rt 

“以 上 二 式 相 加 ,得 


WE 
a ETETETT 


MS ”过 2,ziyzz,…zn WEM, H zı + zz+ +,z, = 1. 求 证 : 
ç ¿sa es >t m t: + /z, o 
I== Vi= s i= n-i 

【分 析 】 这 个 不 等 式 主体 上 是 分 式 形 的 ,但 其 中 又 含有 无 理 式 ,所 以 分 式 与 无 理 式 混合 形 的 不 等 
式 ,难度 较 大 .这 个 不 等 式 的 证 明 我 们 采用 排序 不 等 式 与 平均 值 不 等 式 相 结合 方法 . 

证 朋 : 设 zi < za < --- < zm, 易 知 D 左边 为 顺序 和 , 记 为 S, 则 


S>- + E RE 
Ara Tear VI-z, 


s> +— + 
T Vi-n 


ENN z, 


二 区 
T-a 1- x2 
将 n 一 1 个 不 等 式 相 加 ， 按 列 求 和 ,有 
(n-Ds> = + Va Me 
Vi-z zit+vVl +/1- r, 
于 是 ,要 证 人 式 只 需 证 明 不 等 式 ” 
l-ati- artet /1- z, 2 /n -1(Vmi + V zz + = + Vz.) 四 
这 里 排序 虽 未 得 出 最 终结 果 ,但 已 将 原 不 等 式 转化 为 较 简单 且 易 证 的 不 等 式 @, 再 由 算术 平均 不 
大 于 平方 平均 ,有 ` 


art / zs t = + agatat “+s [ia 


s> 


s-i n-1 


HJ /m+Vmn+- +z Knii 


aitat tAE Vn-iVi-z 
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zt Vm + + /za S Vn -1 VIS x, 
将 上 面 n 个 不 等 式 相 加 , 即 得 @ ,从 而 证 明 原 式 . 
4. 换 元 
对 分 式 不 等 式 , 常 将 分 母 换 元 使 之 简化 . 


= z 3. ns a 
例 6 (W Jms RD ryz E R* REE Sg S >O 
证 明 : 令 原 不 等 式 左边 为 M,z +z = az+y= 65,y+z=c 则 y- z=c-az-y=a-b， 
x-z=b-c,a,b,c € R*, 所 以 


_ ble~a), cla -b) , alb -ec) 
Ms ar a o TE 


= bc? + c?a? + a?b? — (bzac + cab + a2bc) 
abc 
因为 bzcz + c?a? 2 2c?ab,c?a? + a2b > 2a?bc,a?b? + bc2 Z 252ca ,所 以 
blc? + c?a? + a?b? > (bzca + czab + abc) 
故 M 过 0, 当 且 仅 当 z = y = z 时 等 号 成 立 ,所 以 原 不 等 式 成 立 . 
5. 倒数 不 等 式 


REKAM Y a- Yaz! 之 n?(a; € RER”. 
例 8 (1979 年 全 国 高 中 数学 联赛 ) 设 a,8 都 是 锐角 ,求证 : 


se es 
Cs 
a, 有 取 什么 值 时 等 号 成 立 ? 
证 明 :由 sin28 + co@28 = 1 ,不等式 两 边 拆 项 ,得 


i 1 A NEE RS 
ada + ama -ap ap ™ oda + aida eonp + iasi p 
又 cosza + sin acos2 8 + sinza + si? 8 = 1 
由 倒数 不 等 式 有 
(ea + sadp + sinta ` sim8) ,| + 227124" ap? 
所 以 原 不 等 式 成 立 
当 且 仅 当 sin? acoS2 8 = sinzasinzB = coszc, 即 tan8 = 1,tana = /2 时 ,等 号 成 立 ， 
所 以 ,a = antanyi,B = T 时, 等 号 成 立 . 
【评注 】 同样 可 证 ， 
Pa > 0,(i = 1,2,…,n) 不 全 等 ,县 > ai = 1, 有 不 等 式 
各 


1 1 1 nè 
+ tet 
aita, atas ata? 2 


6. 柯 西 不 等 式 
HA( Žad) < 3122. Y21515, € R°) 证明. 
例 9 # a> aa > as>… > a, M 
1 p2 np I, 
al 一 az az-az an-1 一 as ` a, — a 


证 明 : 原 不 等 式 等 价 于 


20023) 
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1 z x 2 EE I > n? 
aa, a2- a3 as- a ax" an Q1 an 
由 柯 西 不 等 式 得 


[Ga = az) + (aa = a3) + = + Canmi = an)] [221 


2[1+2+3+-= + (n - Dp = (a — D° 


|—2 — 
aa aa 


又 ws>3 C> 从 而 


n(n- 12 
1 EPEE E E V EE SES 
aa az 一 a3 Ca-l 一 a, al 一 an aÁ an 

例 10 设 a,B,7 为 锐角 , 且 sin? usa = 1, 则 

Sna , sim8 , smy >1 

sinp 十 siny gn ii 
证 阴 : 不 等 式 左边 为 

sinta sintB 

sina + sinĝ * sinfsiny + a 

由 柯 西 不 等 式 ,得 


[二 aaa + sy 
Sina * sinB sinB ° siny ` siny ` sina 

> (sin°a + si? 8 + sin?y)? = 1 

而 sina + sing + sin * siny + siny + sina 

Z sina + sinzB + sinzy = 1 

故 原 不 等 式 成 立 
7. 三 角 

代数 不 等 式 的 三 角 代 换 , 常 利用 同 角 ,万 能 公式 ,将 常数 转化 为 三 角 函 数 . 


q a A è _ 1 
例 11 已 知 a,b,c,d € R°, Errat Datira trea = 1 求证 :abd < ç 


] (sina + sing + sing ° siny + siny ° sina) 


证 明 : 设 = una, 则 1 = sima(a € (0, 笃 )), Xib = unpre = uny,d = 

tan8(piyiseE (0,5) ) 
sinza + sinB + sin?y + sin28 = 1 

有 sinza + sinB + sin?y = 1 — sin28 = cog 

则 3 sina snzp siny < sina + si + sin? y = co28 

同 理 3 J sima + Snip snd < sinda + sin?p + sin? = co y 

3 VY sina + sin? y sn < sina + sin y +sin28 = cas 

3 V Sin? - si" y + smd < sim 8 + sin? y + sin?d = coa 

th @ x @ x @ x @ ## 

8lsin?a + sin? 8 + sin? y + sin28 < co a - co@8 + co? y + 088 


即 tara + tag - tan? ytan? < q, 


eeee 


“abd < $ 
8. 类 比 法 


有 的 不 等 式 难于 找到 证 法 , 则 多 观察 联想 ,分析 、 比 较 、 利 用 相似 思想 求 取 方法 . 
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例 12 任 给 13 个 实数 ,求证 :其 中 至 少 存在 两 个 实数 ( 记 作 z,y) 满足 


osia <2- 5 
[分 析 】 考虑 到 13 与 2 -3 ,让 的 联 ,从 结构 看 与 二 角 差 的 上 切 公式 类 似 ,又 2 -3 = uÉ, 
HAA FRE. 
证 明 : 设 任 给 13 个 实数 分 别 记 作 an0 € (一 至, 至 ),(i = 12.13) (- EE ) 等 分 成 


12 个 区 间 , 则 6, 至 少 有 两 个 角 的 终 边 落 在 同一 区 间 ( 不 落 在 y 轴 上 ), 令 这 两 个 角 分 别 为 a,B(a 之 p), 


0 和 an(e- 有 = Fpa <2- 65 


9. 函数 法 


利用 函数 性 质 巧 构 函 数 式 . 
例 13 已 知 a,b,c € R*, 且 a+6b+c =l, RE: 


2(3a D, eei = + >0 


1+a? 
证 明 :构造 函数 F(z) = rra AREO, 1) 上 为 增 函 教 ,所 以 对 任意 x € (0,1), 有 
(z-3)(CEa -6)>o 
则 sz > -1) 
分 别 令 z = a,b,c, 代 人 上 式 , 相 加 得 
aa —D) ,636-D) , cl3c- D 
1+ az 1+6 1+ cz 


>H + b+c) -3]=0 


10. 引 参 


引进 参数 常 可 化 静态 型 为 动态 型 ,使 不 等 式 证 明 灵 活 简洁 . 
例 14 (1990. 日 本 IMO 代 表 队 选拔 赛 ) 设 z >0,y>0,z >0, 且 z+y+z= toi +$ +2 


的 最 小 值 


解 :用 z+ y+ z-1= 0, 引 进 参数 :> 0， mbit, 
Ae K 2. 3: ` 
aar by t. a a ai 1) 
1, £ 2 元 
Y+ ttt tts $ 


ES JA, |E DPE 
22 z'a +2 3 ty + 2, erezi 


=12V -t 
= 36- (t - 6} 
E R 2 
由 + 的 任意 性 , 知 十 ty e 
A 


3. 


z 


s <a- BS 158 z = una,y = tanp, M anla - p) = 让 -二 ,由 于 正切 函数 是 增 函 数 ,是 有 tan 5 
= 2-V3, 所 以 


证 毕 


即 (+ +44 2) = 36 
11. 构造 数列 
利用 数列 性 质 或 公式 证 明 不 等 式 , 常 显得 新 颖 ,别具一格 . 
例 15 (第 19 届 莫斯科 数学 竞赛 ) 设 +,y E R, 且 满足 | x 1< 1, | y 1< 1, 求 证 : 


S 22 
1- zy 
证 明 :… |z < 1,1y1<1, 所 以 
0< z? <1,0< 3 <1,lzyI<1 
由 无 穷 冲 缩 等 比 数列 求 和 公式 S = 了 5 得 出 数列 ,再 求 和 ,有 
Hs (Itr? tatt) (+ y+ yt +) 


=24 (a+ y?) + (7 +) + 
三 2+2zy+2z2y2 + 
š 
I- zy 


12. 构造 模型 
利用 几何 或 物理 模型 证 题 ,常常 数 形 结合 起 来 ,使 证 明明 快 简洁 . 
例 16 EA aa € R*, 求 证 : 
"Ë š (° ta) < ET 1+a 


证 明 : 原 不 等 式 等 价 于 不 等 式 


Ja (S$) i (e) < ira, rra 


当 al = az 时 ,等 号 成 立 
故 左 端 为 最 小 
可 利用 光学 原理 的 最 短路 线 模型 构造 图 形 (如 图 D) 


MEREL BC = a; + az, 以 BC 的 中 点 M 为 顶 角 作 二 直角 AAMB, 
一 点 P, 令 BP = aj, PC = az, 连 AP、PD. 根 据 光线 直 进 为 最 短路 线 原 


理 , 知 . B P M 6 
AM + MB < AP + PD 


* eee) mara "° 


所 以 原 不 等 式 成 立 . 
例 17 (第 18 届 全 俄 中 学 生 十 年 级 数学 竞赛 ) 对 任何 正 数 ry 有 不 等 式 
4 
oR 24 
I B Paz sy 


证 明 : 原 不 等 式 等 价 于 不 等 式 
JEA JEA 
(x ly 
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以 Vz Vy 为 直角 边 ,构造 直角 三 角形 , 则 斜 边 为 V 工 + ?, 令 一 锐 


角 为 a,( 如 图 @) ,根据 三 角 函 数 性 质 , 原 不 等 式 又 等 价 于 不 等 式 
Jada + Joda 7 
又 有 


Viytane+VI+age>>2VUTunaJT+coeo) 

= 2 72 + tama + cola > 2-f2 = 23 证 毕 图 @ 
13. 分 式 平均 值 不 等 式 

利用 不 等 式 


(zi € R*,i = 1,2,…,n,m 二 2 的 正 整数 ) ,证 明 一 类 难度 较 大 的 分 式 不 等 式 很 简捷 . 


例 13 a € Rt (i = 2; A Da; =S,mE€N, M 
Dla ranman t gy 
WA: (i) 4 m = 1 时 ， 

SDa an> > "(倒数 不 等 式 ) 


(a + aj!) = Sla; + Dar 
各 arti 
>s+# = (58.2) 


Gü) 3 m 2284 


Be tat)” 


Dla + ai) y> a: 


H(i) Gii) 和 
14. 放 缩 
有 些 分 式 不 等 式 , 抓 住 其 特点 ,灵活 运用 各 种 放 缩 的 不 等 关系 ,就 是 很 难 的 分 式 不 等 式 也 会 得 到 行 
之 有 效 ,简便 自然 的 证 明 方法 . 
例 19 Æ m € Nao,al,…van > 0, 求 证 : 
a az 1 1 
lao Fa" + laot a, +a) t t laot a t = + ap)" 28 


【分 析 】 对 于 ao,al,…,an, 除 知道 正 实数 外 ,我 们 一 无 所 知 , 和 式 不 可 能 计算 ,但 可 以 充分 利用 正 
数 的 特征 ,放大 化 简 . 
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证 明 :…ao,al, an >0. 
… 原 不 等 式 左边 
Wy á ša an 
CS qat a) (Tajn(aoyaro) — U Cao + ar + + an1)” (ao + a + "° + a,) 


k. 1 ]， [ 1 ] 
ağ aQ (ao+ a) (ao+taj)” (ao + aí)” (ao + a; + az) 
1 1 
(ao + ar + + an-1)™ | 


1 1 
< [ag 7 Tao t an" x]: [a | 
1 1 
+ [ne Gara] 
二 全 
ag laot art +a)" C ag 
15. 数学 归纳 法 


水 平 较 高 数学 竞赛 当中 ,应 用 数学 归纳 法 往往 不 是 单纯 的 用 ,在 归纳 法 的 第 二 步 由 假设 的 情形 正 
确 的 推 证 k + 1 的 情形 也 正确 这 一 步 , 有 时 与 反 证 法 , 放 缩 法 ,重要 不 等 式 等 方法 要 有 机 结合 ,但 这 种 方 
法 在 主体 结构 仍 是 数学 归纳 法 . 

有 些 公 式 不 等 式 会 用 到 “调整 法 ” 

下 面 的 例题 20, 是 个 水 平 较 高 的 分 式 不 等 式 问题 , 它 的 解决 将 用 到 数学 归纳 法 , 反 证 法 及 调整 法 . 

例 20 (1999 年 罗马 尼 亚 数 学 奥林匹克 竞赛 题 )(1) 设 ritz ,zn ,y1,y2,… E R* ,满足 : 

(a)0 < ziyi < z < < zs 

(bai + r t tnt yy t t yok € |1,.2,--,n| 

证 明 :上 + l... 1l<1l,.1.,.., 1. 

z tx x, 


N 2 Ya 
(2) 设 A = fal,a2,…,an| CN, 对 所 有 不 同 的 子 集 B,C C A, 有 
Det Dridhe -+ 二 <2 


方法 导 引 : ;第 (1) 小 题 用 到 数学 归纳 法 (第 二 数学 归纳 法 ) ， 特别 注意 在 第 二 步 由 n 之 成立 去 推 证 
n 三 外 +1 时 也 成 立时 用 到 反 证 法 ,在 反 证 法 的 施行 过 程 中 要 特别 注意 使 用 条 件 进行 分 式 的 合理 分 析 . 

而 第 (2) 小 题 用 到 “调整 法 ” 

证 明 : 


(n = 1 时 ,zi ot <+ 
sa =2M.nt n> +m x 2 x — M 
L: SS: S= np- t E — Š 
X n aN Ty å n 32 
所 以 上 + l < 1. 1 
a z 5 2 
假设 n < k 时 命题 成 立 - 
对 于 n= 上 +1 时 , 记 = ri +a(i=1,2,--,k +1), ht a S0,ai +a, <0, a tay + 
ta S0,ai t a+ t a| ,有 


E L EE T 


23 2272 = 
MERA. 

2 
假设 2 tT t tp | 


则 有 


0<-L+-2a + 人 at _ 
TY Z232 ZO M+ 
A EE. E OE O hd 
Tyi T292 De Trl 
1 1 ) 
= tatt =- + 
Cartaz w(i atiis 
1 1 ) 
十 aa 十 十 ai- -= j+ 
(al + az a Dz = 
1 1 ) 
tart + ap - + 
(ata - eye Th 
1 
to 人 
ni CORES ES 
ala 25)S0 


FA. 
所 以 ,对 n = k + 1 时, 原 不 等 式 也 成 立 . 


(2) 对 于 集合 A = 11,2,4,8,16,…2"!| ,满足 对 Y 有 关 C,B,CSA, 有 Yir 关 xz, 且 
= < 
4 +1+1+ =2- Za <2 

对 所 有 A = laiaz an) CN, RI ay < a < … < a, 

令 al = 1( 否 则 将 a, 都 减 一 个 数 ,使 a1 = 1) ,又 设 A 中 从 第 个 数 开 始 ,ai 天 241( = 1,2, 
n), M a, 1,2,0,2 1 
于 是 a > 24-!, 那 么 

aksi > a +(1+2+- + 2-2) 
22F1+1+(1+2+- + 24-2) 


一 24 
以 此 类 推 , 则 
1... k 1 £ + LA. ¿ 
arar Sau Sur sgr + t>a<2 证 毕 . 


PERS | £a 1 
1.# m € N. RE it 7 73 t 


š ets QD be ca 
2. Rabe 为 正 数 ,abe = 1ER ysa Pr yK raS! 


”. 
3. RE: L 
求证 :16 < r as 


LEM a ERGS 12 WR 1 51= Dn oE D E| -L 
名 各 


各 2n 


b c d 
Sarbi BERM = apratarbrcthretdatarecra' 求 证 1<M<2 


7. 求 证 :1+ papet Fa € N.) 


B 组 


LR. T T sab < TO €N) 


Lzal 
IFI zni 


imta t-t Lal 1z21 
2, 求 证 :TT T+ 


3. 设 xz1,z2，… ,zn 都 是 非 负 实数 ,a = mini zl,zz,…,zj, 记 morl = z. 
= 1 P 
RED p <" + ip Yo SARN z = = = = z, RD. 


4.0 Ë ai < az < S anbi < b, < < bn WA: 
(aibi + azb2 t" + ab) >La +at" +a,)(bi + b+ + bn) 
@ a Sa S <a,,b2> b > > bn WA 


Carba + azb + tap) < Elar + az t" ta)(bh + ba t + b) 
(车 比 雪 夫 不 等 式 ) 


2 2 
z > —2 _ Tg y 
5. 已 知 r,yz > 0, 并 且 [ +T +T aT 2. 求 证 :Tc + 


于 + 


l+ = 


6. Ut z > z 2 zx > z, 22,z2 + zy + z, 2 z 3RUE:(zi + za + zy + z.) 2 S 4zizyzyza 


7. 若 :ziE R* (i = 1,2,…,n,n 之 2), 求 证 : 


zt z4 Eri = 
7 + te 
zl+ Erts ri + zyza 


+ <n-1 
ahat Zor “+m 


8. 设 r1,r2,… ,rs 为 大 于 或 等 于 1 的 实数 ,证 明 : 
š 1 | n 
rat 1“ Zrirzr, +1 


mti 二 下 
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$5.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 轮换 对 称 式 

若 代数 式 flx zr t3 s En) 中 字母 作 一 次 轮换 :zi -zzz2 t3, En-1 > Ens En > zi, BJ 
(ztzazn) > (zzznyzl), 其 形式 不 变 , 则 称 7 zi,zz,…zv) 为 轮换 对 称 式 . 
2. 对 称 式 

若 代 数 式 f(xz1 ,x2，,…,z,) 是 关于 任意 两 个 zi 55 z, (1< ij n,i j) WERI z, 与 xz) 互 
换 , 其 形式 不 变 ), 则 称 F( zi, zz,…,zw，,) 是 关于 所 有 字母 的 对 称 式 ,简称 对 称 式 . 
3. 结论 

(1) 对 称 式 是 轮换 对 称 式 ,而 轮换 对 称 式 未 必 是 对 称 式 . 

反例 :如 "zzy + yetar Pb p t BTA agia + ry + zear 均 只 是 "轮换 对 称 式 "， 

而 不 是 “对 称 式 ”. 

(2) 有 关 flirt En) 的 命题 推 证 过 程 中 ,只 有 在 其 为 对 称 式 时 方 可 “ 设 zi 二 za 之 … 
(3) 在 有 关 轮 换 对 称 式 F( zl,zz,…,zs) 的 命题 推 证 过 程 中 ,不 可 “ 设 zx) 之 x, 宇 … > x, 
通过 若干 次 轮换 对 称 变换 ,将 zi,zz,…,zu 中 最 大 (小 ) 的 , 调 到 第 位 ,因而 可 “ 设 zx 是 zt,zrz， 

中 最 大 (小 ) 的 (1 < k < n).” 

例如 ,(z1,z2,x3,z4) = (2,1,3,4) 其 所 有 可 能 轮换 (复合 ) 的 结果 是 (4,2,1,3),(3,4,2,1),(1,3， 

4,2) ,无 论 怎样 轮换 ,都 不 可 能 出 现 zl > zz > zy > z, 的 情形 .但 从 所 可 能 的 轮换 的 4 种 结果 可 知 :可 

“ 设 zi Eritz zy, ze 中 的 最 大 者 (i = 1,2,3,4)” - 

4. 证 明 “ 对 称 不 等 式 ” 中 的 一 种 思想 方法 一 一 “整体 " 与 “部 分 ”合理 巧妙 转化 , 即 巧妙 地 
将 整体 转化 为 部 分 ,再 利用 部 分 之 和 为 整体 ,即使 是 较 复杂 的 对 称 不 等 式 问题 ,也 能 获 
得 简捷 合理 的 证 法 ,例题 详 见 赛 题 精 讲 . 

5. 对 称 不 等 式 的 “扰动 变换 ” 

1969 年 ,S,G, Gubu 建立 了 如 下 不 等 式 
车 a,b,c，,s 分 别 为 三 角形 三 边 长 及 半 周 长 , 则 


> =". 


+£ 


Py a re © 
但 我 们 发 现 O 等 价 于 @( 读 者 自 证 ) 
b 
reza tera ra aus s Š ° 
这 使 我 们 联想 到 熟知 的 不 等 式 
4 b e > @ 


b+c-a cta-b atb-c 
轿 是 对 称 不 等 式 , 它 给 人 一 种 平衡 之 美 ,@D 可 以 看 是 @@ 打 破 平衡 状态 的 结果 ,有 趣 的 是 不 妨 设 a > 
5 之 c, 则 
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1 ? 
bte a? cta- batb c 


由 排序 不 等 式 知 

yenye ET KPP E AET 

所 以 加 是 图 的 加 强 .因此 我 们 提出 一 种 研究 对 称 不 等 式 的 方法 一 一 扰动 变换 

改变 对 称 不 等 式 中 字母 的 顺序 ,使 所 得 非 对 称 不 等 式 在 一 定 条 件 下 仍 成 立 ,这 种 操作 过 程 我 们 称 为 
“对 称 不 等 式 的 扰动 变换 ”. 

在 赛 题 精 讲 中 ,我 们 将 介绍 利用 对 称 不 等 式 扰动 变换 可 得 到 对 称 不 等 式 的 加 强 不 等 式 . 
6. 应 该 特别 指出 的 是 , 软 换 对 称 不 等 式 的 证 明 也 不 一 定 要 弱 排 序 ; 对 称 不 等 式 的 证 明 也 

不 一 定 要 排序 .除去 排序 ,它们 有 许多 其 它 证 法 . 


$5.2 赛 题 精 讲 


1. 首先 我 们 说 如 若 在 轮换 对 称 式 F(e, fig) Hi e > / > 8, 将 会 导致 错误 , 错 例如 下 
例 1 (1999 年 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 ) 令 =,y,= 是 满足 z + y + z = 1 的 非 负 实 数 .证 明 :xz?y + 
yz + zz 芝 务 算术 不 等 式 成 立 的 条 件 . 
有 不 少 书 中 是 如 下 证 明 的 : 
由 于 不 等 式 关于 x,y,z 轮换 对 称 , 故 可 设 z > y> <, 从 而 


aly + yz + r S a?y + Raye 
= zy(z+2z) = 4a. 2y(z+ 2z) 
Ka pe 
<4( 3 } 
-于 [zzza+a] -入 
= 3 727 
等 号 在 x = 2y + 工 +2z 时 成 立 . 
m. += 4. = T. = 0 时 成 立 @ 
例 2 t aABCh APTE, Poe, paS thp = blatte). 


brctatc'atb 


原 书 证 明 : 不 妨 设 a >b > ,于 是 


btc*atc*atb 4 
enp lare ae 
s 2a+c-3b,2b+a-3e,2c+b- 3a 


btc) + atc) * Satb) © 
> 全 D x Eer s. 了 Eea D s 
“四 -bb O Ea E T 3 
`b+c atc a+b? 4 
FANRERRANEN, 不 难 发 现 : 例 1 不 等 式 既然 是 关于 r.y, z 轮换 对 称 的 , 则 它 的 等 号 成 立 
的 条 件 轿 显然 没有 写 全 ; 例 2 的 证 明 中 在 不 等 号 @ 处 前 第 一 项 的 分 子 2a + c — 3b 的 符号 不 定 ,因而 加 
处 的 推导 是 错误 的 . 


仔细 推 殴 ,这 两 个 例题 的 证 明 中 有 一 个 共同 点 : 设 z > y =, 这 正 是 轮换 对 称 不 等 式 证 明 所 犯 的 
典型 错误 ,其 理由 见 “ 知 识 ,方法 ,技能 ” 
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例 1 的 证 明 作 如 下 修改 . 
证 阴 : 由 于 zzy + yart zz 是 关于 xz，y,z 的 轮换 对 称 式 
所 以 可 设 > = maxiz,y,z| 
则 zy+ r+ r < my+ aye + r 
= z(zy + yz + z?) 


Salsette] 


3 
不 等 式 等 号 当 且 仅 当 z = 号 ,y= 二 ,= = 0 或 z = 0， 


BR AL. 
例 1 还 可 作 如 下 推广 : 
Qay 是 满足 z + y+ z = 1 的 非 负 实 数 , 则 


yt yt er mn > m.n.m € N) 


人 
MANM rs ys Er S 0 或 上 = 0,》= 了 = 了 可 和 或 了 = C, = 0， 


r= 7 和 时 ,等 号 成 立 . 
仿 上 面 例 1 的 证 法 修改 ,可 以 证 明 推广 ( 咯 ) 对 于 例 2, 通 过 设 最 大 (小 ) 未 能 解决 ,有 兴趣 者 请 看 中 
学 数学 月 刊 2000(12)* 对 一 个 犹 想 证 明 的 纠正 ”我 们 给 出 例 2 的 目的 在 于 说 明 "轮换 对 称 式 ,不 能 将 其 
中 的 变量 排序 1” 
例 3 (W Janous 猜想 的 推广 ) 设 z,y,z € R* ,m,n € N,m >2,n 之 1, 求 证: 
Wm rl. QE ss 
m +z" tr+y tire =o 
证 阴 :这 是 关于 z,y,z WEEGEE KEHE, AERE PRUNE EEH. 
设 y > z,=>z, 则 


y> m,” > 

原 不 等 式 左边 
本 这 二 和 有 z - = 
a” L. s + x z" + y' y += 
r) ,a (ey) 
-Tt E> 

2. 关于 对 称 不 等 式 
M4 it a,b,c 为 正 数 求证 ; 


3 8 a 
Ka akas>atb+tc @ 
证 明 :不 妨 设 a < b < c, 则 

igigi 

te S ac S ab 

@ 式 左边 为 顺序 和 . 
zls garta 


> 


-+t 
ac 


这 里 两 次 使 用 了 排序 式 
例 5 (第 二 届 友 谊 杯 国际 竞赛 题 ) 设 a,5,c 为 正 数 ,证 明 : 


2 2 2 
a b c 1 
bre era tara 2 a+ b+) ° 


Em << MaL 2 < < ute muumini S, 


由 排序 式 有 


SPpretetatarsd @ 
2 2 2 
~. dE 
St © 
@+@,# 
本 


b+c cta atb 
为 了 得 到 Q 式 有 边 的 结果 ,注意 到 
2(02 + c?) > (b+ c) 
PF 
即 GH 
È+ a? 
c+a 
atb 


L 
arb > 72(a+b) 


>At) 


>G +a 


于 是 2 之 去 (5+c) + 二 (a+ ec)+ 汪 (a+6) 
=a+b+c 

S>+(a +b+c) 

例 6 x, ENG = 1,2,--,6), B 


=i t zo $ = + xe = zi 6 e 
+ 人 
求证 :1 < 本 0 


证 明 :由 O 知 正 整数 zi ,xz2,… re 不 可 能 全 是 1, 故 @ 的 左边 不 等 式 显然 成 立 . 

至 于 右边 ,由 于 不 等 式 是 对 称 的 ,所 以 ， 

不 妨 设 ri S >e a D 1(1 过 有 二 6), 其 余 各 数 均 为 1, 作 代 换 , 令 z= 1+ y(i = 1,2,…， 
k) W yi Z yx Z n 2 1,@ zü 


+ $ 
= (1+ yD)(1+ y) + yn) e 
(b 式 右 端 等 价 于 


+22+ 人 二 次 入 6 
# k > 3, 那 么 
(+ yD (+ 22) (1+ y) 
= l+ (yt yt t yk) + yy + + yim $ yya + "° + yayi + + yiyz''' 3 
>1+2(y + yz + + y) @ 
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由 四 ,四 得 
X ty + +y <6 

3⁄ k = 2,@ 式 即 为 

Mt+y+6= (1+ y) +y) 

即 1+ yy = 6 

因 l+ yy = xí t yz + A- yA- y) y+ yz 

Hh OOA GRI 

R k Z 1.609255 OFE. 
3. 关于 “部 分 与 整体 思想 ” 在 对 称 ( 和 轮换 对 称 ) 不 等 式 证 明 中 的 应 用 . 

例 7 设 a,b,ceER*, 求 证 

a + ab + b: + V b? + bc + c + V C + ca + a2 2 f3(a + b + c) 

【分 析 】 不 等 式 有 明显 的 轮换 对 称 性 ,考虑 整体 等 于 部 分 之 和 , 故 左边 三 项 转化 成 三 个 不 等 式 相 
加 , 即 各 部 分 之 和 等 于 整体 . 

证 明 :V a? + ab + b? = V (a + b) — ab 


Pa "es S 人 
aroy- UEF -Baro 
同 理 可 证 : rr +e) 
V#vare >f aa) 
三 式 相 加 得 
qlr ab + b: + V bl+ bc + cà + V 3 + ca + a? 2 (3(a + b + c) 


【评注 】 原 不 等 式 可 推广 成 : 
H aiaz, san € R* ,求证 : 


al + aiaz t aj + V aj + azaz + a3 + = + V azy t a,-ra, + aš 
+V a? + aa + al 2 (a) + az + =: + an) 
š 后 Q = WS 
例 8 (1998 第 39 必 IMD 预先 试题 ) 设 ,yz € R', 且 mx = 1, 求 证 (TY ar t ATD 


ee 


+ == s, 
Uta ty) 4 
【分 析 】 ”此 不 等 式 是 对 称 不 等 式 , 添 人 适当 的 辅助 元 素 ,转化 成 三 个 不 等 式 . 
证 明 : r.y,z € R° 


l+y,1l+z 
8 
+ 
M 


8 


. z? 
U (ry)(+ 2 * 
i 


1 
rD t 8 


+ 


ln 
v v 

ajo ajo 上 | 
< 


8 
ltz 1+ty 
s+ 


v 
8 


° 
Uray) + 
三 式 相 加 ,得 
z "° x 网 z 
Orire) + (a) a) + Fay) 


3(rtyte) -6+2r+2y+2:) 
1 


tyt) -$ 


E 
二 
SSS S SS wy 
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4. 关于 “对 称 不 等 式 扰动 变换 ”的 应 用 

宋 庆 先生 在 “中 学 数学 教学 参考 " 中 发 表 文章 (关于 三 个 几何 不 等 式 》(1997 年 第 10 期 ) ,在 此 文章 中 
建立 了 不 等 式 : 

# a,b,c 为 正 数 , 且 

-1<)< minj te ea ati g 

b 3 
trecu eter he ey @ 

等 号 成 立 当 且 仅 当 a = b= c. 

这 是 一 个 优美 的 对 称 不 等 式 ,应 用 对 称 不 等 式 扰动 变换 ,可 以 得 到 : 


例 9 EE Bab 是 三 角形 三 边 长 ,1 <, <ma|be ca ath g 


a a 
È P b 3 

于 + @ 
b P a 3 

bte- atita- b atb- u? 2-A ° 


等 号 成 立 当 且 仅 当 a = b = c. 

证 明 : 设 z=b+c-ha,y=cta-Wb,z=a+b-X 

+ (A-1) (2-1) 

W. = EAO e = 二 

zty+(À-1)= 
Q-a Fa) 
1 3 

otg- TDL3+ (2+3 +t) a- o(a) 

同 理 可 证 O, FSR AAR H WER sn 

【评注 】 H= Rta >b> cMr >ra a rr e X BERERA: 
在 定理 条 件 下 ,他 ,@ 是 @ 的 加 强 . 

其 二 ,四 ,@,@ 形式 和 协 ,相映 成 趣 给 人 的 美感 ! 这 正 是 对 称 不 等 式 扰动 变换 的 魅力 ! 它 为 我 们 研 
究 对 称 不 等 式 的 加 强 提供 了 可 操作 的 思考 程序 ,可 以 帮助 我 们 探索 新 的 优美 结论 . 

应 该 特别 指出 “轮换 对 称 不 等 式 ” 和 “对 称 不 等 式 " 的 证 明 不 一 定 要 “ 弱 排 序 " 和 “排序 ”", 除 去 排序 
(38) ,它们 有 更 广阔 的 证 明 思 路 空间 ,我们 通过 最 后 两 例 说 明 这 个 问题 ,并 结束 本 章 

例 10 (第 和 2 届 IMO 第 2 题 ) 对 所 有 正 实数 a,b,c ,证明 


a b c 
Va Vott Bca Jara” 

【分 析 】 首先 指出 这 是 一 个 轮换 对 称 不 等 式 在 第 一 讲 中 例 2 我 们 用 “ 权 方 和 不 等 式 " 进行 证 明 , 简 
捷 、 漂 亮 ,根本 没有 用 弱 排 序 ,此 外 我 们 还 可 以 给 证 明 本 例 的 其 它 方法 . 如 * 换 元 法 ",“ 反 证 与 琴 生 不 等 式 
法 “均值 不 等 式 法 " 并 将 其 命题 推广 ,用 “ 柯 西 不 等 式 法 " 等 等 . 
方 和 不 等 式 法 " 见 第 一 章 例 2. 
元 法 ” 
PE EAE ya =ë 

a? + 8bc b? + Bac c? + Bab 

M z,y,z € R* 


c= 


另 一 方面 ,车 z+y+z<1 
则 0<z<1l0<><10<=<1 


a(s) 


=U- 2-0 - 2) 


EEF 
platyt)? -lilet ytz)? — y ][(z + y+ z)2— zJ 
Puasa 
= Oa Qz t yta tayt z + lat (z+ y 322) 
ya 


P> 2 x 4722 ,2V 本 .4 让.2V 瑟 .4 
> 
122 
= Uy - 512 
ryz 
了 矛盾. 
“T+y+z 之 1 B 


a 个 b $ c >1 
VaitBb Vbit8ac VC + B8ab 


名 显然 有 a,8,y € R*, 且 apy = 1, 命 题 转化 为 证 


1 


+- +- >i 
Vl+8 Vi+8p VI+8y” 
< /(1+8a)X(1+80)+ v (1 +80)(1 +87) + V(I + 8a)(1 + 87) 
> /(1+8a)( + 80)(1 + 87) 
令 右 式 为 ,两 边 平方 有 
=1+8(a+pB)+64o8+1+8(B+7Y)+64B7 +1+8(a+7)+64a7 +2(V T+8a+VI+8B+ 
VI+87)z 
Z: 1 + 8(a + B + y) + 82 (aB + By + ay) + Bapy 
=8(a+B+7)+2(VI+8a + /1+ 88 + /1+8y)z 
>8-2 g@ 
注意 到 : 
z2 = 1+8(a + B+ 7) + (aB + By + ay) + 8 
2 1+8x3 By +8 x 3 VET + 8° 
= 729>z >27 
ROO) 838 2 8(a + B+ y) +2: 32V Zl + 8a 1388 /1+8y 
= 8(a+B+y)+6z# 
=>8.37 + 6 x 275 
=8x3+6x81 = 8 -2= 右边 
证 法 四 :( 反 证 法 及 琴 生 不 等 式 的 应 用 ) 
假设 存在 某 一 组 正 数 ao,bo,co, 使 
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b. 
ao + 0 + co 
aĝ + Bboco bo? + 8aoco co? + Baobo 


"je ao š bo Fa co 
pan =- z=- 4 
aĝ + 8boco bo? + Baoco co? + Baobo 
2 _ Yb _2 _ c 
1-z 8boco'l- y? ~ Baoco’l- zi Baobo 
2 2 2 ` 
i TE. E A L 
故 l-z 1-y l-2 8 四 
由 z+y+z<1, 有 
z z ENE T 
l-z l-e `y+tz z+z z+y 
g; EES £ @ 


又 由 f(z) = 二 在 (0,1) 内 图 形 是 双 曲 线 上 一 段 四 弧 ,7(z) 在 (0,1) KENEK, AFERY 


1+= 
式 , 有 
By 
3 ZA 1 
1ta ity Irs? Et "3 PREEN 
š I+y+z 
<3x y =? (z+y+z<1 可 得 ) 
771 
w.. 
l+x 1+y tE 
3 
Bi 
+ + 1 
] < 市 @ 


zz 2 < 1 
1-z 1-y l-z 1+z 1+y 1+z g 


1 
< 本 
SRO 矛盾 ,从 而 原 不 等 式 成 立 . 

证 法 五 : 


1. 引 理 z >0, 则 VITTB8z <1+2zx$ 
证 明 :zf + r3 2V i. 1 =2x 
Ë 1+4(z+z 和 ) 二 1+8x 


c. VIET <1 +223 
2. 原 不 等 式 证 明 
1 £ 4 


由 引 理 得 -二 2 一 = >— = 
a? + Bb k ki abt. atia 
1+8 = 1+2(4) 


b3 
同 理 >t 
Ve t8a attt 3 

c c$ 


—>> 
Ve +8a a+ bi + 


三 式 相 加 得 , 原 不 等 式 成 立 . 
【评注 】 (1) 此 证 法 之 引 理 是 以 均值 不 等 式 为 基础 ; 


(2) 此 证 法 十 分 简洁 ,但 技巧 较 强 . 
可 作 如 下 推广 . 
例 10 ”对 所 有 正 实数 a,5b,c,4 之 8, 证 明 : 
PR Da EE) w 


aitAbe Vb taa Ve +b VIFA 
证 明 :根据 柯 西 不 等 式 得 
Da- Dala? + Ac) > (Ja Va? + ii)? 
Za Vata D ori Doar 


"Da. Zala? + abe) (DE) 


2 Zar 
BI e EENAA N < hed 
Š (2 2 + Abe =) >>: (a? + Abr) 8 
r Ne 3(a + b)(b + c)(c +a) 


8(a)+ b) + c) ETET 
利用 基本 不 等 式 得 
3(a + b)(b + c)(c + a) 2224 Vab :Vb + V ca = 24abc 
TE m2 n 


利用 柯 西 不 等 式 得 9>)a>)a3 过 9(>)az)2 = 3D > (>a. 
于 是 92)a3 二 (>)a)3= >a) + 3(a + b)(b + c)(c + a) 
则 有 1>m 
(Da Da +3la+b)lb+e)le+a) 
Sala? +a) — Da? + 32abc 
_1+8m 


工 + Mn 
anaon D -e > 18m @ 


Sl + 8m + À + 8àm > 9 + 9àn 

S(A -8)(1-n)+8(m-n)(1+à42)20 
RUB A 28 Ë 12 m 与 m > 知 上 式 成 立 , 所 以 ( * ) 式 成 立 . 
例 11 (第 39 届 IMO 预选 题 ) 设 zx,y,z 是 正 实数 ， R sz =1 
求证 : 


z +: y P z zá 
OVA) (I+ )(1+ 2) 1 (+ 2)(1+ 5) 2 4 

证 法 一 :均值 不 等 式 法 ( 详 见 第 一 讲 例 13) 

【思路 2】 利用 不 等 式 等 号 成 立 的 条 件 ,构造 不 等 式 ,用 均值 不 等 式 证 明 . 

由 z=y=z=1 有 


£ = zü + pu +z) 
(1+y)(+z)™ 


nes 


+ I+y)(l+z 
(1+y)(1+z) 16 


= z(1+y)(1+ <) _ 1 
>N rr. 16 =F” 
EAI: ryz € R° B oz = 1 
z+) U+) 1 
j 16 >77 


š. Ead 
“A+y) +z) 


x (+z) +z) — 1 
WE 6 > 了 
z? z+) +y)_ 1 
Gr) +) t 16 = 2 
@+@+@ 得 


3 


z M y £ z 
(1+x)(1+y) (1+z)(1+z) (L+ z)(1+ 5) 


tt) [r+ +) y+) + 1+ 2)( +) 
= [SG + y+ 2?) -Aay + ye + zr) - (z tyt e) 3) 
` *+=)+(z-y2+(y- s + (z- z (z+ yt z)-3) 


16[6(2+ + 2) - (z + y+ z) -3]) 


== =P 


ENDE +1)+ (3 +1)+(2+1)-(z+y+z)-6] 
SHl) latya) 6] 
> [s.3 7222 +3. Ya - 6] 

= 吉 (5x3+3-6) 
3 

当 且 仅 当 z = y = z = 1 时 , 原 不 等 式 取 等 号 . 

【思路 3】 利用 :着 a € R*, 则 有 a > 2 - 二, 当 且 仅 当 a = 1 时 取 等 号 . 


证 法 三 :…z,y,zE R.B ryz =1 
3 2 


a = F AE 
(1+y)(I+z) 4 “(+y)(1+z) 
zf (+y)(1+z) 
>4(2- 4x 
-14 2_z0+y)(1+z) 
2. 16 
< 1 p- YIL+z)(L+z) 
PURA. Troa? Sides s. 
> 了 az z(1+ zx)(1+y) 
ariary > 16 
# Q +@ + Q, 


a Sr: ,— = 
(1+y)(1+z) MENTRI) (1+z)(1+y) 


tt) Bt) yt 1+) + 1+ 2)G( + 3)] 
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e 


以 下 同 法 二 


【评注 】 此 题 , 除 去 第 一 讲 由 例 13 处 推广 外 ,还 可 作 如 下 推广 : 


推广 1. 设 z,y,z 为 正 实数 , 且 ryz = 1,p € RRE: 
zp y” 


z 


Ki 


UFAA area) Fe) 4 


(证 法 同 法 一 ) 
推广 2. Whe DERM Hry = r 3(p € R+) RIE: 


$ 


让 
CEPET tra z) * tr > 0 


(证 法 同 法 一 ) 
推广 3. 设 a,b,c,d 为 正 实数 , 且 abcd = 1, 求 证 
4 a n 
(+b) +c) +d) t (1+a)(1+c)(1 +d) $ tra ra) 
= E. 2 ua $ 
(1+a)(1+06)(1+ 0) 2 2 
(证 法 同 法 一 ) 
推广 4: 设 a1,a2,…,a, HERM, H araya, = 1, 求 证 : 
E 人 > 5 


(其 中 A = (1+ an)(1+az)(1+ a) (A+ 人 
(证 法 同 证 法 二 ) 


+ 


95.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 设 a,b,c € R"* ,求证 :a5 + b5 + c > abe + bac + c'ab 


2. iE: a,b € R' Hak = 1, 则 有 a?+ 如 +c2+3 之 2( 士 + 十 + 


s 


) 


3. 设 0<a<b<c<d<e, 有 atb+ct+dt+e=1, 求 证 :ad + dc + cb + be + ea 


4. it anza 都 是 正 数 (n > 2), 且 xi = 1, 求 证 


T 2 
> n-1 


5. 设 =,y BERM, H +y = kE (i+ 十 ) (1+ 十 )>9 


6.( 第 26 届 独 联 体 奥林匹克 试题 ) 对 任意 a > 1,b > 1 的 实数 ,求证 : 


1 
5 


B 组 


š Ty ETES PE 
1.(1995 年 第 36 届 IMO 试 题 ) it a,b,c 为 正 实数 , 且 满足 ak = 1E: a + Cc T 2) + 


xa Ls. SE: 
Suar” 2 


2. 设 >0(i = 1,2,…,n), 实 数 a,B 满 足 ap > 0, 求 证 : 
并 


3. 设 a,b,c € R* RIE: 
a? b? p >4 Het < 


4. 设 上 <P<la>00<h<P G 
al+az+…+an= b +b + +b, = 1, 求 证 : 


‘n,n 22). 


biazay an + brajaz "an 十 十 bajar an- < GAA 


5. 设 0 过 zx,y,z <1,RiE: 
£ 


z z _ vafra 
Iryrztireta tItztyt -Al- 1- el 


加 强 @ 题 


$6.1 知识 要 点 与 基本 方法 


首先 我 们 指出 要 讲 的 “加 强 命题 " 是 指 : 在 命题 条 件 不 变 的 情况 下 ,加 强 结论 ,在 不 等 式 证 明 中 ， 
这 个 加 强 的 结论 即 为 “加 强 不 等 式 " 我 们 要 用 “加 强 不 等 式 ” 去 证 明 “ 待 证 不 等 式 " ,换言之 ,要 证 某 
个 不 等 式 A ,可 以 去 证 明 一 个 比 A 更 强 的 不 等 式 B, 用 证 明 更 强 的 不 等 式 B 来 代替 不 等 式 A 的 证 
明 . 

通常 人 们 认为 车 不 等 式 A 不 易 证 明 , 那 么 它 的 加 强 不 等 式 B 就 更 不 容易 证 明 , 实 则 不 然 ,虽然 待 证 

的 不 等 式 A 不 易 证 明 , 但 其 加 强 的 不 等 式 B 确 是 可 以 被 证 明 , 相 对 要 容易 . (请 见 实例 分 析 ) 

另 一 个 问题 也 是 最 重要 的 问题 , 即 如 何 找到 待 证 不 等 式 A 的 加 强 不 等 式 B, 这 是 本 讲 的 关键 问题 ， 
为 了 回答 这 个 问题 ,我 们 将 不 易 证 明 的 待 证 不 等 式 A 分 两 大 类 型 ,一 类 是 用 “数学 归纳 法 型 ", 另 一 类 是 
ARREN”. 
一 数学 归纳 法 型 

实例 


例 1 设 0< w<1, 并 有 目 数列,w2,u3,…, 满 足 :ui = 1+ uu, = + u,(n 之 2), 求 证 : 
un>1 
证 明 行 得 通 吗 ?请 看 


当 n = 1 时 ,ui =1+w 有 0<u<l 
sy 51 
假设 n = k 时 成 立 , 即 w > 1, 待 证 nw = 上 + 1 时 ,wiwl > 1 成 立 
但 wn = 去 tu 
又 “> lL <| 
uk 
“wa <1+u 
却 得 不 到 要 证 明 的 w > 1 
至 此 ,证 明 受 阻 ! 
如 何 解救 ? 
读者 不 妨 自 己 先 动 动脑 筋 , 想 想 解救 的 妙 方 ,然后 再 读 下 面 的 文字 . 
要 想 解救 ,当先 弄 清 受 阻 的 原因 ! 
因为 ,wi = t4 ,所 以 要 证 wsi > 1, 即 证 二 + u >1, 即 去 > 1- ,也 就 是 w < ,但 在 


归纳 假设 里 ,只 有 w > 1, 根 本 没有 u < 
原因 ! 


去 ,当然 无 法 使 证 明 顺 利通 过 ,没有 u < 了 二 ,就 是 受阻 


因此 ,如 果 将 要 证 的 结论 u, > 1 换 成 了 > u, > 1 那么 在 上 述 证 明 中 从 假设 = 时 
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t 


w > 1 成立, 当然 能 够 顺应 推出 1 一 ”> u > 1 成 立 ,从 而 wsl > 1 得 证 . 


二. 我们 加 出" 丰 有 没 和 伯 不 变 的 条 件 下 .所 证 明 的 不 等 式 上 > u, > 1 就 是 待 证 不 等 式 u, > 
1 的 “加强 不 等 式 ”. 

不 妨 将 “用 证 明 加 强 不 等 式 ” 来 证 明 * 待 证 不 等 式 的 过 程 整理 如 下 - 

证 明 在 题 条 件 不 变 的 情况 下 ,T h > u > 1 

事实 上 ， 

n=1 时 ,wi =1+u 

N 20 < 4 < 

žini 


再 注意 到 由 0< u < 1 有 0< 1- u? < 1, 两 边 除 以 1 -wx 有 xu = 1+ u < 


ley 


假设 ”= k HAERE M Su S1 Fien = 人 + 1 时 ， 
G r r. 


1 
Tey 


"D 
H mn=b+uli+u< 
Uk 


1 
>r > wii>1 


= A+ 1 时 ,结论 成 立 . 
据 数学 归纳 原理 可 知 , 对 任意 自然 数 "都 有 T > u > 1 
“u >1 证 毕 


至 此 我 们 着 重 指出 :所 找到 的 “加 强 不 等 式 ”所 起 的 作用 的 实质 就 是 保证 数学 归纳 法 第 二 大 步 : 保 
证 由 n = k 时 成 立 推 证 出 n = k + 1 时 成 立 的 递 推 成 功 . 


二 、 放 缩 法 型 

先 看 一 个 例子 

i S 
例 2 求证 :YE NO Tg S3 @ 
【分 析 】 和 欲 证 Z< 
n Si 
i] 12778 3 

SL 

m Diis? @ 
但 是 我 们 应 该 知道 


Sasa) (ah atrae (Z=) 


我 们 还 应 该 知道 
£ S 1 UNA 1 
k/k-l1 /k-/k-/k-l1 VE VE. Vk-I 


=L. kit kl. ( tF) 

= +i.( 1 -去 ) 
Vk Vk-1 Vk 

<HA. (4-4) 
* VE-1 Vk 


=2( 肛 二 -让 )%=23.) 


a S 
bi È< DA Z) © 
由 人 @.@ 可 知 


M 


1 
< 
tis2 kVk-1 ° 


s t 3 j 
又 明显 知道 k& Š > k /k-1 
因此 @ 式 是 @ 式 的 "加强 不 等 式 ", 而 @ 式 是 与 待 证 不 等 式 @ 等 价 的 不 等 式 ,所 以 @ 式 是 待 证 不 
等 式 Q 的 “加 强 不 等 式 ”. 
从 而 ,要 证 明 待 证 不 等 式 @, 只 要 证 @ 的 加 强 不 等 式 O 即 可 ,不 妨 把 证 明 过 程 归纳 如 下 . 
证 明 : 先 证 @ 的 加 强 不 等 式 


` 


1 
Si? @ 


# @ 成 立 , 则 原 题 自然 成 立 
一 般 项 


1 
k/k-i VE .VE kl 
Aa; W ji a 
-去 (三 7) Uk- VED) P PSD 
-Ai (l-t) 
k: Sk VR-i Vk 
< 


-Aras Alaaa) 


P o E SN 3 = 
yi 和 <1+ X g<int 证 毕 


be 
至 此 ,我 们 归纳 如 下 : 
如 果 一 个 不 等 式 A 经 过 一 边 放 大 或 缩小 得 到 A 的 加 强 不 等 式 B, 并 这 个 加 强 不 等 式 B 不 但 可 以 被 


证 明 , 且 可 以 代替 不 等 式 A 的 证 明 或 可 由 加 强 不 等 式 B 推 证 出 原 不 等 式 A 成 立 ,那么 在 题 设 条 件 下 证 明 
原 不 等 式 A 就 改 证 A 的 加 强 不 等 式 B. 


由 例 2 的 分 析 可 知 “ 加 强 不 等 式 ” 的 得 到 是 以 “ 放 缩 法 ”为 基础 的 ,因此 ,参赛 者 必须 有 各 个 方面 的 
非常 丰富 的 * 放 缩 技巧 ”, 方 可 较 好 的 掌 握 “ 用 加 强 不 等 式 " 的 方法 去 证 明 待 证 的 不 等 式 . 
但 当 一 个 不 等 式 A ,将 一 边 经 过 一 些 放 缩 即 可 得 到 证 明 , 没 有 必要 提取 什么 "加强 不 等 式 ”, 这 时 不 
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等 式 A 的 证 明 即 为 放 缩 法 . 
$6.2 赛 题 精 讲 


一 、 数 学 归纳 法 型 
例 1 求证 1+ 吉 + 圳 +…+ 古 <2(n 之 D) 
【分 析 】 若 设 n = 时 不 等 式 成 立 


1+ ! 


zty 
i E E | ú 
则 有 1+ 2; t + titg. p 天 法 推出 " k + 工时 命题 成 立 


对 此 ,可 对 n > 2 先 证 一 个 更 强 的 命题 ,其 加 强 不 等 式 是 : 


1 L 1 
EEEE EE "+ <2- 


+ + 十 <2 


E:n = 2 时 


假设 ”= 时 ,(* ) 成 立 , 即 
1+ 去 + 去 3 t= + <2- + 


MD n = k + 1 时 ， amta aa po“ 


k £u q k pa = 

atate + tO 

F: 1 
<2 -二 + 
22 thtl1 cg (k + D 

k(k +1)? k(k +1)? 
=2-— BE n 

k+1 
Bln = k + 工时 命题 成 立 
由 数学 归纳 法 得 

Iki sala 

更 有 


EE EE E "+i<2 
例 2 设 "( 二 2) 是 整数 ,求证 : 


分 析 与 证 明 : 


“a= 2, 所 以 as = 3,a = Bas = 

故 可 猜测 一 个 比 结论 更 强 的 命题 : 

Ë n 22, EN) Ma = S EC 
A 

证 明 :(1) 由 上 述 验证 可 知 


"n< sat, a, < 10 


vls 


Q) ia < 0, 25). 


从 而 由 数学 归纳 可 知 a, < 10 
当然 有 原 命题 (之 2) 是 整数 时 


1 
er SS; 


更 成 立 . 


例 3 (2002 全 国 高 考 理科 (22) 题 ( )) 设 数列 |as| WE ansi = a3 - nan + 1,(n € N),a 23, 
证 明 对 所 有 的 自然 数 ,有 
G) aZ n+2; 


二 一 这 1 L 24 
二 


{分析} 
G) 易 用 数学 归纳 法 证 明 . 
Gi) 是 否 也 能 用 数学 归纳 法 呢 ? 


1 S 1 A 
PUR antrat tTa M 
1 1 1 1 
Tea ite Iia itani 


1 y sa: 1 
l+al- ka +1 2 ala - k) + 2 


<++ <4 
+—— = 十 + 生生 5, 推 不 出 结论 
(k+2)x2+2 2 2k+6' Ps, 


但 车 注意 到 : 


-< 


aami 过 (十) 


再 累加 就 可 证 明 原 不 等 式 成 立 

证 明 :(i) 证 略 

G) 先 证 对 任意 自然 数 n RRT < (去 ) ” 成立. 
m 

1) 当 ”= 18.72 pana 


a 
2 假设 n= h(kEN),T S (二 ) 


= TIES ope 
pr TH 


1 Lo Ts P ypa /LD 
-zr rr y S 2 (+) = (4) 
由 1")、2") 可 知 ,对 任意 n € N, 都 有 
1 Lj” 
1 <(4) 


由 不 等 式 的 可 加 性 得 
m [i 全) 
paira ET (z; ) (2 = (2) = 4 Pr: I 
(二)” <+ 


例 4 如 果 Al+ As + = + À, ROLA < xi = 1,2,…,n, 求 证 : 
Zea, <. s| = 
[分 析 】 如 果 直接 对 进行 归纳 ,首先 便 有 A, + Aa + … 4 Ara + (Al + Aa) = mostnAi + 
+ sinht + sin(A, + Avi) < ksin 于 ,但 难以 进行 归纳 过 滤 , 故 考虑 如 下 的 加 强 命题， 


POLA LST i= 12, 则 DysinA; < nsin( + XA) 


证 明 : 
= 1 时 ,显然 为 真 
设 n = 时 为 真 , 则 nm = kti, 
Sa 
inA; < ksin Fp + sinAgsi 


>A, 
<(k+ JUDsin 大 rrT (“=” H y = sinz(0 < z < z) 上 的 凸 性 得 出 ) 
即 加 强 原 命题 对 一 切 自然 数 成 立 . 
从 而 , 原 命题 对 一 切 自然 数 成 立 


例 5 设 s =1+ 去 + 于 + 和 …+ 寺 ,证 明 :对 一 切 呈 过 2 都 有 


【分 析 】 
Btn =, 命题 成 立 , 即 


Mjn = k+ lB, 


n= lurr + 


à+ 
a: @ 
N. ; 
aG. e) 9 

a sa. -+ 

BE MRO RER: a + 2 .有 + y: 

(Frera) T +P tal 0 

( 即 增 加 一 项 十 ) 

2[2+ + 人 ++ 

(全 + 

S(r Aa a), ARED, 

比较 O 的 曲线 部 分 和 @ 式 ,有 

>Z +2) + B 

aa >2[2,. Aatu) h @ 

由 此 O. @ 可 知 ,如 果 将 命 是 结论 所 证 的 不 等 式 ax > 2 (学 + … + 字 ) 加 强 成 

中 > 人 多， 全 ° 


则 由 n = 时 成 立 ,到 n = + 工时 也 成 立 必 会 道 推 成 功 ,于 是 在 题 设 条 件 不 变 的 情况 下 改 证 加 强 
FERO 
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TM: 
(D 当 = 2na = 2m2) = 


… 不 等 式 ORYX 

(2) 假设 n = k i, O RRT, B 
ad >2[2, 2... J). + 
M “n = k+18,4 


a= (atp) 


= G 
>+... ah T (aa zt) G +1 
(Fr a n) t 

从 而 n = k + 1 时 ,加 强 不 等 式 O 成 立 

由 此 可 知 , 原 不 等 式 

a 522.2... Jax 
二 、 放 缩 法 型 
例 6 Ye Noi (i+ +] <3 


2 


(4 aralt) ei) talt) 
A sac E 


(1+ 二) < 3 的 加 强 不 等 式 为 
Tt mel 
外 式 易 证 ,事实 上 
Sa SVE i L 
1x2t2x3t" t (Ta 
(es el as t) 
=1-T<1 

n 
再 注意 到 
G D> HASZ k € N.) 

> 人 (人 


由 国 可 知 :(1+ 十 ) < 3. 
[E] (1) 事实 上 此 题 还 可 以 用 放 缩 法 直接 证 : 
“(1+ Lys C+ 1 1 +G (1 1 ) + (ca (1 1 j 


n 


站 "+ pab 


2!n? tatn 


sidra 


(2) 我 们 知道 自然 对 数 的 底数 为 。,e 是 个 什么 数 ? 是 怎么 来 的 呢 ? 当 我 们 学 过 数列 极限 以 后 , 便 知 : 
当 趋 于 正 无 穷 大 时 , (1 + 十 ) 的 极限 值 就 等 于 e, 即 
1 


m(t) =e 
这 个 e 是 无 理 数 , 它 的 值 是 
= 2.718281828459045…… < 3 
例 7 设 z,y,z BERMA os" = 1, két 


z? 3 
Tanat onoo 4 
证 明 : 原 不 等 式 等 价 于 
taty tyta DODGE o 


由 于 对 任意 正 数 u,v,w, 有 
u? + o? + w) > 3uvw 


故 考虑 证 明 O 的 加 强 不 等 式 
mini ++ > U+ + (y+ 1 + (e+) 

a astre- LG + 

glt) = (t + 1)(41? +31 +1) 
则 AO = dG - DeU) E gl) 在 (0, + m) FAR206038980830, AN 
tt td rt + (y+1) let D] 
= flx) + fly) + f(z) 
= $e- Del) +40- Dgo) + T(z = Dg) 
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只 要 证 明 最 后 一 个 表达 式 非 负 即 可 

Bit r > y> zM gl) > gly) > gle) > 0,zyz = 1 
Ẹr>1,z<1 

“(rz- 1)glx) > (x -1)g(y), (z -1)g(y) < (z -1)g(z) 


n Fe- Da(z) +A- De(y) + AG- Dg(z) 
>Hi- D +(y- D + (z -Dlg(y) 
= 工 (z+y+z-3)g(y) 


>46 = -3)g(y) 

=0. 
故 原 不 等 式 成 立 ,等 号 当 且 仅 当 z = y = z 时 成 立 . 
例 8 (第 13 届 美国 普 特 南 赛 题 ) 对 V n € N. ,求证 ; 


Sal < Da < (23), 


a 


> 


证 明 : 强 化 不 等 式 
Qu, < a< EEE 
= 


-方面 > VE =1:VI+1' +…+1.V 
= 
阿 忠 尔 和 1. (WI - 2) +2(/2- 73) + + (n - D(Vn T 1- fn) + n n. 


-TA 
> A) 
= (-4) WI + + V+ 
= -二 )(E i)+ a 5 
“DA > QDs 


FIRA + (&- #):Gü+2(2- A)*= +n 2+ + (D 
tU +2+ (n -D +a] E 


L 1: FE å), 2-3/8- 4) + [Gs ai), n(n +1) 
V1:2 2 \V2.3 Vm = Dn 2Vn 
=H, A TE NN AE) n(n +1) 
2 W2 371” 33 KT 2" 
< 二 [Wi 人 
n 


ES n(n +1) 
gs 227 V Ni-Val+ rr: 


" 


Y < ce- 
£= 


al- 


HOO 可 知 :加 强 不 等 式 得 证 

… 原 命题 得 证 . 

【评注 】 阿 贝尔 (N.H.Abel,1802 - 1829) 变换 : 
(I )Abel 和 差 变换 公式 

设 m<n m,nE€N, 则 


ECA = A Ab = Aniba + SAC = ha) 
(I )Abel 分 部 求 和 公式 


Èa = = ba + 总 Èa )(, = bsa) 
Abel yok Riy stat B 8 考虑 加 强 不 等 式 的 直接 依据 - 
例 9 Banaras 是 正 实 数 数列 ,对 所 有 的 n > 1 满足 条 件 > a >V ,证 明 :对 所 有 的 


名 
z ipai 1 
> 二 (1+ 计 t+ 二 ) 
i j hu i 1 

Dz): 8 pista) apasaq =n 


SN rT A = Z= < 2 <> ð 
Dores ... 1 
i I? > > 


EE A 21,2 
Fr G0= 12.) 
故 考虑 更 一 般 的 加 强 命题 


Waray." a, Sesi 都 是 正 数 , 且 b > b, > by > > b,， @ 
若 对 所 有 = 1,2, 
2 > š, 


则 有 a> Da 


显然 四 是 比 @ 更 强 的 不 等 式 ， E O IHE, W D 得 证 ,进而 原 命题 之 中 的 不 等 式 得 证 . 
证 明 : 先 证 加 强 命题 
事实 上 , 设 br = 0, 由 名, 人 @ 可 得 


D Oor- ba) Db < D r- bra) Da 


改变 求 和 次 序 是 
OXO -an< Bode Bio 
由 此 可 得 
Sac Sen- SvR 
< si i ERIR) 


AAS 
… 加 强 命题 得 证 . 
为 证 本 题 不 等 式 , 令 

b=- i =y ge iama 


ç s š ep | 

a > Papa altei) 

【评注 】 本 题 证 明之 中 交换 求 和 次 序 的 理论 根据 是 “ 福 比 尼 原理 ", 也 叫 * 算 两 次 原理 ” 它 可 通俗 
的 叙述 为 : 

对 于 一 个 适当 的 量 ,从 两 个 方面 去 考 虚 它 ,然后 综合 起 来 得 到 一 个 等 量 关系 式 . 

更 深入 ,更 具体 的 问题 ,请 查阅 有 关 书 目 . 

例 10 和 ABC 中 ,BC = a,CA = b,AB = c, 求 证 :a?+b?+c? 汪 4/3Saapc(Weitzenbock 不 等 式 ) 

证 阴 : 先 引入 一 个 “预备 定理 "( 记 Saa = A) 

4V3A+ 2 (ha -4 a): + 到 (二 2) =a +b +c 预备 定理 证 明 : 


a 
aatalu Ga + (#5 y 
2 11/52 - cy: 
sasara- a PHE) 
sahar E ha- -ahar EFE 
_8 [ate Alet =(a-6}], 3,2; -e 
S z 2a? 
= 202 az -at , 3 
=a +b + 2 
预备 定理 得 证 . 
加 强 命题 :“ 求 证 a? + b? + c? 过 4V3A+ 
1 /a 2 /2- ay. 
a 人 人 | @ 
证 明 加 强 命题 
由 预备 定理 有 


artose -村 [va+rz( - Ba) ta(n- BoY 
safn- Be HEE 


z 人 

sanas UERS (ese, (ese 
OME 

引入 原 命题 条 件 , 则 Weitzenbock KER A RR: 


$6.3 ”针对 性 训练 


人 A 组 


二 >2Wa-D 


工 .求证 :1+ 上 上 二 


2. 数列 lav| 满足 al = Lani = F + 防 -证 明 : 当 > 1 时 


5. 如 果 A; + Az +t + An = w,0 < A; < n (i = 1,2,---,n),BBZ sinA, + sinA> +…+sinh, < 


D 
nsin 下 
n 


6. 设 实数 列 |a| 的 项 满足 et = l.a,a = 1+ arazay an n 2 1, 试 证 lim 


be 


7. 已 知 全 ABC 的 三 边 长 为 a,b,c,n 宇 2,n € N. 
求证 :2 人 + Ji + 2 + Yer t an 2 


atbte 


ai 


semasa) h 


求证 :[ 支 ]= 2-3 


B 组 
E a AE EE ESET Qa D < RuD < 


2. 数列 lan| 满足 关系 
ami = an + ETT” >D H a = a = 1, 证 明 |a。l 是 有 界 数列 . 


3. 设 数列 ao,al,… a Miao = F sar = a + Lal(k = 0,1,2,…), 其 中 中 是 一 个 给 定 的 正 台 
数 , 试 证 :1 -二 < ww <I 


E s L À FR f 
4. 设 S, = 15+ + 万 ` t 广 , 求 [So] 
5. 求 最 大 的 实数 a ,使 得 一 二 一 + 


Z= 7 二 二 + Z= > a 对 所 有 正 实数 z,y 和 = 成 立 . 


6. 设 z+y+z= zyz(z,y,z € R'). 试 证 :z? + y+ z? - 2(zy+ yz + zz) +9>0 


参数 与 不 等 式 


87.1 知识 要 点 与 基本 方法 


首先 我 们 指出 ,这 一 讲 参数 与 不 等 式 中 所 研究 的 问题 不 包括 条 件 最 值 , 也 不 包括 满足 一 定 条 件 的 参 
数 最 值 ;不 包括 用 不 等 式 研究 的 多 元 函数 最 值 问 题 ,也 不 包括 用 不 等 式 研究 的 复合 最 值 问题 ,这 些 问题 
请 详 见 第 九 讲 * 最 值 问题 与 不 等 式 ”. 这 一 讲 我 们 所 研究 的 问题 主体 上 有 两 个 方面 的 问题 ,其 一 , 解 含 参 
不 等 式 , 即 含 参 不 等 式 的 解法 ,其 二 ,为 了 证 明 不 等 式 或 解 涉 及 到 不 等 式 的 数学 竞赛 问题 中 引入 或 挖 据 
辅助 参数 , 谈 谈 引入 参数 的 辅助 作用 . 
一 \ 巧 解 含 参 不 等 式 
基础 知识 :(1) 含 绝对 值 不 等 式 的 解法 ; 
(2) 无 理 不 等 式 解法 ; 
(3) 分 式 不 等 式 解法 ; 
(4) 指数 不 等 式 ,对 数 不 等 式 解法 ; 
(5) 高 次 不 等 式 解法 . 
这 些 基础 知识 请 读者 见 高 中 数学 教材 . 
研究 的 主要 问题 
1. 转化 与 化 归 : 主 要 利用 等 价 转化 思想 化 归 为 基本 不 等 式 , 然 后 加 以 解决 . 
2. 数 形 结合 :利用 不 等 式 与 函数 的 联系 ,借助 图 象 直观 判断 求解 . 
3. 分 类 讨论 
4 . 函数 与 方程 思想 . 
二 ,引入 参数 ,证 明 不 等 式 
证 明 不 等 式 ,是 竞赛 数学 中 的 热点 内 容 .因此 ,研究 不 等 式 证 明 的 方法 ,多 少年 来 也 是 人 们 研究 的 重 
点 竟 赛 数学 内 容 之 一 .本 讲 的 第 二 个 大 问题 将 介绍 引入 参数 ,证 明 不 等 式 的 方法 . 
1. 引 参 , 架 桥 , 巧 证 不 等 式 
2. 依 规律 引入 参数 , 巧 证 不 等 式 
其 规律 是 ， 
由 不 等 式 a? + (2b)? > 22ab(a ,b € R,à) 为 参数 ) 得 oz > 21ab - 1202, 若 5 > 0, 则 


2 
G >a- 220 (x) 


对 参数 4 的 任 一 实数 值 总 成 立 , 当 且 仅 当 4 = + 时 , 取 等 号 . 

应 用 ( * ) 式 可 简捷 、 巧 妙 的 证 明 许多 不 等 式 . 

3. 引 参 ,转化 , 巧 证 不 等 式 

通过 引入 参数 ,将 不 等 式 等 价 地 或 同 构 地 转化 成 另 一 不 易 证 的 不 等 式 . 让 参数 起 到 转化 结构 ,变换 
角 的 目的 . 

4. 引入 “公差 ( 比 )”, 巧 证 不 等 式 

这 是 一 种 将 所 要 证 明 的 不 等 式 命题 与 等 差 ( 比 ) 数列 巧妙 结合 ,引进 公差 ( 比 ), 巧 证 不 等 式 的 方法 
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以 上 4 种 方法 ,将 给 读者 在 研究 不 等 式 证 明 方 法 的 问题 上 开辟 一 个 新 天 地 . 


87.2 赛 题 精 讲 


一 \ 巧 解 含 参 不 等 式 


1. 转化 与 化 归 
例 ! Ea E ODSA) = 2. 


常数 XE (2.3) , 解 关于 工 的 不 等 式 f(z) > L. 
解 :f(z) > Tn 2 > + o 
2947 +1> 1A > ORA O 可 等 价 转化 成 4 -Aà -27+1<0 
Be = 2 € (1,2), 不 等 式 变 为 

已 -Mt+1<0 @ 
因为 XE (2.2) bra = 2-4 >0 


à-[Va -4 A+. 2-4 
2 << 2 


maae (23)u d <a <a < 224 <2 


所 以 (< e< HR 
£= 
M 0<z<log HAA 


RLT EERIE |z 10 < z < og HATA] 

[评注 】 本 题 利用 题 设 条 件 将 原 不 等 式 等 价 转化 为 (2), 即 化 归 为 一 元 二 次 不 等 式 的 解 ,是 解决 本 
题 的 关键 

@2 设 a > 0, 解 关于 + 的 不 等 式 


V2ar-a > 1—- z(a > 0) 
解 : 


2ar -a° >0 
mraza]: -z=2>0 
dax= a > (1 — zx 


|。 
2ar - a22> (1 - r)? 
2ar - 220 

或 @ 1-0 
因为 a > 0, 所 以 


Qol*<! 
zx-2atl)rta+t+1<0 


oo >-+ 

ei 

因为 判别 式 A = 4(a + 1)? -4la? +1) = 8a>0 
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所 以 不 等 式 r? - 2(a + Diz + a? + 1 < 0 的 解 集 是 lz la+1-Vza<z<at+1+VIal. 


当 0<a 和 2 时 ,地 和 e+1-yie<1 


a+1+/a>1 
不 等 式 组 D 的 解 是 a + 1 -Via < r S 1 
不 等 式 组 @ HRE r > 1 


当 a >20, $ >l,a+1-vV2a>1 
不 等 式 组 O ERT ERA ORE > > + 


综 上 可 知 : 当 0 < a < 2 时 , 原 不 等 式 解 集 是 (a + 1 - V2a, + co); 当 a > 2 时 , 原 不 等 式 解 集 是 


[人 +) 


例 3 (上 海 2003 年 高 中 数学 竞赛 第 一 大 题 第 5 小 题 ) 若 对 1 > | 之 1 的 一 切 z,t+ 1 > (6 


恒 成 立 , 则 C 的 取 值 范围 是 什么 ? 
解 :(i) 显然 当 : = 2 时 , 原 不 等 式 
t+1>(@-4)r 
ER 2+1>(2 -4).z=0 恒 成 立 
如 下 分 成 两 类 :1? -4> 0H -40 
Gü) 34 2-4 > 0Bf 
Cia s 4)=z 


1 >z+ 对 -1<z<<1 便 成 立 
(MKF xr. = 1) 


二 


= 
et 
-4>0_j1<-2 或 :>2 
J | 

1<-2 或 :>2 
< “2<4t< 


(H) 5 2 - 4 < 08 
kt 


r 2 


沈冰 可 = 


-1<=xr=< mi 
s S 


Aney 


-2<¢t<2 
Sj] 
Tl 


-2<1<2 
1 


eB? 


综 上 三 种 情况 有 Bk AH 
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=4)x 


@ 


2. 数 形 结合 ° 

例 4 RER flr) = Vz? +1- ar, 其 中 a。 > 0, 解 不 等 式 f(z) < 1. 

解 : 要 /(z) 过 1, 即 要 WV r +1 <ar + Ila >0) 

Q gila) = Vritl,g(z) = ar + Ia >0) 

从 图 象 上 看 当 z < 0 时 ,gi(z) 在 gz(z) HER, f) 1 UÑ 
立 . 

(1) 当 a 之 1 时 ,直线 gz(z) = ar +1 的 斜率 大 于 双 曲 线 渐 近 线 
y = 工 的 斜率 ,两 曲线 只 有 一 个 交点 (0,1), 由 图 可 看 出 当 z > 0 B$, 
双 曲 线 只 有 一 个 交点 (0,1). 由 图 可 看 出 当 z 宇 0 时 , 双 曲 线 上 半 支 在 
HR g(x) = az +1 的 下 方 , 即 有 F(z) 反 1, 所 以 这 时 原 不 等 式 的 解 
为 lz | z20| 

(2) 当 0< a < 1 时 ,直线 y = ar + 1(a > 0) 与 双 曲 线 y- z? 
= 1 的 上 半 支 有 两 个 交点 ,其 交点 横 坐 标 为 z， = 0,zz = ,由 
图 象 看 出 , 当 0 志 过 I ti 时 , 双 曲 线 上 半 支 在 直线 的 下 方 , 即 有 f(x) < 1, 所 以 这 时 原 不 等 式 的 解 
集 为 |z 0< < 2871. 

【评注 】 本 题 将 不 等 式 变形 为 两 侧 均 为 基本 初等 函数 且 不 同类 别 , 为 从 图 象 角度 解决 它 英 定 了 基 
础 ,图 象 的 直观 性 ,简洁 性 一 定 会 给 学 生 带 来 心理 的 愉悦 ,信心 倍增 . 

例 5 题目 前 例 2 

解 : 


= e S 
设 y= Varia >n” TAC - 2)qacemenmsx( 2.6) Fomo 


y2>0 
线 的 上 半 部 分 C, 而 y = 1 - z 的 图 象 是 一 条 直线 1. 
当 0< a 2 时 , 半 抛 物 线 C 与 直线 ! 交点 的 横 坐 标 为 c + 1 - V2a ,(a +1- V2a, + so) 是 抛物 
线 C 位 于 直线 上 方 各 点 横 坐 标的 集合 ( 见 图 D), a > 2 时 ,C 全 部 在 1 的 上 方 ,各 点 横 坐 标 集合 是 


[和 ,+ ~)( 如 图 @) 


{ 图 @) (图 @) 
@6 FINAS 
解 : 令 f(x) = (€ -4)z - (t + 1) 
对 1z1 生 1 的 一 切 z,t+1>( 刀 -4)z 恒 成 立 
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fe )<0Bf0)<0 


=1- / +y 
yay M E > 
fc) <0 << 


w| 


sB << HA 


【评注 

(1) 例 6 图 象 可 不 作 , 但 解法 根本 上 是 以 图 象 法 为 基础 的 ! 

(2) 从 例 5、 例 6 可 看 出 数 形 结合 可 使 问题 的 解答 简明 直观 ,但 能 准确 应 用 数 形 结合 思想 还 要 多 做 
一 些 练习 , 方 可 抓 图 形 结合 思想 的 玄机 原理 . 

(3) 例 2、 例 3 是 分 类 讨论 思想 的 运用 ,关键 是 从 何 处 分 类 ,这 要 因 题 而 异 . 通过 这 两 题 会 给 读者 以 
启发 ;准确 进行 分 类 讨论 ,会 使 解法 层次 分 明 , 提 高 高 考 ,竞赛 的 基本 数学 能 力 . 为 此 ,加 重 一 点 笔墨, 再 
重点 谈 一 谈 . 

3. 分 类 讨论 

例 7 解 不 等 式 V/ 3logsr2 < logra -1 (a >0,a #1) 
解 : 原 不 等 式 等 价 于 

3logzs -2> 0 

j=: -2< (2logz, - 1) 

2logza - 1 > 0 
可 解 得 :好 < ker, < + R. 

13 S logt, < + R gz, > 1 
n) 当 a > 1 时 ,不 等 式 解 集 是 

lz1o3<z<o 或 z>al 

(2) 当 0 < a < 1 时 ,不 等 式 解 集 是 

lzla3<z<o3, 或 0<z<al 

【评注 】 对 于 指数 不 等 式 ,对 底数 a 通常 要 按照 > 1 或 0 < a < 1 分 类 讨论 ,本 题 是 无 理 对 数 不 
等 式 , 首 先 根据 无 理 不 等 式 的 解法 ,等 价 转化 为 对 数 不 等 式 组 ,然后 对 a 进行 分 类 讨论 . 

M8 解 不 等 式 loejxz + D - (m+ t) lg (z -D+1<0. 

解 : 令 log} (z + 1) = +, 则 原 不 等 式 化 为 


2 m+)rtcom 


G-m(1-4)<0 (*) 


(1) 34 m € (— œ, - 1) U (0,1) Bf 
Ym <. < E 
m < log} (z+) < L 
得 解 集 为 jz 12 记 -1<z<2"-1 
(2) 5 m € (- 1,0) U (1, + °°) Bf 
“m >... > > 1 
m m 


E m > bgt (z + ) > + 


得 解 集 为 |z 12- 态 -1> 工 >2m 一 1 
【评注 】 这 一 合 参 数 的 不 等 式 讨论 的 对 象 为 m , 当 经 过 换 元 转化 为 ( * ) 后 , 须 比 较 m 54 的 大 小 
关系 ,才能 确定 解 集 区 间 . 
4. 函数 与 方程 思想 
tii 


i 
例 9 对 满足 不 等 式 4 2 < 24 . 2 的 一 切实 数 KERCA - 3)z < 4a - 2 都 成 立 ,求实 数 取 + 
的 取 值 范围 


解 : 原 不 等 式 可 化 为 21 < 2i ,得 
5 


a+; >atl …0<a<5 
B fla) = (z - 4)a - (3x - 2) (*) 
f(0)<0 
由 题 意 对 于 任意 <E (0,5) ,都 有 /(a) < 0, 则 由 一 次 函数 的 性 质 得 f(5) <0 代 人 解 得 


了 <z<9 


【评注 】 本 题 按 常规 理解 会 解 以 z 为 主 元 、 含 参数 a 的 一 元 一 次 不 等 式 ,而 本 题解 法 反 客 为 主 ,将 
a 当 作 主 元 ,构造 ( * ) 函数 , 即 关于 a 的 一 次 函数 ,从 而 利用 一 次 函数 的 性 质 获 得 解答 . 


例 10 设 a >0, 且 a 天 1 函数 /(z) = ka 3.8 z€ [mvn), 总 有 1+ log, (n = 1) < f(z) 
<1 + log, (m -1), 求 m 与 a 的 取 值 范围 . 
解 :由 于 引 > 0 得 函数 定义 域 为 :z € (- =, 3) U G, + °) 


又 i = 1- zÉ o, 一 3) 和 (3, + ©) 上 是 增 函 数 

0 <a < B, f(x) Æl e°, -3) 和 (3, + co) 上 是 减 函数 . 

a > 1B$, flx) 在 (- œ, - 3) 和 (3, + co) 上 是 增 函数 . 

m< n,-.m -1< n 一 1, 又 由 条 件 :logs (n - 1) < lg, (m - 1) 

“0<a<l 

X flx) 的 定义 域 为 xE (- °°, -3) U (3, +), H f(x) Œ xE [m,n) 上 有 意义 ， 
“m <- 38 m > 3, 

X n-1>0,-.m >3 

f(z) 在 zx € [m,n) 上 为 减 函数 ， 


sloga < 

又 由 1+logs(n - 1) < f(z)<1+log (m - 1) 

所 以 TG log = 1+ ka, (n = 1) = log [a(n = D) @ 
eT De =ni @ 
此 即 指 方程 ba, Z —3 = ka, [a(z - D] # z € (3, + 00) 上 有 相 异 的 两 个 实数 根 ,又 可 等 价 转化 


为 方程 :ar? + (2a — Dresi 一 a) = 0 有 两 个 大 于 3 的 相 异 实 根 . 
令 a S - 1)z +3(1- a) = g(x), WA 


-22 lz 
Wo D 


A = Qa - 1} - 12a(1 - a) > 0 
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解 得 o<a< Ë 


【评注 】 本 题 从 不 等 式 中 搜寻 等 式 构造 方程 ,是 经 过 深入 分 析 O ,@ 式 结构 特点 , 抓 住 主要 矛盾 ， 
即 一 个 主 元 (变量 ) ,起 到 很 好 的 转化 效果 . 

以 上 各 例 分 别 围绕 四 大 数学 基本 思想 给 出 了 各 自 解法 ,每 题 各 有 侧重 , 旨 在 归纳 解 含 参数 不 等 式 的 
一 般 解法 与 基本 出 发 点 . 当然 在 同一 问题 中 多 种 思想 并 用 的 局 面 是 很 常见 的 ,如 等 价 转化 的 思想 就 一 直 
贯穿 于 解 不 等 式 的 始终 .这 就 要 求学 生 必须 全 面 掌握 基本 的 数学 思想 方法 ,并 能 将 它们 融会 贯通 地 使 
用 ,才能 真正 解决 好 每 一 个 问题 . 
二 、 引 参 巧 证 ( 解 ) 不 等 式 问题 


1. 引 参 、 架 桥 、 巧 证 不 等 式 

数学 竞赛 中 的 不 等 式 证 明 问 题 ,通过 巧妙 地 引入 参数 ,可 以 把 证 明 转化 成 对 参数 的 讨论 ,使 参数 在 
不 等 式 证 明 中 起 到 桥梁 作用 . 

例 11 (1988. 四川 省 中 学 数学 竞赛 ) 已 知 xj,zz,……zeER, 且 zi+z+…+zm=AA>0)， 


2 
t+ A(n € NB n 22) REOS z < ÂG = 1,2,…n) 


sittet 


; 
证 明 : 因 zi+ zz+ + zx 一 A = 03IASB CMD Lida t at -有 
a 
天 一 1 


-at= z+ zi+- + z; 


= åt ritet zl + tlet zy t + z, - A) © 


PEE. 
“n-i 


- 奏 是 :无关 的 式 子 
ROR: E RERI, 


整理 得 nzi-2zri4 和 0 
“0 < <24 
同 理 可 得 


Sasi G=1,2,--.,n) 


【评注 】 上 述 证 法 , 正 是 利用 了 zi + zz+ … + xu A = ONRI AÂ -af = 地 + 二 二 
+ Ë 的 有 铺 引 入 参数 +, 平 宰 添 加 而 实则 对 证 题 起 决定 作用 的 项 (zl + za + … + z, - A) 得 到 中 式 ， 
S -AF 


eii n 


- Ay A 
pP- a-re) Ü gor A -at> OA ay 
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例 12 (436 IMO) i a,b,c € R',H abe = 1, 求 证 


3 
2 


证 明 : 引 入 正 参数 t EER abc = 1, 得 


rs P adik: 
ET US 


J te i 
>W Pto) E 


— ab _ cta 
RERNA erati a > 


abc 
5 
上 述 三 个 同 向 不 等 式 相 加 得 


= 
+ 
la 


į 1 1 
TD 


>2( 二 + 去 + 十 ) 


seat) 


< 
:+ 


= 
bleta) 


H abe = 1 与 前 三 个 不 等 式 取 等 号 的 条 件 联 立 解 得 + = LVA OS 


1 


E RE | 1 > 
albre) leta) (a +b)” 2 
【评注 】 


以 及 利用 abc = 1 与 前 三 个 不 等 式 取 等 号 的 条 件 解 出 上 = 才 
引入 参数 巧 证 不 等 式 的 首要 问题 如 何 引入 参数 ,由 于 题目 多 如 山海 ,各 种 不 同 题目 的 机 关 要 道 又 各 


不 相同 ,因此 要 适当 多 作 一 些 题目 总 结 一 下 规律 . 


2. 按 规律 .引入 参数 \ 巧 证 不 等 式 


(> 


此 题 主体 思路 是 利用 平均 值 不 等 式 ,而 主体 思路 被 打通 的 各 个 关节 的 关键 是 设 正 参数 + 


i 
= 
Pla + b) 


下 面 我 们 通过 实例 谈 按照 "知识 ,方法 ,技能 " 中 给 出 的 ( * ) 式 的 规律 ,引入 参数 ,证 明 不 等 式 . 


例 13 题目 见 上 述 例 12 
证 明 :依据 ( ) 式 得 


1 2b2c2 


Oe abtar ` 


F 
F pohy ip > Va- Alab + te) 

acin = 2225 > Dab -Alae + be) 
三 式 相 加 得 


ss 
abr) t leta) (a + b) 


2A (ab + bc + ac) ~ (2ab + 2bc + 2ac)22 


= 2(ab + bc + ac)(à — 22) 
当 且 仅 当 = k e 


ac + bc + ab 


Bier = ab+ac ` ac + bc 


SR 
aote) bleta) (a +b) 
> (ab + be + ac) 


= Nab + b + ca) 7 
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2> 22bc — A? (ab + ac) 


1 所 以 @ 式 即 为 


>43 Jd k'a] = $ 证 毕 
【评注 】 (1) 这 个 题目 除去 在 例 12 中 的 证 法 外 ,还 有 许多 证 法 (在 前 面 各 例 有 所 体现 ) ,所 有 这 些 证 
法 中 我 们 认为 例 13 的 证 明 方法 是 最 简明 的 . 
(2) 为 说 明 此 方法 ,我们 再 给 两 例 一 一 例 14 和 例 15. 
例 14 设 a,b,c,d E R*,Ha+b+c+d= 1 RE: 
42+1i+V46+i+V4c+i+rV4da+1>6 
证 明 :由 a,b,c,dE R° 及 (* ) 式 得 


tatl >a Via Fi-a? 


tl>2 VIF -a 


ditl > 2 /4eri- 2 


idtl > 3d Fi -2 


上 述 四 式 相 加 ,得 

4(a+b+c+d)+4 

22 V4ia+l+ /4b+1+ /4ce+1+ /4d + 1) - 422 

即 21(V4a +1+ /4b+1+ /4c +1+ /44 + 1) - 42 <8 

-Vati _ yri Jiri _ sdti 

Aqa SE i AE 

即 22=da+1=4b+1=4c+1=44+1 

即 442=4a+p+c+d)+4=8 

2 = Y2 (由 规律 知 , 取 X > 0) 

得 42+1+V46+1+V4+i+V4a+i<4 

当 = VZM a = b= c= d = 二 时 取 等 号 ， 

所 以 W4ae+i+V45+1+V4c+i+V4da+i<4J<6 

例 15 设 a,b,c,d 是 满足 ab + bc + cd + da = 1 的 正 实数 ,求证 : 
a? (3 2 d? 1 

brcrdtarcrdtatbrdtatbtd” 3 


2 
证 明 :由 a,b,c,d € R' ,由 规律 可 得 : goig > 2a- a?o + c + d) 


即 rea -Ab + c + d)a 
HARMA = TB RS. 
同 理 可 得 


3 
Ta (atet d)b 
$ 
Irora? -Ala + b+ d)e 
2 
arbre 


222242 — Aa + b + c)d 
上 述 四 式 相 加 得 

js EE E 2 
bte+d atcid atbid arbte 
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2A (a? + b? + c? + d?) — 2(1 + ac + bd)à? @ 
b EA - 1 
MARNA = pera-arera-arbra-arbra' 即 A = 3 时 取 等 号 
将 1 = 十 代 人 加 式 有 


a b: © a 
Drordtatctdtatbrdtatbtd 


> [3(a? + 6? + o? + d?) — (1 + ac + 6d)] 9 
(a? + b?) + (b? + c?) + (c? + d?) + (d? +a?) 
© 2ab + 2bc + 2ed + 2da = 2 


即 atter) @ 
另 一 方面 
Fart 2 + 2 + d?) > T (Qa + 284) = ac + bd o 
0+0% 

POET ETET 2) 2 Š + ac + bd Q 
ORAON 


a x 2 2 1 
brerdtarcrdtarbrdtarbte>3 


【评注 】 从 例 14, 例 15 可 看 出 利用 所 给 规律 ,确实 有 章 可 寻 , 思 路 清新 , 开 了 一 条 证 明 不 等 式 的 新 


路 . 
3. 引 参 、 转 化 、 巧 证 不 等 式 


例 16 (1989. 新 加 坡 数学 竞赛 ) 任 给 13 个 不 同 的 实数 ,求证 至 少 存在 两 个 ,不 妨 设 x fay 满足 不 等 
式 


£= 2-3 
<ia NB 


证 阴 : 设 13 个 不 同 的 数 是 a1,42,…,a3, 由 于 tanz 将 (- Z,A ) 映 到 (- o, + co) EAER 
不 同 的 数 0,€ (- 至, 至) ,使得 tan6; = ai = 1,2,3,…,13) 


m x 


将 (- 到, 各) 分 成 12 等 份 ,应 用 抽 民 原理 ,在 子 区 间 中 至 少 有 一 个 子 区 间 含 有 两 个 9 ,不 妨 设 为 6 
和 & ,又 设 tanb = r,tan0, = y,z > y, 


于 是 0 < tan(b - 6,) < tan 73 


m 082 mg - 25 
【评注 】 上 述 证 法 将 代数 不 等 式 转化 成 三 角 不 等 式 的 关键 有 三 点 : 


(1) 代数 结构 中 有 三 角 结 构 tan(z - y) = Z 


1+ zy 
E S. FE} 
(2)tan17 = IER 


(3) 抽 层 原则 的 巧妙 运用 
(4) 由 上 述 证 法 启发 我 们 将 本 题 推广 为 : 
任 给 n(n 24) 个 实数 , 则 其 中 存在 两 个 实数 =,y 满足 
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的 第 


ey 
<ir y Su; 4 


n= 13 时 MARA 
= 17 时 。 即 为 第 16 届 加 拿 大 数学 奥林匹克 试题 . 

例 17 (第 20 届 IMO) BA zitza, 为 两 两 不 相等 的 正 整数 ,求证 :对 任何 正 整数 n ,不等式 
证 明 : 引 入 参数 ol ,ca an 

E EEN 


| £ > i “u qA 
二 9 
H orto+t- +a, 20 


= (LtEtt 1)e2z(a +a tota) 

+ (xiaf + za2a + = + zal) ° 
> (二 +aj+ (E+a)t (E+) @ 
= 于 + 去 +…+ 寺 证 毕 


【评注 】 
(1) 证 这 个 不 等 式 的 要 害 之 处 ,是 将 左 端 的 二 次 式 转化 成 右 端的 一 次 式 . 


(2) 引入 参数 a1,a2，,…a 所 满足 的 Q 式 丛 恰 是 将 所 证 不 等 式 的 左 端的 二 次 部 分 " 转化 成 含有 所 


需 -次 式 "( 二 + 二 + 一 + 二 )+ 2a + artt a)" O tt. 


a n 


(3) 根据 要 证 的 目标 "> 十 + 去 + … + 二 "运用 @@@ 式 ,并 合理 的 缩小 @ 得 到 8 式 是 证 出 目标 
二 个 关键 . 

(4) 经 过 上 述 (2)、(3) 才 使 所 证 不 等 式 左 端的 “二 次 一 次 混合 结构 " 转化 成 了 右 端 的 “一 次 结构 ”. 
4. 引入 公差 ( 比 ) ERER. 

例 18 已 知 实数 a,5 WE ab = 10,a? + b? = c?, 求 证 : | c 12225 

证 阴 : 由 ab = 10, 得 ab = (V10》, 则 a. 10.5 成 等 比 数列 ， 

Hita = Vogo = È VT, RA a+ 0? = è 

整理 得 104-2 +10=0 

VER 

“A=c-4x10x10>0 

即 ¿2 >20 

s e 12275 


例 19 求证 :sinz + ooz >+ 


证 明 :…sinzz + cor = 2x £ 


simzz, 二 ,cosz 成 等 差 数 列 


YW IN 
H rsd 


22 = 
ea 16 
例 20 (1957. 北 京 市 数学 竞赛 ) 假设 x,y,z 都 是 实数 ,a 二 0, 又 知道 它们 满足 z+ y+ z =a, 
[og 
z +y + = + @ 


试 证 :z,y，z 都 不 是 负数 ,也 都 不 能 大 于 子 a 

证 阴 :由 @ 得 z+ y = 2. 4 二, 则 z. 成 等 差 数列 ， 
Bite- as -dyt 

代入 办 式 ,化 简 得 3 于 -2az =- 4d? 
—:322 — 2az < 0 

解 得 <<a 


H ryz 在 条 件 等 式 中 的 对 称 式 , 知 0<<y< 写 ,0< < 2, 


例 21 (第 25 届 IMO) 设 >,y,z 为 非 负 实数 , 且 z+ y+ = =1, 求 证 :0 ay + ye + ze -Zaye < 
7 
27 
证 阴 :由 对 称 性 ,不 妨 设 z >y >r >0 

(z+y)+z=2x 赴 
“zty. 成 等 基数 列 , 故 设 z+ y= 证 +d,z = t-a 


由 z+y 之 2z, 得 汗 壹 4d 过 二， 


网 
= (z + y)z + zy(1 - 2z) 
= T -d+ 2dry>0 
HENK z = 1,y = z = 0 时 等 号 成 立 . 


又 ÑL-4+24y 


<+ -az+24 (za) 
-人 
人 
4 


$7.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 设 a € [- 1,1], 求 不 等 式 z? + (a -4)z+4-2a > 0 的 解 集 . 


2. 若 不 等 式 V 9 - r? >- a?r 的 解 集 区 间 长 度 为 项 ， U a 的 值 是 


二 Sal 
3. 已 知 不 等 式 组 | z+a-a<0， 


a 的 整数 解 恰 有 两 个 , 求 a 的 取 值 范 围 . 


4. 设 任意 实数 z,y 满足 | zx 1< 1, 1 y 1< 1, 求 证 : 


S. Hlan) 是 正 项 递增 的 等 差 数列 ,n € N,2 之 EN, 求 证 : 
82 


P 
Jeena < ds , aaisa , awn, < 
ars hsi Qua Qa amsi 


6. 任 给 7 个 不 同 实数 ,求证 : 必 可 以 在 它们 中 找 册 两 个 实数 =,y, 使 0< 天- 学 < G 


7. 设 a 之 1(i = 1,2,…,n), 求 证 : 


Q+ aDC + aD) (+ ap) SZU + ar + et .+ a) 


B24 
1 AXT z 的 不 等 式 EE > 三 后 (2 > b> 0 
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2 
2. 着 对 任意 ,不等式 -9 < HAEE < 6 合成 立 , 则 户 的 值 为 ( O 

A.-3 B.3 C. = 5 D. -6 

3. üt ai,az, ag E R' „a; + az + + ag = 20,a; + az + + ag = 4, 求 证 :al + az + + ag H 


至 少 有 一 个 小 于 1. 


> 
(a- 1 n-i 


4. 设 z= 六 (a > 1,n = 1,2,…), 求 证 :对 一 切 n 宇 2, 有 zz, < 


5. x,y,z 为 不 全 为 夫 的 实数 ,求证 :xy + 2ye + 2er < VBH a? 4 2 + 2) 


lga - 183 、 lg(a -2) 
G Ra > ARES- ID 


“最 值 ”问题 与 不 等 式 


88.1 知识 要 点 与 基本 方法 


很 长 时 期 以 来 ,与 不 等 式 相关 的 最 值 问题 是 国内 国际 数学 竞赛 中 的 热点 问题 ,因此 要 研究 讨论 这 类 
问题 的 解法 . 

I . 与 不 等 式 相关 的 最 值 问题 大 体 可 分 为 四 种 题 型 . 
一 、 条 件 最 值 问题 ( 注 :其 中 不 含 参数 ) 

例如 2001 年 全 国 高 中 数学 联赛 第 二 试 第 二 大 题 : 


R x20G = 421m) 且 了 z+2 S yE Fansa Rn 的 最 大 值 与 最 小 值 
就 是 属于 条 件 最 值 问题 


二 、 含 参数 不 等 式 中 的 参数 最 值 问 是 

例如 2002 年 中 国 数学 奥林匹克 (冬令 营 ) 第 六 大 题 : 

给 定 CE ( 去,1), 求 最 小 常数 M, 使 对 任意 整数 >> 2 及 实数 0 < ai S a< < ov, 只 要 满足 
ra =c. Za, BRSM: S an BiP m = [cn] 表示 不 超过 cn 的 最 大 整数 . 
就 是 属于 仿 参 数 最 值 问题 


而 从 这 个 例子 可 以 看 出 参数 最 值 问题 中 往往 也 含有 条 件 . 因 此 讲 参数 最 值 问题 我 们 不 能 机 械 的 看 ， 
而 是 抓 住 这 类 问题 区 别 于 其 他 问题 的 主要 特征 去 称呼 它 . 当然 这 类 最 值 也 可 称 作 条 件 参数 最 值 问题 ， 
三 、 多 元 函数 的 条 件 最 值 问题 

例如 2001 年 中 国 西部 数学 奥林匹克 第 三 大 题 : 

设 =,y,z 为 正 实数 , 且 + y+ = > ye REEE 的 最 小 值 . 
就 是 一 个 三 元 函数 的 条 件 最 值 问题 . 
\ 复 合 最 值 问题 

例如 2001 年 中 国 数学 奥林匹克 国家 集训 队 选 拔 考试 第 六 大 题 : 

IE F = max | x°- az? 一 bx-c1, 当 a,b,c 取 澳 所 有 实数 时 , 求 下 的 最 小 值 . 

这 个 问题 实则 就 是 求 

min{ max | 22 — ax? — br — c I} 

也 就 是 当 1 < x 之 3 时 , 求 函 数 | r- ar? — br — c | 最 大 值 中 的 最 小 值 .这 类 问题 我 们 称 其 为 复 
合 最 值 问题 . 

1. 所 用 知识 与 方法 

由 于 我 们 所 研究 的 是 与 不 等 式 相关 的 最 值 问题 ,因此 所 用 知识 与 方法 大 致 如 下 : 
一 、 所 用 知识 

1. 中 学 教材 中 关于 不 等 式 的 若干 性 质 技巧 . 
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2. 重要 不 等 式 . 
(1) 平均 值 不 等 式 
(2) 柯 西 不 等 式 
(3) 排序 不 等 式 
(4) 切 比 雪夫 不 等 式 
(5) 琴 生 不 等 式 
二 、 所 用 方法 
(1) 直接 应 用 基本 不 等 式 和 重要 不 等 式 . 
《2) 前 面 各 讲 中 讲述 的 证 明 不 等 式 的 各 种 方法 ,尤其 是 放 缩 法 、 数 学 归纳 法 、 参 数 法 、 函 数 单调 性 法 
等 . 


S8.2 赛 题 精 讲 


一 \ 条 件 最 值 问题 
例 1 〈2002. 全 国 高 中 数学 联赛 二 试 第 二 大 题 ) KM a,b,c MERA, IEH flx) = z3+ ar? + br 
+ c 有 三 个 实 根 zi,zz,z3, 且 满足 
(1)z2 一 Zz =à; (2) zs > (zl + za)[2. 求 :(2a3 + 27c - 9ab)/A3 的 最 大 值 . 
解 :由 f(x) = f(x) -f(zx3) 
= (x - z3)[x? + (a + z3)x + z3 + ars +b] 
所 以 ,zi,zz 是 方程 zz+(a+z)z+z+ar+b=0 的 两 个 根 ， 
由 (1) 可 得 (a + zə)2- 4(z + ars + b) = 和 2 
即 3zl+2azy + 2 + 4b-a2 = 0 
由 (2) 可 得 r = TC a + Va? = 125 = 322) D 
H 4a?-12b -32 >0 © 
易 知 flx) = x+ ar? + br + c 
= (z+ ay- (#-,)(2 4) ate- Fab 
由 f(x3) = 0 可 得 


a 
Ep=-L -o MONOTMp>A Blab- Za -e= 28 p -X-a 
令 y=A/ p- Mm >O Atab- Za? yy Fa $a) 
3 322 Es 322 A 305 1 
EPEA =y- - (2) 3.2 
ay 
= (s-4 o+ >0 
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2 By 


- Ta - ha- e> 184 
于 是 ,24 + 27c - 9ab < HBa 
由 此 可 得 
2a? + 27c — 9ab < 3⁄3 
A 2 
Wa =2/3,b = 2,c =0,4=2, 则 f(z) = z+2yV3zz+2z 有 根 -V3-1,-V3+1,0. 显 然 假 
设 条 件 成 立 , 且 
2a? + 27c -9ab _ 1 
a 8 
综 上 可 知 ,22 + 27f 925 的 最 大 值 为 3 
【评注 】 ”以 上 是 命题 组 公布 的 参考 答案 ,这 个 答案 解法 显得 繁琐 宛 长 . 下 面 我 们 给 出 直截了当 的 
解法 ,基本 思想 是 ,使 用 韦 达 定理 换 原 目标 函数 ,整体 变形 后 再 次 换 元 ,最 后 或 者 用 导数 法 ,或 者 用 三 角 
代 换 法 ,或 者 用 比较 法 ,或 者 用 平均 值 不 等 式 均 可 . 
另 解 :由 韦 达 定理 有 


a =- (zj + zz + z3) 


(48/3 - 36/3) = 36 


b = ziz2 + ZIZ3 + T223 
€ 二 一 TIZ2Z3 
* 3 3 
s. M= (2a? + 27c ~ 9ab) 2: 
= 2(zi + zx + x3)? — 27z5zzzs + 9(zi + z2 + TI (TIT2 + zəzə + zəz1)]/(z> — z) 
= [- 2z} + 3(z) + z2)zÜ + 3(zÍ - 4rizz + zŠ)zs - (2z1 - 3z1z; - 3x12} + 2z1)]/(z; = 


z) 
oat)’ z £= 
=-2|2 3 +5 
zz" xz TITA 
xi t z; 
£| 757 
令 w= -一 一 全 一 ,由 已 知 条 件 知 ,wx > 0 
PET 


ML M = M(u) =- 22 +% 
由 此 结 下 有 几 种 不 同 的 方法 

G) 导数 法 :M'(z) = 号 - 6u? 
šu- Mo = 0 


“Mm = M luĝ = a5 


ORR: -u 36 = (u -B SuD S0 - G myama, 


H u SA3 Btala) < 050 < u < S3 P$. u = V5snt, 则 M = Baise 
Mi= 至 , 即 = n.M REX RAEG, 
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Gv) 用 均值 不 等 式 
M =-2x3+ s 
= $ 4u (3 + DG- 2u) + 3- DG + 2u) 
4u + (3 + )G - 2u) + (3 = DG +2))° 
S 


A 
2 


等 号 当 44 = 3+ DG - 2u) = (3 - DG + 2u), M u = Ê ma. 


例 1 (1998. 中 国 数学 冬令 营 试 题 第 六 大 题 ) 设 n 二 2,z1,x2,…,zs 均 为 实数 ， EX + 


Daan = 1 对 于 每 一 个 固定 的 k(k € NS kS n) R 1 z | BAR. 


【分 析 】 注意 到 : Datt Sram = 1 左边 含 平方 项 及 一 次 项 的 乘积 ,联想 到 (zx + y)? 的 展开 
式 ,将 左边 整理 为 平方 和 的 形式 ,再 利用 均值 不 等 式 的 "平方 平均 值 不 小 于 算术 平均 值 "对 | a 1 进行 放 


“G 
解法 1: 由 已 知 条 件 得 2. yz+2. sina 2 


所 以 zl + (zi + zo)? + (zy + zb)? 


由 均值 不 等 式 


zl t (zi + za) + 


+ (zw-2 t Tat) + (za t Ta)? + x = 


m+) 


(lzi 1+| zi t zy |+ +l zat t ze 1) 


v v 


=P = == 


zi (zi t z2) + z2 + za + o + (= 1) Cati t n.) | 


u 


Ë 


所 以 好 + (at i+ (aaa t 2 I a 2 
由 均值 不 等 式 
2 


(Gk t masl)? tm t masa)? tet (Tal + za) + 
8 + 1 


1 
FART T+ na lt! za f za [t +l Enoi + z, 1+ z.) 


res L Fi! a (z,+ z-i) + (zna t Eno) t + (— Dm + za) | 


= 一 上 .zl 
u I YS S 

2 
所 以 Cak + aea)? + (aisa + aeaa)? H e t (ana H n)? t a l HG 
0+0 

1 1 
2> (ptr) a! 

所 以 (a g AEH kan) 
HETA, MEIH r; = 一 (zi+zz) = zə + zs = = = (1) atga t a) Ë a t aaa = 
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© 


= (tes 


+ aaa) = == = (= D'e 时 ,GD 中 等 号 成 立 ， 
MO SARH n = n (DEG = 2 人 一 1 


+1- 
H z = xa(- 122 时 
H n+1- 


_ /Zr 
In 1= 
ntl 
所 以 (ala =A/ 2Ë a 


解法 2: 令 1 = (Vaz + V1- aza)? + (Vaya + VI- aya + (S ont Via 
m+(VTI-am ant Vaya Tin)? + + (VIT aza t Var)+[l-(1-a)-(1- 
ansı-+) af @ 

考虑 到 ranli = 1,2,…,n - 1) 项 的 系数 应 为 1， 

所 以 al = 1,2 Va; Vla = 1 


CC = 12. - D @ 
E O 中 , 易 由 数学 归纳 法 得 到 

as HHG = 12.2.) @ 
所 以 1-a = + EHG = 1,2,…,n) @ 


因此 ,由 国 ,四 ,四 可 得 [1- (1-a)-(1-a,a-))z1<1 


mü (a lS/ et = 12...) @ 
在 @@ 中 ,各 平方 项 均 为 0, 所 以 , 当 目 仅 当 Vari + VT ar = Vaz + VTT ayy = … = 
CQh-1ZR-1 十 1- a° mn = 1 ~ ansi- Xe + Qn-k a = 二 l- az2zn-2+ V alzn = 0 时 ， 


@@ 式 中 等 号 成 立 , 且 这 样 的 zl,zz，…zt-ivzayztrlyzo-lyzw 是 存在 的 . 


总 之 ,1 ma hme A E ETETE 


【评注 】 在 解法 2 中 配方 法 的 特点 是 突出 zx 的 位 置 ,再 从 两 头 (zi, zx) 往 中 间 ( zk) 挤 ,然后 配 上 
调节 项 (@ 中 的 最 后 一 项 ), 最 后 利用 a? 0 来 估计 | z, | 范围 ,这 与 解法 1 +I. 


例 2 《2001. 全 国 高 中 数学 联赛 二 试 第 二 大 题 ) 设 z, 之 0Gi = 1,2,…,n) B Y) +2 


k. 
和 Ea = 1R È = RESA. 
[分 析 】 通常 条 件 是 平方 和 >”v; = 1 ,而 函数 是 线性 的 : 了) a HIERE 
(Zaa < EaD = Da 
易 求 得 最 大 值 V 7 局 .现在 条 件 是 一 般 的 二 次 形 ,应 当先 将 它 化 为 平方 和 ,由 于 系数 \/ E 有 根 号 ,并 


且 根 号 下 有 分 母 ,为 运算 简便 ,可 先 <; = Siyo (< < n) 化 二 次 形 为 整 系 数 的 二 次 形 ,这 样 问题 就 变 
成 一 个 常见 形式 ,从 而 可 求 最 大 值 ;最 小 值 则 将 X) x; 平方 后 根据 z; 范 转 直接 放 缩 得 到 . 
解法 1: 结论 是 > 的 最 小 值 为 1 而 最 大 信 为 [ SCE- VETI) 
先 求 最 小 值 . 
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由 (Ds) = Èa +2 D aaa 得 这 1, 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 存在 i, 使 得 zx; = 1, 
= = 0,j ¿BIL D z 的 最 小 值 为 1 
再 求 最 大 值 . 
+= = Vi AD tom =1 @ 
如 <t, 

Ë M= Dn = D Viw 

MERECER Se Qh 

Pt +y, = a 


Yn 
则 OSa? + ah + t aa = 


R anı = 0, 则 M = > TE say 
É 
= Da - $) Vion 
k= [ZI 
= D Vka - > VE- ia 
k kl 


= DE VEDa, 
由 柯 西 不 等 式 ,得 
M< [BE Ri]. ( Ea) 


= [Bo z- VETY] 


d. Ë 2 
等 号 成 立信 了 = Q= t-q a Kunu 
A + 
TV 
Sa = — -YA-i _ ML Q stay 


[Ev -vrr 
各 
HFa > a> >a, 
MT n = a- a = EEF VEE >0 
[De - =] 
£ 


即 = >0 

nka ktax|[ > (VE - VETI] 
£ 

解法 2: 


wiae D 0 Eye, 
- (Daya. BF) 
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<(Èz)} 
故 由 =, 0TA 》 = 之 1, 且 其 中 等 号 成 立 的 条 件 是 诸 ni (& < j) 全 为 零 ,从 而 诸 z 中 一 个 为 


1 而 其 余 全 为 办 ,于 是 , 的 最 小 值 为 1 
halga a 
-SFP AP) 


$ s Da = 1,2,…,n, 则 诸 y, 2 0, 且 条 件 化 为 也 =1 


由 = 也 入 i bn 


有 zs = ny T= i(y yn) i = 12 
Rin = 0 


BAD a = DHO- d = Pñ Vi 
=Š fin- S EDN EET 
由 Cauchy 不 等 式 有 
(Da) < BA- DR DA- Imay 


从 而 “yz < [Pai - a Tiy: 


且 其 中 等 号 成 立 的 条 件 是 存在 常数 ,使 w = A(Vi - VTT) 对 i = 1,2,…,n ERE. 
RAÐ = 1 中 可 解 出 


于 是 y=- Ei 2n 


[Si- viy 


= 
从 而 zx =i(y - ya) 
V+ti- Pi 


I |È -vm 


Vi+i-Vi 


ET Ë ig, 


PR Vi-iy 


加 取得 最 大 信 / 2 PE ViTi? 
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在 第 七 讲 “ 引 入 参数 巧 证 不 等 式 ”的 内 容 中 给 出 了 一 个 参数 引入 的 规律 , 即 


由 不 等 式 az + (4b)? > 22ab(a ,b € R,4 为 参数 ) 得 oz > 2àab — 22523 b > 0, 则 


= 2, 
p Z Da- Àb 


显然 ,对 于 参数 4 的 任 一 实数 值 ( * ) 式 总 成 立 , 当 且 仅 当 》 = T 时 , 取 等 号 . 


有 趣 的 是 ( < ) 式 在 求 一 些 函数 的 条 件 最 值 问题 中 也 有 较 好 的 应 用 ,举例 如 下 : 


例 3 非 负 实数 ol,az,a3,…,aw, 满足 al + az + … 十 


în 
Ps 小 值 . 
Itat +a, tiras Ta 的 最 小 值 


解 : 记 S = a í te a 


+ 
Itarte +a, 1 + az +a +a, 


故 由 (*) 得 “二 二 >>24- 22 - ai) 
“SP2° D2 -122-o)]-n 
T 


= 2[2 凡 -~ à?(2n -1)] - n 
Ras g RAER A SSRga 
1 1 
当 且 仅 当 4 = yig gM a = Ç RESM So = 了 5 了 
二 、 含 参数 不 等 式 中 的 参数 最 值 问题 


+ 
tata" +a 


a gk; 
es = 1, 求生 下 F 


例 4 《第 39 届 IMO 中 国 队 选 拔 赛 试题 ) 对 于 固定 的 9 E (0,4 ) , 求 满足 以 下 两 条 件 的 最 小 正 数 


J fa ,Va 
G) t 21: 


的 存在 ze hj- BIG - r) + saz - Varao + [zes0 = 


Va - (1 - z)?si?0 < a. 


【分 析 】 ”此 题 要 证 的 结论 非常 复杂 ,我 们 可 以 先 把 它 变形 ,通过 换 元 等 方法 证 明 一 般 性 的 情况 . 


解 : 
由 (得 Va > ilat 
G) 等 价 于 :存在 z € [1 - 28.78 ] wa 


2(1 - z)sin0 Va - z2cos20 + 2zcos0 Va — (1 — z)°si20 > a 


即 2singonb[ (1- 25 -2 +z t- aa aa 


@ 


6 


先 证 一 个 引 理 : 设 0< p <1.0<q<1,p+tq >l, +< 1,/z) = (1-z) VPC m+ r 


Vè- (1-z2(1-q< r< p) Wï 8 - 2 = Vg - (1- z: Bf, 


即 z = EH E [1-g,p] 时 ,/(z) 达到 最 大 人 
引 理 的 证 明 
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由 于 1- qS p RETS 
z = Psina,1 — z = gsing,0<a < 至 ,0< red 至 ,e+B< z 
于 是 ,有 f(x) = pq(sinBcosa + sinacosB) = pqsin(a + B) 
cos(a + B) = cosacosB — sinasing 
Bi =Z. Q (1-2: - z(1- >) 
m 
由 于 2[ Vp - z Vg- (1- z) - z(1 - z)] 
s- (VP -2 -V-01 -1})} + p+ g-a- ((- z) -2z(1- z) 
=P +Q - 1-7 - /2 7 (1-2: <0 
从 而 2 <a+8< x 
同时 , 当 且 仅 当 V pa = VE r BE z = (2-2 +1) € [1- gq,p] 时 ,cos(a 
+ 8) miaka <o 
因为 在 [ 于 ,r ] LE8BORBDRMR SA, (=) = pasinla + p) 也 当 且 仅 当 x = 二 (pt) 
时 达到 最 大 值 . 


由 引 理 可 知 ,在 5 + 6 过 1 时 , 当 且 仅 当 / 5- =/ 595 - 0 - = 
A E E E Ja 
w z-i aat )e i 5.25 aam. 
4a l/a _ a, ) 


由 (5 得 知 所 求 的 最 小 的 a 是 满足 下 式 且 满足 @ 的 最 小 的 a: 


4 a_a è 
Nai (o at!) > aa 


1 i ES E 1 1 
m (orota aara) (art ahto @ 
w Pk ws 1 _ 1 — 3sinzbgeos2g 
因为 CG + nD aoda ambot >? 
O 的 左 端的 根 为 
sin4geosg L 1 1 L. YES Tt 1 1 
1- [hs + nd a (data) -ao at =] 
— Shog 
1 + (3sin6cos0 
所 以 ,由 O 可 得 


Si O00 C p < opsir 
1+y3singcosg — 1 -— 3sinócos@ 
由 于 itooo < sinzboozg _ 
(sing + cosg) ~ 1 + (3sin0cos8 
y a s. — u 1 
MA p+ só T 220826 TO < 
-SI : 
因此 , 当 a= Ty Bangong PEO 


— — sin? 8co#8 
“SU r=; amas) 


1 
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例 5 确定 最 小 自然 数 人 ,使 得 对 任意 的 a。 [0,1] 及 任意 的 x € N 有 
at(1- a)" < 
解 :由 算术 — 几何 平均 不 等 式 有 
$ 
a saaal taa 
a[ta-a]' < d J. 


n +k n +Ë 


1 
(m + 1) 


$ kn" 
于 是 20-a'< 
当 且 仅 当 a = tUa a = 


这 就 是 说 , 当 a = (E [0,1]) 时 :o(1 - a)" 取得 最 大 值 ,于 是 ,可 把 问题 改 成 : 


m +k 
确定 最 小 自然 数 ,使 得 对 任意 的 上 € NA 
的 
G+ D < a + 15 © 


易 验 证 : 当 数 对 (k,n) = (1,1),(2,1),(3,3) 时 ,不 等 式 人 D 不 成 立 ,所 以 ,要 对 一 切 n € N 成 立 ,只 
fk >4. 
下 证 = 4 时 ,中 式 成 立 , 即 对 一 切 n E NH 467" (n +1)? < (n +4)" 
PRE, Ñ n = 1,2,3 时 可 直接 验证 . 
当 n 宇 4 时 有 
"YAR + 15 = "Y 16x (an) (n) On) nt 1° 
< 16 + 8n + (n — 4)n + 3(n + 1) 
ka m +á 


= m t ?n + 19 Ç n2 + 8n + 16 


n+4 n+4 
即 4'n"(n +1)3 < (n +4)"** 
综 上 , 求 得 k 的 最 小 值 为 4. 
例 6 〈 第 40 届 IMO) 设 n 是 一 个 固定 的 整数 ,n > 2. 
(1) 确定 最 小 的 常数 C ,使 不 等 式 

sd +z)<C. (Èa) @ 
< 
对 所 有 的 非 负 实数 zl,zz，…，zn 都 成 立 ; 

(2) 对 于 这 个 常数 C, 确 定 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
解 :(1) 当 非 负 实 数 zi,zz,…,z 不 全 为 0 时 , 记 


=n+4 


H} EZAN EE z; + z.) 
CaA 


(Èz) 


= 


D zajla? + a?) 


18an 


- Joll ġar- Zz- 


- 2: z (aY -2 x =) 
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Saij) 


= 


- D zamla t z + n) 
l 


Q (@8C2>-22+xr- y 
Pa: > Iyot t 
v -2+2-y=-2(z-4) ++- <+ 


其 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 z = 十 且 y = 0 


c> +,C.. = T; r = z = … = z, = 0 时 也 适合 . 
(2) 当 C= 十 时 ,z = T B y= 0 的 充 要 条 件 是 : 
(È=) s 4 5522 


H 23 zn(z + z + n) = 0 
1i icn 


Xa =2- >= ==; R. Dp zp = 0 
各 << S< 


ñ zx = 0 
—— 


Srur 中 任意 三 项 之 积 为 0, 即 其 中 最 多 有 两 项 z,,z, 不 为 0， 
N D2 D zz em i = 2za, 


名 << 
人 zi = xj 

“z = L B y = 0 的 充 要 条 件 是 ri,zz,…,z 中 有 两 项 相等 (可 以 是 0), 其 余 全 为 0. 

例 7 (1996 年 .世界 城市 际 数学 竞赛 ) 求 自然 数 a,5,c, 使 得 对 任意 nC N.n > 2, 有 


3 一 
b -— 2 tb 


M: b, =b- 2 
其 中 ,P(n) 是 关于 n 的 多 项 式 . 

显然 ,P(n) 的 次 数 不 能 大 于 2. 

设 P(n) = in? + In + m 

honi- b, =- 4D a _ P(n + 1) Pln) 


(n +1)! n+1)! n! 
及 待定 系数 法 得 上 = 1,! = 3,m = 5,a = 5. 
从 而 e-r 5, 于 + EES y >2) 
ERER a 1 1R a NAIR ERB, G = ,得 5 = 9 
由 名 < giy 
c> (n -2)! ° b, 
=G -2)1. t3nt3. 1+ 鱼 二 5 
注意 到 n> 2M HS 是 关于 的 碱 函数 ,从 而 
4x3+5_ 23 
cua. 3-3 r š 
可 取 c = 4, 则 


a = 5,b = 9,csa = 4 
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【评注 】 (1) 利用 类 似 方法 可 考虑 更 一 般 情形 :确定 自然 数 e,b,c, 使 对 任意 m,kE N,n > k- 1, 


E 2-a 3-a £a 
6 < 


(2) 由 本 题 还 可 以 得 到 一 些 * 副 产品 ”: 


2-2. 2-2... 2 
DT + tt + = Un>2) 


3 3 
22 5,3 


3 2 
s + ses aaa tats ~ on >2) 


æ 5 s 2 
3) 2 汪汪 ESE, RF 2, + 5n? tir +3in +52 - 103 


Sw. REAR UANEEERRTA NRH. 
例 8 给 定 自然 数 之 2, 求 最 小 正 数 , 使 得 对 任何 4; 之 0,0< S< TG = 1.2. n). B 21 


= Ds = 1, 都 有 aia2…as < À Do 
解 : 车 存 在 某 个 j(j = 1.2, , Ea = 0, 则 对 于 任何 * > 0 原 不 等 式 成 立 , 故 不 妨 设 对 一 切 i， 
有 a;>0. 


fla) = L EO, + 0) 内 的 下 后 函数 及 6， = 1, 故 由 琴 生 不 等 式 有 
Dosla) >f( Zaa) 
Xaa > (325) 


= 4 


A 
HPR E EER —4FSSUIN00ESCO F b >b > >b, Ra LaL Lan, 
$M = anartan A; = MG = 1,2, ,n), A 
A>A> A> >A, >0 
A < bAi + bA: + + rAz 
名 
= bA; +(1-bj)A; 
= fait ha- (去 -oa)(A- AD 


2 
<ta) 
= 2 fe hapas `a, 

1 [at azt +a)" 
spa a=) 
2 z u E : 


a b Y 

MS i [22) 

FE Dan > (D Poog 
a 

aaz” "an < p 1 Lya Xah 
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AH bi = ba = aby = ba =-= by = Osai = a2 = gTa = a= "= a 


A 
a -F 

1 hoo f j 1 1 1 
E GT Dr = p= [aD + Rn) ge 


š à 1 
综 上 讨论 ,所 求 最 小 正 数 为 X = a I 

例 9 《2002. 中 国 数学 奥林匹克 第 六 大 题 ) 给 定 c E ( 于 ,1 ), 求 最 小 党 数 M, 使 对 任意 莹 数 n 汪 2 
及 实数 0 < ol < oz 入 … < an, 只 要 满足 

ESN =c Da Q 

BAD < M: Saet m = [on] 表示 不 超过 on 的 最 大 整数 . 
解法 一 :所 求 最 小 常数 M = 于 

以 下 是 命题 组 的 解法 ， 


L 
* r = on,So = 0,S, = > ak = 1,2,- n. FAROR 


0= ra 


各 
= Da N EDON 
d pa 
a a 
= 22(k- r)S, - 22(k+1- r)S, 
台 #€ 
= (n- r)S, -SS 
位 
= (n+1- r)S, -ÖS 
= 
即 S = (n+1-7)s, @ 
i 
对 于 1<j<k<n 有 
Ç 
i Sh S =j Da -j Yar 
Sik- ja -jk - j)a; = 0 


usis 


由 此 可 得 
s<. >u = 人 1.S @ 
下 面 我 们 来 证 明 : 
S < HHE s, + S.) 2 


NET k = 0,1,--,n - m, A 
(n — m — k)(S,., — Sm) < k(n — m - k)a, I < k > (S, - S,.,) 
由 此 可 得 
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Smtr < 


—L la - m - DS, + ks,] 


对 上 求 和 得 到 
Ès = Fisun 


EN ES 
8 a 


n-m 


= rton s, +S) 
R Q WHE: 
ERO 中 令 4 = m, 得 到 


HRO. 和 @@ 结 合 起 来 ,得 到 


ati- DS SE Sn t HHI. s, 
n n a 
S.CTIrm- Sn Sky Sa Ei 


1 
可 见 M< 让 


显然 ,只 需 再 证 M 之 了 
对 于 > 元 Li, 令 
a= 


amsi = ams: an 


“< 2enm ~ m(m + 1 
= (n-m)(n + m + 1) -— 2cn(n - m) 
于 是 ,aw+l 三 1 且 满足 


Dia = Da + amsi © Èk 
= m= a 


ee 
kas Tm = me 


即 满足 条 件 @ 


注意 到 -1<m 志 ,有 


> A 
MA ntmt+1-2n 


a-c) 
(isa) 
Vn >1 


2 — O 
c n(l- c} 


1 
由 此 可 得 MT 


上 述 解法 相对 而 言 繁 一 些 .如 果 将 该 题 的 已 知 等 式 变形 后 ,对 等 式 的 左右 两 边 分 别 运用 切 比 雪 夫 不 
等 式 及 等 号 成 立 的 充 要 条 件 , 能 得 到 问题 的 一 个 较 简明 解法 . 


WEZ: -m = [cn], 且 c € (41) 


“a-l<m<m<n 


“TD = Da 
= = 


PU Q (kja @ 
>- 全 >……>c- 亚 0 且 0<a 和 os… 扩 am 
… 由 切 比 雪夫 不 等 式 ,有 

2(e i) <1[2( - #)](2a) ° 
xo<mtl_, <m+2_.< AES TEL w a T T 
由 切 比 雪夫 不 等 式 ,有 六 (E -daa l 2 (£ -))( a) @ 
由 式 四 ,@,@ 知 
— SY HENNE ° 


@ 
@° 
下 面 , 须 再 证 M > —-1 
HFR al = a = an > 0,a,, a = am+2 = … = a, >0 时 , 且 能 满足 已 知 条 件 
T =c: Da 
因此 ,不 等 式 四 ,@ 中 ,等 号 成 立 .于 是 @@ 等 号 成 立 , 有 
r _m+1 Pa 
2 nim A Da 9 
ç 2n 


由 式 因 ,四 , 则 


-e 


故 M> 一 二 一 对 一 一 切 n 宕 2 成 立 . 


1- ++ 


令 n 一 + oo, 则 


三 、 多 元 函数 最 值 问题 
例 10 (2001. 中 国 西部 数学 奥林匹克 题 4) 设 z,y,z HERM, B z + y + z > zyz, R 
= 十 BB AMB. 
解 :注意 到 , 当 z = y= = =J3 时 ,z+y+s = a EEEE 3 
Tmüm(e+Xe2) = 05 
事实 上 ,有 
tt 
到 (ze 
212 zx (WMR zz > 3V3) 
3 Vla) > 3zyz (E zye < 3V3) 
a(t) =ñ 


= 
例 11 Em ZA,ZB,ZC 为 人 ABC 的 内 角 , 求 
W =u unun + cot A Boot E 
的 最 小 值 
解 :由 ZA, LB, ZC 为 三 角形 的 内 角 可 知 un 会 tan Ë ,tan 全 缘 大 于 0, 为 简便 ,以 .y.z 分 别 


人 人 生生 则 由 zy + se + xz = 1 可 推出 


+) 6 
<y (t+ NES <1 


ed ER 2b++ 
A.33.9.2 
故 de ei T 


即 当 人 A= LB = 人 C 时 ,Wwa = Š 5 


例 12 Bry zw 是 不 全 为 零 的 实数 , 求 P= 汪汪 的 最 大 值 . 
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【分 析 】 由 于 所 求 的 最 大 值 的 式 子 是 关于 z,y,z,z 的 齐 次 二 次 多 项 式 之 比 , 可 考虑 到 运用 基本 
不 等 式 hiaz+ à2b? > 2 Vi .ap(ht hz > 0) 
从 而 使 诛 问 题 巧妙 地 得 到 解决 . 

解 :引进 参数 a,b, y > 0, 则 有 

az? + y? > 2azy, B? + z2? > fyz 

P? + w >27rw 

将 上 面 三 式 相 加 ,并 整理 得 


gara (Are) (1 4 )= +E Supo kisu 


* $-t = 二 + Z =a =V3+1>0 


于 是 ele, y 


+ 2? + w?) Z zy + Rye + zw 


有 yt t zu <24 
Zty taz? tw? < 


& Pp. BHG rwy = = 1+ 3 BbR0D 


四、 复合 最 值 问题 
这 类 问题 解法 的 基本 思路 是 : 先 求 最 值 再 求 复合 最 值 . 
例 13 已 知 /(z) = (sinz + 4sin0 +4)? + (csr — 5cos0)2 的 最 小 值 为 g(0), 求 a(0) 的 最 大 值 . 
【分 析 】 此 题 与 正 、 余 弦 函 数 有 关 , 先 利用 三 角 函 数 的 有 界 性 确定 g(6) ,再 进一步 求 得 g(6) 的 最 
大 值 . 
解 : 展 开 /(z) 的 右边 并 整理 ,得 
f(x) = 8(1 + sin0)sinz — 10cos0cosz ~ 9sin2g + 32sin + 42 
= V 64(1 + sin0)? + 1000089 + sin(x + p) — 9sin?0 + 32sin0 + 42 
由 正弦 函数 的 有 界 性 ,有 
8(0) =- V64(1 + sin0)? + 1000088 - 9sin?0 + 32sing + 42 
= 2 / — 9sinzg+32sing + 41 - 9sin?0 + 32sin + 42 
t= V- 9sin0 + 32sin0 +41, 则 0 过 + 过 8, 于 是 ,有 
g(0) = -2(+1= t-12, 0<:<8 
求 得 gl) = (8-1)2 = 
例 14 对 于 x € R,f(z) = minl4z +2, -12z2+ 12, -2z +4|, 求 f(z) 的 表达 式 及 f(a) 
【分 析 】 该 题 涉及 到 两 个 一 元 一 次 函数 与 一 个 一 元 二 次 函数 , 若 能 根据 题 设 要 求 画 出 /(z) 的 图 
象 ,再 利用 数 形 结合 的 方法 , 则 可 以 很 直观 地 解决 问题 . 
解 :如 图 1 - 8 - 1 在 同一 直角 坐标 系 中 作出 yi = 4z +2,y2 = - 122° + 12,y3 = - 2z+4 的 图 象 ， 
根据 f(z) 的 定义 ,可 得 /zx) 的 分 段 表 达 式 如 下 . 


-1222+12 <H g HA 
-1- V31 


1 


flx) = 44rz +2 6 <r<3 
$ 1L+v97 
2r+4 lezcl 

g 


从 图 象 可 知 , 当 工 = ELION - 
最 值 总 是 和 对 称 , 有 序 、 SERER. 特殊 点 有 关 , 复 合 最 值 也 不 例外 .因此 ,我 们 可 以 利用 这 些 
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关联 的 情形 先 确定 所 给 回 题 的 上 办 或 下 界 , 再 进一步 求 出 复合 最 
值 ,有 时 所 得 上 界 就 是 最 大 值 ,所 得 下 界 就 是 最 小 值 - 

例 15 (1990. 国 家 数学 集训 队 试 题 ) 在 首 项 系数 为 1 的 二 次 
函数 f(x) = x? + pz + 9g 中 , 找 出 使 M = max1zz+ar+gl 
(~ 1< z< D 取 最 小 值 时 的 函数 表达 式 . 

【分 析 】 此 题 可 先 通过 特殊 点 ,特殊 值得 到 关于 p,q 的 不 等 
式 ,再 利用 绝对 值 不 等 式 进行 放 缩 ,得 到 下 界 . 

解 : 令 g(z) =1z+pzt+qgl (-1< r<) 

则 g(z)ws 只 能 是 1 7(D 1 或 1 7(- D 1 或 | 

“4M >I f) 1+1 f(- 1) I+2 1 f(0) ! 

=ll+p+ql+1l1-p+qil+21-qi1 
2I(1I+p+q)+(1-p+q)+2(-q) i 
=2 

当 且 仅 当 p = 0,4 =- + 时 取 等 号 


“Mmm = + 
故 /()= 2 - + 


例 16 (1994. 国家 数学 集训 队 试题 ) 给 定 正 整数 n 过 3, 对 于 模 长 为 1 的 个 复数 zzz，… 


求 
max ,让 -sl ] 


并 求 最 大 值 中 的 最 小 值 达 到 时 ， 复数 rss" `. MERRI. 


Za» 


【分 析 】 在 单位 圆 上 有 一 组 特殊 点 , 那 就 是 正 n 边 形 的 顶点 .因此 ,我 们 可 以 利用 这 个 点 对 应 的 


复数 找到 所 和 需 的 下 界 . 
解 : 令 f(u) = u-z) 
a: 


u” + Cpu"! + o + Ciu + Co 
其 中 1 Co l= zz |= 1 


设 Co = e#,0< 0 < 2r, 在 单位 圆 | u 1= 1 上 取 n 个 复数 6 = ee = 1.2, n fi q = 


= Co 
M1<m<n- 1N, AA | 是 首 项 为 ef = , 公 比 g = d E 关 1 的 等 比 数列 . 
mem ¿ms _ h, ¿ms 
从 而 ,有 


> Ifa) 12 Die ' 
=! Sa + Ga Der ++ GPa + nCo | 
全 £ # 


=12nCo 1= 2n 
因此 ,至 少 有 一 个 6 满足 1 f(&) | 三 2 
于 是 I iu- i>2 


ven 


@ 


Gi 


要 使 @ 取 等 号 ,必须 @ 取 等 号 ,由 @ 知 , 当 且 仅 当 /(e)(k = 1,2,…,n) 这 n 个 复数 相等 
Xh OMY) fe) = 2nCo 

故 flea) = 2Co,k = 1,2,--,n 

“a= C 

则 C, u"a C, un + 0 t Ciu = 0 

由 O 知 该 方程 有 根 e1,e2,…,e， 


帮 C=C=…=C-i=0 
flu) = w +C, (1Col=1) 
Hia G,A 


z + Co = 0z =- Co,k = 1,2,",n 
从 而 , 知 <1, <2,…,z, 为 单位 圆 内 接 正 n 边 形 的 顶点 时 


例 17 (2001. IMO 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) iË F = max | z) — ar? — bz — c |, a,b,c OBB 


有 实数 时 , 求 F 的 最 小 值 . 
解法 一 : 令 flx) = (z +2)) -alx +2) -blz +2) — c 
= z) + (6 -a)z2+ (12 - 4a - b)z + (8 - 4a — 2b - c) 
记 6-a=al2-4a-0=b8-4a-25-c=cl 
问题 化 为 求 max, 1 f(z) | 的 最 小 值 . 
可 以 证 明 :1 +l aí 1+15 +l c IS7 max, | f(z) 1 
((* ) 式 的 证 明 放 在 最 后 ) 
(RIL, 4 l a I+ bi +l c > mA 


mx 1f(z) 12 + 
M la ltl d +l a I< 2 t hF 
IADI>1-lal Ihbhl-la >+ 
从 而 ,由 @.@ MR, max 1 f(z) >F B Vai,bi,oi € R. 


$ asb- 


即 a=6,b=- e=} 
则 f(z)= x- z 
由 /()-/0)= (z-D(2+z+ 1-3) 


iy 

=(-D(z ++) 
从 而 . fG)<f0)= j vzeli] 
同 理 可 证 Atz)- C D = (z+ D(z- L) 


m >f =-TL,.vze [-1,1) 
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(*) 


于 是 ,得 max 1 7(z)1=170D1= + @ 
由 国 ,@ 两 式 可 知 


max 1 zx? az? — br — c | 的 最 小 什 为 二 , 且 当 a = 6,6 =- f,c = D mpka. 

pea 

( * ) 式 的 证 明 

只 要 证 明 以 下 命题 : 

设 实 系数 三 次 多 项 式 plx) = ar) + fr? + yz + OME plz) IS 1, V Ir !<1 

W ial+lBI+lIylI+13I 生 7 @ 


证 明 :由 + plt z) 均 满 足 图 式 ,不 妨 设 ,8 三 0 
G) 4 y,6 22 0 B$, W 
lel+IBI+Iyl+iól=a+B+y+0= p(1)<S1 
Gi) 4 y >0,8 < 0Bf,W 
lal+ifi+iyi+lðl=at+p+y-ð 

= p(1) -2p(0) <3 
Ci) 4 r < 0,8 > 0 B* , W 
lai+ipi+iyi+iðl=a+ß-y+ò 


=$latpty+) -4 atg- y+) 


Re 
40- 4- n-$(4)+ 4(-4) 


2 
(iv) 4 r < 0,8 < 0 Bf, W| 
We A Fog 


= 320 -4p( 诗 )+ 委 (~ 二)<7 

综 上 可 知 @ 式 成 立 

【评注 】 (1) 上 述 解法 的 关键 是 将 下 化 为 求 max, 1 f(z) | 的 最 小 值 ,这 时 仅 需要 证 明 

1+larltl blitlc I<7 max, 1 f(z)| 

HH a; = 6- a,b, = 12- 4a - b,c; = 8- 4a -26b 一 c. 从 而 得 ， max, | fle) 1=1f(1)1= 

(2) 上 述 解法 十 分 灼 脚 ,但 如 果 "“ 平 移 " 之 后 ,选取 特殊 点 ,特殊 函数 值 , 并 将 特殊 函数 值 拼 痰 ” 到 
起 ,利用 绝对 值 不 等 式 缩小 ,使 得 消去 待定 系数 ,缩小 到 一 个 常数 ,这 就 是 具体 “ 拼 次 ”的 意义 ,然后 再 验 
证 成 立 将 是 非常 有 效 简捷 的 方法 . 

解法 二 : 先 作 平移 变换 ,xz = x +20 

F= max | x°- a - br- cl (a,b,c € R) 


3 


将 变 成 
= max 1 x? -az? -biz -cl (a,b,c € R) 
于 是 可 先 求 出 F 的 最 小 值 . 
$ fla) =z3-az2-bz -a -1<zr<l 
易 知 41(1) -4f(-1)=8-8b 
图 
er 信 ) -sr(- 二 -2 -ma 


则 24F'241/0)1+41 fO 1) i8|/(2)|+s|/(-1)| 
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aso -47(-DD-8f(- 十 )+gf(- 二 )| 


=6 ® 
r. £ 

从 而 F >+ 

故 max |z2-az2-bz-al> + @ 


Ru. 


下 面 验证 上 式 ， i 加 式 -= " 可 取 到 . 

ža = 0, = + 3 e = 0 时 ,因为 -1 之 工 过 1, 故 可 令 zx = cosg, 这 时 
|F(z)| = osg - +eos0 = 二 asol< 寺 

特别 当 1co89 = 1 时 , | f(z) = + 

因此 名 即 加 中 “=" 可 取 到 . 

# F 的 最 小 值 为 二 


下 面 回 到 原 问 题 : 
F = max | x°- ar? = be = c | 
try 
r=x+2 


max | (zx’ +2) -alz +2)?-b(x’ +2)—cl 
hins] 


la- (a-b) x? (4a +b- 12)x' ~ (4a + 2b + c -8) I> + 


即 a=6,b=- 5. = Baa. 
因此 , 当 a,b,c BURA EBE, F 的 最 小 值 为 二 


【评注 】 G) 上 述 解法 的 关键 是 取 到 特殊 法 y). - DAE) /( - 去 ) ,进行 得 到 @ 式 ,要 害 
是 这 种 拼 痰 要 遵循 两 条 原则 

1) 确保 应 用 绝对 值 不 等 式 缩小 时 消去 常数 

[ 当 1) 满足 后 ,一 般 情况 对 a1,61,c1 € 民 等 号 是 不 成 立 ,因此 第 5 要 害 原则 是 ] 

2) 验证 等 号 成 立 , 即 找到 使 等 号 成 立 的 特殊 点 .(a1,51,c1) = (0,4,0) 

[这 个 特殊 点 的 找到 ,也 是 要 反复 取 ai ,bi,ci 的 值 ,反复 验证 的 过 程 

(2) 如 果 说 上 这 " 撞 站 ”的 过 各 还 是 比 " 统 ” 还 是 扩 旬 的 话 , 则 可 在 解 题 开 始 作 平移 变换 = z + 
2 得 到 天 = ma |2- az? biz -cl 1 之 后 , 抓 住 -1<x<1 作 三 角 函 数 变换 , 令 z = sin9,0 € 


-Re 
[至 , 择 ] 柚 展开 即 可 . 
2 
(z +2} -alz +2)2-b(z +2)- c 
= x°? + (6— a) z”? + (12 - 4a — b)z” + (8 — 4a -2b — c) 
Wa = 6-a,bi = 12- 4a - b,c, = 8—-4a-2b— c 


则 flx) = z+ az? + biz +c -1<=<1 
则 问题 转化 为 求 max 1 z? + ay ax? + biz + cy 1 的 最 小 值 
“-1l<x<1l 
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emia = s [- Z < a<) 
… 也 就 是 求 max I Zio + alsin20 + bisin0 + cl 1 的 最 小 值 
-Foc# 
记 g(0) = sin'0 + asin20 + bysin + cl 
M= mx 1g(0)1 
-ec 


入 


Sh oR 
asha ai 
" 

— 上 


= = + == 


>|: 
由 @.@,2M> |g 


-z) 
z) 
- z) 
£) 

所 以 十 


工 
8 
=161+11+ | 全 + 4| 

>|e+n-(s++)| 


ajo 


M> 
另 一 方面, 验证 等 号 成 立 . 
Wa = 0,b1 =- Fre = 0 得 


+ 上 


8(0) = simg — sinó = 二 sin30 
"M= 工 
M= s lg(0) I< 4 

~M = 4 nati 


H OOTA Mmm = 
“平移 变换 不 改变 最 值 
¿P 的 最 小 值 为 十 


© ë © © 


88.3 ”针对 性 训练 


A 组 


= 
1.(2001. 上 海 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 实数 z1,z2,… ,zzo0 W> 1 as za 1= 2001, x = 


= 
Flait z+ + n).k = 1,211,201 RD 1 yw wa | 的 最 大 可 能 值 . 
£ 


2.(1999. 赵 南 数 学 奥林匹克 刘 赛 题 ) W a,b,c 是 正 实数 , 且 ak + a + c = 5. 试 确定 p = — i = 
2 3 


Bri Ari 


的 最 大 值 . 


3. 已 知 2 是 给 定 的 正 数 , 求 报 大 的 常数 (A) ,使 对 任意 zl,zaz 之 0, 有 zi + zl + Ariz > clr + 


z)? 


4. 设 z+y = kay € R'， 试 求人 的 最 大 值 ,使 不 等 式 (+ 二) (> + 1) 
立 . 


V 
So 
+ 
x 
应 
= 


5. semi < VI MARB mn AFERI- P > À t Rar AR A MKI. 


6. 试 求 最 小 实数 a ERER alr? + y? + z?) taz +H HRE z.y.z220,z+ y+ 
z = 1 的 实数 工 、y、z 成 立 . 


7. 试 确定 具有 下 述 性 质 的 最 小 实数 。, 合 对 于 任何 满足 条 件 :z+ z2 + … 
O WERE al AA D VE <c a) Xn 


8. R aye 是 3 个 不 全 为 入 的 实数 , 求 -52 的 最 大 信 - 


9. 设 函 数 /:(0,1) -> R 定义 为 
x, M z EEANN 
RE -2 z= 2,(p,9) = 10< <q 


RID 在 区 则 (总 ,号 ) 上 的 最 大 值 ， 


+z, < =x,.(n = 1,2, 


10. 车 实数 满足 不 等 式 zt - 2z3 0 + 8z + 12 < OREN (r) = |z + £ | mA. 


11. 实数 rye 满足 z+ 3y + 2z = 1, 求 3x? - y? +22? 的 最 小 值 . 


12. Bk zy t z2 + + z, = L.R zl + z+ t z) 的 最 小 值 . 


13. 设 a,b ER', 且 a #5=1 求 (a+ 士 + (o+ 1 mia. 


14. 设 实数 r, y 满足 3z? + 2y? 之 6, 求 p = 2z + y 的 最 大 值 . 


15. f(z) = mini3 + log}x ,logzz| ,其 中 mini p,q1 表示 p,q 中 较 小 者 , 试 求 flr) 的 最 大 值 . 


16. 函数 f(z) =1z2- al 在 区 间 [- 1,1] 上 的 最 大 值 Mla) 的 最 小 值 等 于 


B 组 


1.(2001. IMO 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 给 定 大 于 3 的 整数 n KB zl,zz…,zw,zn+lyzn+z 满足 
条 件 0< x, < r< L En L Enri L Tn R 
2 pau Zis 
PEPEN 
[ SE )(2 ziu t zena) 
F tint an| A za 


的 最 小 值 ,并 求 出 使 该 式 达到 最 小 值 的 所 有 满足 条 件 的 实数 组 zl, zz，… nzn+lvZzn+2- 


2.(1997. 中 国 数学 冬令 营 联赛 试题 ) 设 实数 zl, zz,…,zioo 满足 如 下 两 个 条 件 : 


AE nm saa ,1997) 


(2)x1 + za+…+ x197 =- 318Y3 
试 求 :z+ + = + zj 的 最 大 值 ,并 说 明理 由 、 


3. 求 最 大 的 常数 c, 使 得 对 满足 z > 0,y > 0,z? + y: = 1 的 实数 zx,y, 恒 有 zs + ys > cry 


4. 某 个 在 or 轴 的 正方 向 运动 的 点 的 横 坐标 为 zx(z) = SC + 1)?+ Re Tep t a 是 一 个 正 的 常 
数 , 求 满足 对 所 有 上 22 0,z(t) > 24 时 a 的 最 小 值 . 


5. 求 最 大 的 常数 人 ,使 得 对 于 [0,1] 中 的 一 切实 数 <,5,c,d 都 有 不 等 式 
a?b + b?c + c?d + d?a +42 kla? +b? + c? +d?) 


6. BA > 0, 求 最 大 的 常数 c = c(4), 使 得 对 所 有 非 负 实 数 工 ,y, 均 有 = + y + Xxy > cla + y? 
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7. it a,b,c 是 直角 三 角形 的 三 边 长 , 且 a < b < c, 求 最 大 常数 大, 使 得 
a2(b + c) + b2(c + a) + cèla + b) > kabe 


8. 求 最 小 的 正 整数 ,使 得 对 于 满足 0 过 a < 1 的 所 有 a 和 所 有 正 整 数 ,都 有 


> 1 
d(l- a)" < RI 


9. 求 使 下 列 两 式 
2bcos2(z - y) + 8b2cos(z — y) + 8b?(b + 1) +5b < 0 
x? + y? +1>2br+2y+ b-b? 

对 任何 实数 z, y 都 成 立 的 一 切 5 值 . 


ee 


10. 求 最 小 的 正 数 a, 使 得 存在 正 数 p, 0 < x < 1 时 ,不 等 式 
Vrat Va- Z 
成 立 . 


11. 设 常数 a 使 得 关于 的 不 等 式 


A 


有 非 零 实数 解 , 求 a 的 最 大 值 . 


12. u = V2p-q+V3g-2p+V6-29, 其 中 p,q 是 使 有 意义 的 实数 , 试 确定 的 最 大 值 . 


13. 设 a,bE R* 且 a +5b+c =1, 求 右 + 十 + 十 的 最 小 值 


14.z,y,z 是 非 负 实数 ,9z? + 1252 +52? = 9, 求 函数 u = 3z + 6y + Sz 的 最 大 值 . 
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15.(1995. 中 


数学 冬令 营 联赛 试题 ) 试 求 


w o ao 


21272 Ile + y- 10i) (3z - 6y - 3j)(19x + 95y — 95k) | 
== 
的 最 小 值 ,其 中 x 和 y 是 任意 实数 . 


16. $ 2x? + 3zy + 252 = 1, 求 k= z + y + zy 的 最 小 值 . 


17. Ë x,y HERR S = Sx? - 4zy + 六 一 10z + 6y + 5 的 最 小 值 . 


18. BA a,b,c,d HERM, R 


a b " a 
S= iretd'erdra drat iro 


的 最 小 值 . 


19. a,b,c 为 非 负 实数 , 求 
w- Mt Dto+rVetra 


a+b+c 


的 最 小 值 


20. 已 知 22 - y? = 16, 求 函数 
Kaz hrg 
的 最 小 值 和 最 大 值 


21. BA z? - 9y? - 4r + 18y — 9 = 0, 求 函数 
5z2 + 3zy-23z -6y +22 
(zy) = a ay 

gay, z? -4r+4 


的 最 值 . 


22.8 -1<2r+y-z<8,2<z-yt+z<9,-3<zx+2y-z <7, REK u = 7z+5y 
- 2z 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


23. 人 第 三 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 改 编 ) 设 z,y 是 正 数 , 且 x + y = 1, 求 函数 W = 
(1+ 去 ) (1 + 十) 的 最 小 值 


24. 已 知 x,y,z 为 正 数 , 且 4z + 5y + 8z = 30, 求 W = 8r? + 1552 + 48z? 的 最 小 值 . 


25.(2002. 北 京 高 一 数学 竞赛 题 ) 用 maxi zl, zz,z3,…,zs| 表示 实数 zi,zz,z3，…znw 中 的 最 大 
值 ,用 minl ziyza,zs,…zn|l 表示 实数 zl,rz,z3,…vrs 中 的 最 小 值 , 对 任意 的 a > 0,b > 0， 


mafaati a] | =? 


多 项 式 的 概念 运算 


$1.1 知识 要 点 与 基本 方法 


当今 的 国际 数学 奥林匹克 (IMO) 竞赛 中 不 乏 多 项 式 问题 ,大 多 数 中 学 生 在 课堂 上 和 课外 读 
物 中 或 多 或 少 地 接触 过 多 项 式 , 但 有 关 的 知识 稍 显 零散 和 不 足 , 遇 到 较 难 的 题目 常常 感到 不 易 下 
+. 
一 、 一 元 多 项 式 概念 

定义 1: 给 定 n + 1 个 数 ao,ai,…,a 和 未 知 元 z, 则 代数 和 


f(z) = axr" + an1"! ++ + ax + ao 
称 为 一 元 多 项 式 , 简 记 为 flx) = Sar, 如 果 a, 天 0, 则 称 为 一 元 n 次 多 项 式 , 记 次 数 n 为 


degl f(z) ) ,au WJ A 的 系数 , 当 所 有 的 a, = 0 时 ,f(z) 称 为 零 多 项 式 , 它 无 次 数 , 当 f(z) 天 0 时 , 则 
degl f(z))22 0, FÆ degl f(z)) = 0 时 f(z) 为 零 次 多 项 式 , 它 是 非 零 常数 , 当 ao,a1，,…,a 都 是 复数 
(实数 ,有 理 数 ,整数 ) 时 , 则 多 项 式 称 为 复 ( 实 ,有 理 , 整 ) 系数 多 项 式 . 

一 般 地 , 设 下 为 某 个 数 集 , 若 a; € 下 ,i = 0,1,…,n, 则 称 f(z) 为 数 集 F 上 的 一 元 多 项 式 , 记 为 
flx) € F[z]. 
二 、 一 元 多 项 式 的 和 、 差 积 运算 

定义 2: 两 个 多 项 式 的 和 、 差 、 积 定义 为 : 


B fla) = Dapi,g(z) = Dod mSn 


则 f(z) +g(z) = Dla ta), 
名 
当 m < n Bb, buni = bsa = = b = 0 


W fl): glz) = S, Dats )# 
多 项 式 的 次 数 在 多 项 式 的 讨论 中 占有 重要 地 位 ,有 如 下 性 质 . 
定理 1 如果 多 项 式 f(r) Z 0,z(z) #0, 
deg( f(x) + g(z))< max(degf(z),degg(z)) 
其 中 f(z)+ g(z) 0; 
deg( f(z) ° g(z)) = degf(z) + degg(z) 
对 于 整 系数 多 项 式 f(x), fi(z) 及 整数 m RI flr) = 1(z)(modm) 来 表示 m 整除 f(z) - 
万 (z) 的 所 有 系数 ,这 时 我 们 称 f(z) 与 fi(z) 关于 模 m FR. 
在 模 m 下 ,多 项 式 的 加 减法 与 乘法 有 如 下 性 质 . 
定理 2 车 f(z) 二 fi(z)(modm), 有 g(x) = g1(z)(modm) 
则 flx) +g(z)= filz) + gi(z)(modm). 
Fla) + glz) = f(z)* g(x)(modm) 
定理 3 ”对 于 任意 素数 p 有 
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(z + y)” = z” + y” (modp), 其 中 为 自然 数 . 
三 \ 多 项 式 的 恒 等 
定义 3 若 多 项 式 f(z) = 六 ar 与 g(z) = Dor 的 次 数 相同 ,而 且 同 次 项 的 系数 相等 , 即 = 


m,B a, = bli = 0,1,2,…,nn), 则 称 (z) 5 g(z) 相等 
【注意 】 多 项 式 相等 是 证 明 多 项 式 的 许多 定理 的 依据 ,也 是 处 理 多 项 式 问题 的 一 个 基本 出 发 


点 . 
四 、 多 项 式 的 差分 

(1) 差分 的 概念 与 性 质 

定义 4: 设 F(z) 是 一 个 函数 , 称 f(z + 1) - f(z) 为 函数 f(x) 的 一 阶 差分 , 记 作 Af(z) = Af, 
把 函数 f ft) k 阶 差分 的 一 阶 差分 称 为 函数 了 的 4 + 1 阶 差分 (k = 1,2,3,…,m) ,7(z) 的 & 阶 差分 记 
作 

Atf(z=) = Af, AA) = At*1 f 

定理 4 ”对 于 函数 F(z),g(z), 有 

(1) A(M(z) + pg(z)) = MAF(z) + phAg(z), 其 中 A,p 为 常数 . 

(2) AC/(z)g(z))= f(z)Ag(z) + glz +1)Af(z) 

= f(z +1)Ag(z) + g(x) - Af(z) 
定理 5 设 f(z) 是 一 个 函数 , 则 
D Afa) = DODANE + 8) 
f 
注意 到 Ct = Ct 这 个 公式 也 可 以 写成 
Sa) = DOVON + n-k) 
fi 


(2) f(z+n)= DOA) 

E f(z) 是 一 个 次 多 项 式 , 则 有 如 下 性 质 : 

(i) degAf < n -1,A"f = 0(3 m > n 时) 

Gü) Af = mlao(ao 是 了 的 首 项 系数 ) 

Gü) HA degC fla) < n, DADC DC = 0 

(ASSAR ú 

定义 5: Pu(z) = 1 称 为 0 次 差分 多 项 式 ;对 之 1, 多 项 式 p (z) = Ji z(z 一 D(z 一 2)…(x 一 
+ 1) 称 为 次 差分 多 项 式 ,显然 ,Atpt(z) = 1, 为 了 方便 ,引信 如 下 记号 : 

(7)= 直 z(z Q DG Q 2)=(z kt) = ala) 


定义 6: 若 多 项 式 f(x) 当 z 取 在 一 整数 时 ,f(z) 均 取 整数 值 , 则 称 f(z) 为 整 值 多 项 式 . 
差分 多 项 式 有 如 下 性 质 : 
定理 6 差分 多 项 式 是 整 值 多 项 式 


ar (E(P (EP) ott) 


mewa(z)=(,2,) 


wmrcamali) (7,) 
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当 - >k 时 ,A(X)=0. 
EES i = 0 时 ,At/(z) 的 值 为 4/(0), 则 对 任意 次 多 项 式 f(z), 有 
fz) = Pao) (x) 

其 中 A (0) = f(0) 

推论 : 当 /(z) 是 整 值 多 项 式 时 , 它 能 且 只 能 表示 为 (2 ) 的 整 系数 多 项 式 . 

定理 9 nn 次 多 项 式 /(x) 为 整 值 多 项 式 的 充 要 条 件 是 : 当 工 取 n + 1 个 连续 整数 值 时 , /(z) 之 值 均 
为 整数 . 
五 , 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插值 多 项 式 

我 们 知道 ,由 多 项 式 的 恒 等 定 理 可 导出 :复数 域 上 的 任何 一 个 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 f(z) 都 可 惟 
一 地 表示 为 

_ (z-a) -apele n) 
KE) = tr alzo oz = zo) ` f(zo) 
(zzo)(z -av(z-zn) | 
Tar = zola zz 2 ` f) 
pag (ETa -ala = zn) 
(2 zo)(z, = 11) (ar = z-i) 

其 中 zo,z1,z2,…,zs 两 两 不 同 . 

上 式 即 为 著名 的 Lagrange 插值 恒等式 


81.2 赛 题 精 讲 


Slan) 


例 1 设 ”是 任意 正 整 数 ,计算 S, = D92- CG... 


2m 


解 :2-2nC3, ,是 多 项 式 (1 ) ”展开 式 中 zz" 的 系数 ,因此 ,S, EX) (H) “的 展开 式 中 


= 的 系数 . 
" 
人 nas B) 
S, WE fala) 中 z" 的 系数 (因为 ;> n 的 项 中 x 的 等 指数 小 于 ) 
i Leay 


PET Sey E 


= -ltz 


2n-r 


在 PP 的 展开 式 中 ,zx" 的 系数 是 2 
下 面 求 Q 的 展开 式 中 z 的 系数 : 

1 于 
2n 


i š: 
Q= 2, Chaz > Da” 
p 
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因此 ,rr 的 系数 为 Cin = 
所 以 ,S,。 =2-1=1 
例 2 设 /(z)=art++artao€ RETARO E ar ai = 1, n, Xit bli = 0, 
1，2m) WWE :[f(z)]Ë = bant? + brna?! + = + biz + bo WEH: 
b < UGP 
证 明 :根据 多 项 式 乘法 ,再 由 多 项 式 恒 等 定 理 , 比较 z"*! 的 数 系 ,得 


basi = aja, + aza,-i t *** + aja) 
又 因为 (1) = ao + aÚ + …+ an HERPE O< a, < ao 有 


brrl < aoa; + agaz +` + agan 


2 aaj 


= gaat s1 


<< 
<+[241+2 D aa] 
各 ”< 


= Fa tartetan)? 


= 二 [AD1? 证 毕 


例 3 flx) = ant" + ania"! +…+aog(z) = Cria"?! + Coz + + Co 是 两 个 实 系数 非 
零 多 项 式 , 且 存在 实数 ,使 得 g(x) = (z-r)f(z),ia = max(la, l, | anil, 1a01),c = max(1 


Ca IG hend Co RI < a +1 
证 明 :因为 
Crna"! + Cr + == + Co 
= (z —- r)(a,z" + a,-z"”" + = + ao) ° 


所 以 Cari = a,.C, = a,-i = Fan, Cat = An-2 = Fanit, Ci = ao = rai,Co =- rao 

TE a, = Canran- = C, + rCG,nsas-2 = Ca- + rC, + riCatio sao = Ci + rOy + r?C + 
1 + Crn- 

若 1rl&1l 

则 latl Cra ISC 

lan-t ISI C, IHI r II C, I IK 2C 

lao IKSI Ci I+Ir II C2 IHl r 21 Caite +I r I" 1 Cr IS (n +1)C 

由 此 可 见 ,as 入 (n+1)C 


# | 7 1> 1, 则 在 O 两 边 同 除 以 - rz”!, 并 令 g = 二 ,得 
A R 


# 


= (y- È) Cao + ay! + + an) 


r 
~ aG + D: TS < (nt Dc 
命题 得 证 . 
例 4 〈1998. 第 18 届 匈牙利 一 一 波兰 数学 竞赛 题 ) 设 p(z) = zf + z3+ zx?+xz+1, 证 明 : 存 在 正 
次 数 的 整 系数 多 项 式 Q) 和 Ry) E Q) - R) = p(5y?2) 
证 明 : plr) = ttr taral 
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C pP) = Sy + Sy + yt +5y+1 
因为 这 个 多 项 式 是 每 项 偶 次 数 的 多 项 式 ,所 以 , 它 的 分 解 应 是 
(25y* + ay? + by? + cy + 1)(25y* — ay? + by? - cy + 1) 的 形式 
从 而 令 pS) = (255 + ay) + b? + y + 1235y- ay + b — cy + 1) 
FE p(5y) = 5t + (90b — a?) + (50 - 2ac + 2)yt + (2b - è)? +1 
Sty + Sy + 52y* + Sy? + 1 = 5*y + (50b - a?) y6 + (50 — 2ac + b?)y’ + (2b -cy +1 
据 定理 1 得 方程 组 
50b - a? = 125 a=25 
| + 2 = 25 ah =B 
2b- =5 c=5 
… ME QO) - R(y) = p53) 的 
Qly) = 25y + 25y + 15y? + 5y +1 
R(y) = 25y% - 25y? + 153? - Sy + 1 
WER. 
例 5 (第 57 届 莫斯科 数学 奥林匹克 赛 题 ) 是 否 存在 这 样 的 实 系数 多 项 式 p(x): 它 具有 负 系 数 ,而 
HF n > 1, 加 (z) 的 系数 全 是 正 的 ? 
解 :存在 ! 
例如 整 系数 多 项 式 
p(z) = 10(z2)2 + 1)(z + 1) - x? 
= 10z4+ 102° ~ z? + 10x + 10 
具有 负 系 数 ,并 且 
pla) = zt + 100(z3 + 1)2(z + 1)? -20z22(z) + 1)(z + 1) 
= zt+20(z) + [S(x + 1)(r +1)? - z2(z + 1)] 
= zt + W(x? + 1)(5x5 + 10z4+4z3+4zz+10z + 5) 的 系数 全 是 正 的 ， 
p(x) = 1000(z2 + 13 (z + 1)? - 300z? (x? + 1)? (x + 1)? + 30x* + (x? + 1)(z + 1) - 75 
= 100(z)+ 1)? (x + [0C + 1)(z + 1)? -~ 32?(x + 1)) - z6 +30zt(z2+ 1)(z + 1) 
= 100(z3+ 1)? (x + 1)(10z5 + 20x4 + 7x? + 7x? + 20x + 1) - x6 + 30xt (z +1)(x +1) 
= Q(x) - z$ + Q,(z) 
` Q, (z) 中 的 xs 的 系数 不 小 于 1000 
p) (z) 的 系数 也 全 是 正 的 
又 当 k 宇 2 时 ,有 
p(x) = Cp) ,pul(z) = Clar) p(x) 
所 以 ,对 一 切 n > 1, 加 (z) 的 系数 全 是 正 的 . 证 毕 
【评注 】 
(1) 这 类 存在 性 问题 ,要 设法 先 找到 的 一 个 满足 条 件 的 多 项 式 . ( 若 找 不 到 ,也 应 从 反面 证 明 不 存 
在 ), 对 具有 情况 进行 验证 . 
(2) 有 了 具有 验证 之 后 ,用 数学 归纳 法 进行 归纳 证 明 . 
Mo 求 所 求 满足 p(z?) = Plr) 的 多 项 式 pl) 
解 :如 果 plz) 为 常数 a, 则 a = p(z?) = p(z) = a’, B a? = a,…a=0 或 a=1 
设 degp(x)= n21 
pla) = at" + a12"! + + ajx + agla, #0) 
TE pla?) = apt? + an1" + … 二 alz2+ ao 
P(x) = ak?" + + aŠ 


比较 这 两 个 多 项 式 的 首 项 系数 ,得 c。 = a} 
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假设 flx) = a,-i"”l + = + ayr + ae # 0, plr) = z" + f(z) 
jk degf(z) = k,f(z) = ak + apit! + + ajz tao (a, 0) 
ERE pla?) = anx?" + apk + o + apa? + ao 


p (z) = x?" + 2a" (apt + appa! + =: + az + ao) + (ag + + arx + ao)? 
= z?" + 2azr"th +e + aš 
的 zt 的 系数 ,得 2ak = 0,.…as = 0,3FJ8. 
所 以 f(z)=0 ë p(z) = z" 
例 7 (1986. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 已 知 :实数 列 ao,al,a2,…,a, ,满足 aj-1 + a, = 2a,(i = 1,2, 
…) ,求证 :对 任何 自然 数 n, 
pla) = ae C3(1 ~ z)" + ai Chkr(1 — x)" 
二 azC2z2(1 — r)? + = 
+ an-1CW 1z""1(1 - z) + a 0a" 
是 > 的 一 次 多 项 式 ( 注 :数列 |ail 不 为 常数 列 ) 
证 :已 知 条 件 改写 成 :ai - ai- = ain — ai(i = 1,2,…), 这 表明 ao,a1,42,… 是 以 a - ao 为 公差 
的 等 差 数列 ,其 通 项 公式 为 : 
ww=ao+ial-ao) (i=1,2,-), 
那么 ， 
pla) = aoCh(1+ zx)"+[aotl: (ar-ao)]Cz(1— x)" + [ao +2:(ar-a0]C12(1- z)”2 
++ [ao + nla; — ao)]C)z" 
ao[ CSCA + z)" + Cle(1— z)"'1+ = 4 Ca") 
+ (a -ao)[1 Che- x)"! +2 e CLe2(1- zr)" + + n + Oia") 
= aol (1 - z) + z]" + (a, — ao) * nz[(1 — z)" + Chix e (1— zx)" ?+ + 1] 
= ao + (a; — ao)nz[(1 — z) + z)" 
= ag + (a; — ao)nz 
= [(a1 - ao)n]z + ag 
因为 1a;| 不 是 常数 列 ,所 以 公差 ai — ao Ze 0, 所 以 (ai - ao)n 头 0, 所 以 p(xz) 是 一 次 多 项 式 . 
例 8 (1990. 巴 尔 干 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 研究 由 等 式 
ao t ajiz + arz? + + + art?" = (z + 2z2 + + n")? ° 
所 确定 的 多 项 式 ,证 明 : 
Pe sa n(n +1 (sn + 5n +2) 
证 : 先 计算 系数 oi ,比较 @ 两 端 次 项 的 系数 ,得 
a =1*(k-1)+2.(k-2)+.…+(k-1):1 
=k(1+2+-- +k)- (+2+. k?) 
Se Akt 1) kG + DC +1) 


(+ DG - 1) _ 
6 = Cha 


" 


a = aptat +a, 
=0+0+ + Q+ + Ch 


= Can 
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在 @ 中 令 z = 1, 得 


2 


a; = (ao + a) + + as) + (ass + an2 + *=* + aza) 
2 
二 [ED] 
+. antl + a,,2 + "+ aza 
2a, à 2 
= Pa- Da = [100] -ch 
=“ £= 
= [= tD] 2 (n +2)(n + I)n(n - 1) 
z š 24 
_ n(n+1)(5n? + Sn + 2) 


24 

例 9 《第 5 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 试题 ) 设 /(z),g(z) E 2[z],f(z).g(z) 是 偶 系 数 多 项 式 ,但 
不 是 所 有 系数 都 是 4 的 倍数 ,求证 :F(z) 和 glr) 中 有 一 个 的 系数 全 是 偶数 , 另 一 个 至 少 有 一 个 系数 是 
奇数 . 

证 :假设 /(x) 和 &(z) 的 系数 中 都 有 奇数 ,用 filr) 和 &i(z) 分 别 表示 由 fC) 和 &(z) 中 所 有 系 
数 为 奇数 的 单项 组 成 的 多 项 式 , 则 

flx) = f,(z=)(mod2),g(z) = gi(z)(mod2) 
由 已 知 , 有 

f(z) g(x) = 0(mod2), 

所 以 f(x) g(z)= fi(z)'gi(z)=0 (mod2) 
由 此 可 知 ,f(zx)gi(z) 的 所 有 系数 均 为 偶数 ,但 由 假设 可 得 f1(x)g1(z) 的 最 高 次 项 的 系数 必 为 奇数 ， 
矛盾 , 故 f(z) 和 g(x) 中 有 一 个 的 系数 全 是 偶数 . 

假设 f(z) 和 glr) 都 是 偶 系数 ,由 多 项 式 乘法 可 知 ， 

f(x) g(x) = 0(mod4) 

即 flx) g(xz) 的 所 有 系数 均 是 4 的 信 数 ,与 已 知 蔬 盾 .这 就 证 明了 fC) Agla) 中 有 一 个 至 少 
有 一 个 系数 是 奇数 . 

例 10 设 a 三 3,p(z) 是 实 系数 多 项 式 ,degp(z) = n, 求 证 : 

max l a - pli) 121 

证 明 :由 于 题目 涉及 到 函数 f(z) = a- p(z) 在 n + 2 个 连续 整数 z = 0,1,…,n,n+1 的 值 ,我 
们 希望 对 /(z) 运用 差分 公式 作 估计 来 解决 本 题 ， 

事实 上 , 依 定义 有 

Aar = a™*! — a" = (a-1l)ar 


Xa = (a -1)Aa = (a ~ 1)22* 


ane = (a pie 
故 ”Arar 1,-o = (a -1)"*1, 于 是 ,由 定理 5 的 (1) 得 
A""1f(0) = Si DCA [at - p(k)] 
RA! fo = Ala |, apo = C ai 
É (a-1)!= E DC [at - p(k)] 
反 设 max Í! a' -p0 1} < 1, 即 对 一 切 = 0,1, ,+1,1a-p(Gi)1<1, 从 而 由 ae 三 3 得 
2 < (a - "t < Sa =2 FA. 
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故 max la o- pli) 121 


例 11 〈2000. 第 41 届 IMO 中 国 队 选 拔 赛 试题 二 ) BEER, m,n WEISS mn RR: 
Soen š . (m+nt+i)! 
= n+tk+i il(n- !(m + D! 
的 值 , 并 写 出 推算 过 程 . 
【分 析 】 观察 题 中 式 子 形 式 ,知道 通过 构造 多 项 式 ,运用 “插值 " 或“ 差分" 的 方法 来 求解 . 
解法 一 : 作 多 项 式 
“f(z)= > Darle + Drti DGz + i + Delet n) 
-(z-m-1)=(z- m = n) 
可 恰当 选取 系数 a,(0 < j < n), 使 得 f(z) = 0 
注意 到 (r) 是 不 超过 次 的 多 项 式 , 因 此 /(z) 三 0 当 且 仅 当 f(x) 有 n+1 个 根 0, -1, 一 2,… 
~ nn. 于 是 , 当 0 < i < n BIS 
0= fli) 
=a(-i)X- i+ 1)2(—-i+i-1)X-i+i+1)(-i+n) 
-(-i-m-1)(-i-m-n) 
= C Dn = Dla; = (= Dr GHEDI 
A m (mtn+i)! _ 
M w = CD" TCK Ti 


从 而 ,我 们 得 到 了 代数 恒等式 


DD mt Dt De (ztitD rt) 


= (z-m- l) (z m = n) 

特别 地 ,在 上 式 中 取 = ntk l< k < m < n.M m + 1 n + k < m + n HEGRE 
映 为 0, 于 是 有 

Deor mE Dn tt De nt ht nt 
titl)(2n+k)=0 

整理 约 去 与 无关 的 因子 后 即 得 原 式 , 故 原 题 的 答案 为 0 

解法 二 : 

设 e(z) 二 (z+ m + Dt mt2e +m+n) 

l< k< m <ñ, +1<n+kS m+ n Egl) 是 一 个 一 1 次 多 项 式 . 

由 差分 公式 可 写 出 g(z) 在 0 点 的 n 次 差分 等 于 


Ag = DODGE 
š € Loa 
-Semai taa 


CET] ntti 


而 一 1 次 多 项 式 的 n 次 差 全 等 于 0， 故 


wyi (mtn i)! 1 _ Ag(0) 
x 1) MASDI EDE n+k+i nl 


例 12 证 明 f) = att h - 33 + Ha + 1 BREEN. 
证 明 :将 /(z) 表示 为 差分 多 项 式 的 代数 和 ,由 于 f(z) 的 最 高 次 数 是 4, 首 项 为 二 
SES- (3)= 4e- irt rti AG) 


6 
Page EEIE 


=0 


类 似 地 ,考虑 


Am -2(3)=- 寺 -mr+1=- 人 (三 )+1 


于 是 /(z) = (2)+2(2)- (G) 二 它 显然 是 一 个 整 值 多 项 式 、 
一 般 地 ,对 n KEER Sr) ,我 们 可 适当 选择 6, 使 /(z) - b (了 ) 为 n 1 次 多 项 式 . 


如 此 下 去 ,事实 上 每 一 个 次 多 项 式 均 可 表示 为/(z) = 6 (了 )+ beah, Z Jetoi) to 
其 中 为 ,bn-1…,b4,60 为 常数. 显然 , 当 bs sbat sba bo 都 为 整数 时 ,f(z) 为 整 值 多 项 式 ,但 反 过 来 
是 否 成 立 呢 ? 

例 13 已 知 f(z) = z+ pr + q RE: IAO) 1, 1 7(2) 1.1 AO) | 中 至 少 有 一 个 不 小 于 二 

证 明 :考虑 拉 格 朗 日 插值 公式 

取 zo,z1,x2, 依 次 为 1,2,3 有 

_ (z-2)(z -3)., (z- D(z-3)., (xz- D(z-2)., 
L = DD /D+ DD Ot GG ` 
= k(z-2)(r -3)0) - (z = (z 3) GQ) + (z = D(z 22)G) = z2+ pz +q 
HdE ESC MRKA $D- + 去 7G3) = 1 
所 以 1 去 7GD DA 
<(l+i+)malif0)1,17G@)1,1 0) 


B mal f(D 1,1 (2) 1,17(3) |> + 
更 一 般 地 ,我 们 有 


例 14 设 F(z)= ao+altz+…+anr(as 天 0),zozl…,zn 两 两 不 同 , 则 +1 个 数 | f(zo) 1, 
1 fla) 1 1 f(z,) | 中 至 少 有 一 个 不 小 于 


— L uha = TI C- z)" 
la; l iea 


= 
证 明 : 由 Lagrange 插值 恒等式 ,得 


f(z) = 2)aif(z) I (z- z) = a + arz + o + apa” 
ii Sign 


比较 上 式 z 的 系数 ,得 a= Dafla:) 


所 以 1an l< lal" Ga) S< (371 a D mali f(a) 11 
imi izi ra 


所 以 maxi) f(z y > 


lal 
= 


特别 地 ,我 们 有, 设 fla) = ao + az + … + aa BER I an I= 1. max li (A) 1) > 21 
ER: z; = i,i = 0,1,2,--,.n 
则 a= c-o 


k=0 
ki 


1 
“Di- G+] Ui- G+?) a] 


7 i DG- 
i ENEE PEE CS 1 Pan 
"CD ea M 
# mela) 2 ml 
Dial 2 


多 项 式 与 组 合 恒等式 有 着 差 密 切 关系 ， 特别 是 许多 组 合 恒等式 的 证 明 ， 往往 要 利用 母 函 数 方法 , 考 
虑 多 项 式 的 有 关系 数 而 得 到 . 有 关内 容 在 组 合 章节 中 有 较 多 的 讨论 . 


例 15 计算 : s= $ aG Dla -r= 2 Dn (2r— D) .na 


(rt? 
解 : : 先 化 简 和 的 各 项 
n(n - 1)= (a (2r - D) .2 = n! 。 2- 
(r! (m —2r)!(r!): 
= CC 27 


u 
所 以 s= 2)c;c;.2"2 
< 
考虑 (1+zjP = (+2z+25"= taa +2 = Ec er + rr 
和 式 每 一 项 中 z 的 系数 是 CC 2 = Cr Cr Ltr, 所 以 (1+ z)2" Pa 的 系数 是 : 
3 (>) 
= 
因为 “ 当 r> [号 ] 时 ,ce,=0 


4i 
所 以 (*) 式 = B02 = s 


所 以 S= (+ zj 中 四 的 系数 = Cr 
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$1.3 针对 性 训练 


A 组 


1. in € N, 求 证 :z" - (L) 可 表示 为 -L 的 多 项 式 的 充 要 条 件 是 为 奇数 . 


2. t lr) glx), hlr) 为 实 系数 多 项 式 , 且 适 合 [f(z)] = z[g(z)) + z[A(z)], 求 证 : 
f(z)= g(z)= h(z)= 0 


3. 求 所 有 满足 pl?) = Lol) P HEAR. 


4. 设 上 是 给 定 的 正 整数 , 且 非 零 多 项 式 f(z) 适合 [f(z)]* = f[f(z)], 求 f(z) 


5. 如 果 多 项 式 plr) 的 所 有 系数 都 是 0,1,2,3 时 , 称 之 为 “ 零 许 的 ”对 于 给 定 的 自然 数 u, 求 满足 
p(2) = n 的 所 有 “ 零 许 的 多 项 式 ”的 个 数 . 


6. POR 
p = (1- 1997)(1- 19972)---(1 — 19971%7) + 1997(1 — 19972)(1 - 19973)…(1 — 1997197) + 19972(1 
= 19972)---(1 — 1997197) + 19973(1 — 19974)…(1 — 1997197) + --- + 19971%(1 — 1997) + 19971% 


7. 设 M 是 所 有 形 如 p(z) = ar + br? + cr + d,a,b,c,d € R, 且 当 z € [-1,1] 时 满足 | p(z) | 
=< 1 的 多 项 式 的 集合 ,证 明 : 必 有 某 一 个 数 上 ,使 得 对 所 有 p(z) € M, 都 有 a < ,并 求 最 小 的 
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8. 设 p(z) 为 2n 次 多 项 式 且 满足 
p(0) = p(2) pl(2n)=0 
p(1) = p(3) pl2n—1)=2 
及 p(2n+1) =-30,R n Rplz) 


9. 对 于 给 定 的 n 个 不 同 的 数 a1,a2,…,as € Nm 过 2, 记 户 = JE (a-a) is 12…， 


,证 明 : 对 任意 的 EN, Š) r: 是 整数 . 


10. 证 明 :存在 正常 数 c( 与 n,ai 无 关 ) ,使 得 


Ke 


对 任意 正 整数 n 及 任意 a1,a2,…,an € RIRI. 


B # 


1. Eg 580 < r < 时 小 次 多 项 式 
fz) = 1- Cie + C?a? = C)? + … + (= Dick 的 值 总 是 正 的 . 


2. 证 明 下 面 便 等 式 : 
(1) 当 n 为 偶数 时 ， 


(C0y- (CL? + (C3) - (C3)? + e + (DCA + + (CG) = C ,*(- 12 


OÑAN- A = Ila < x< 
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3. 证 明 : 整 系数 多 项 式 f(z) 与 g(x) 相等 的 充 要 条 件 是 (1) = glt) HP EKFAT) Rgl) 
的 所 有 系数 绝对 值 2 倍 的 某 一 整数 . 


4. 设 a 之 3, 多 项 式 plr) 的 次 数 为 ,求证 : max ia p(i) 121 


ida 


2". = 
5. 已 知 多 项 式 f(z) = Baat 与 多 项 式 g(z) = (27k 2 EBOR ans + ansa t + an 
E be 


6.2 n 2 r 20,n 2 m 20, 27 Cin Ct = C, 
名 


7.(1991. 第 6 届 数 学 奥林匹克 国家 集训 队 选 拔 试题 ) 设 实 系数 多 项 式 f(x) = r" + al + 十 
an-1z + a, 的 根 为 实数 5b1,5，,…,b, ,其 中 n > 2, RE: F z > max(b1,b2,… ,bn)， 
2n? 


f(z+1)2Z 


8.( 第 2 届 美 国 数学 邀请 赛 试题 ) 已 知 

2 2 2 2 
ae ME 
es çN 2 
P-P p-p p-a rah 
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z x z w? 
e-r g-y e- F- 

z? Ea z w _ 
g-úntg sR- 
3 22 + 2 + Z + w 的 值 . 


元 = 了 


9.(1983. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) CAAM f(x) = ar? - c, ME -4< fü) <- 1, -1< f(2) 
碌 5, 那 么 ,f(3) 应 满足 ). 

(A) -7< f(3) <26 

(B) -4< f3) <15 

(C) - 1 < f(3) < 20 


(D) - 28 < y(3) < 55 


10.(IMO- 15 - 3) 设 a ,b 都 是 实数 ,并 且 方 程 
z*+ ar + br? +ar+1=0 


至 少 有 一 个 实 根 , 试 确定 az + b? 的 最 小 可 能 值 . 


11,(IMO - 16 - 2) 设 p(z) 是 一 整 系数 非常 数 多 项 式 , 记 方程 [p(x)]? = 1 的 整数 根 的 个 数 为 
n(p), 记 多 项 式 plr) 的 次 数 为 deg( p) BLUE: n (p) - deg(p) < 2 


多 项 式 的 除法 


$2.1 知识 要 点 与 基本 方法 


1. 带 余 除法 

定理 1 ( 带 余 除法 定理 ) 设 f(r) 与 g(z) 是 多 项 式 , 且 glr) 天 0, 那 么 存在 惟一 的 一 对 多 项 式 
qalx) 与 ~(z), 使 得 

flx) = g(z)g(z) + rlx) ° 

其 中 r(x) = 0 或 者 degr(z) < degg(z).q(z) 叫做 以 g(z) 除 f(z) 所 得 的 商 ,(z) 叫做 余 式 ， 

定义 1: 在 @ 式 中 , 当 r(z) = 0 时 , 称 g(z) 整除 f(z), 记 为 g(z) x f(z), 也 称 g(xz) 是 f(x) 的 
因 式 ,或 /(z) 是 g(z) 的 倍 式 . 若 r(x) > 0,W#r glr) 不 整除 fC) H glr) tfla). 

由 定理 1 易 证 以 下 定理 . 

定理 2 (余数 定理 ) 多 项 式 f(x) 除 以 x - a 所 得 余数 为 f(a) 

推论 1 (z -a)1 (f(z)- f(a)) 

推论 2 若 f(z) € Z[z],a 与 b 是 不 同 的 整数 , 则 (a - b) 1 (f(a) - f(b)) 

由 余数 定理 还 可 以 得 到 以 下 重要 定理 : 

定理 3 (HREM) 多 项 式 f(z) AAR r- a 的 充 要 条 件 是 f(a) = 0 

多 项 式 整除 的 基本 性 质 : 

(1) 车 f(x) l glx), glx) | h(z),W| f(x) 1h(z) 

(2) Æ h(x) | f(z),h(z) 1 g(x), 则 h(z) | [f(x) + g(z)] 

(3) # hla) 1 f(x), W hl) 1 flx) > g(z),g(z) 为 任意 多 项 式 

(4) # flx) | g(z),g(z) I flx), W f(z) = c- glx), HP c 是 不 等 于 零 的 常数 . 
2. 多 项 式 的 分 解 


定义 2: 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 式 7(z) ,如 果 在 数 域 下 内 除 形 如 A 和 Ar(z)(A,A 为 非 零 数 ) 的 因 式 
( 称 为 /(z) 的 平凡 因 式 ) 外 ,无 其 它 因 式 , 则 称 f(z) 在 下 内 不 可 约 . 若 /(z) 在 F 内 除 平凡 因 式 外 ,还 
有 其 它 因 式 , 则 称 /(z) Æ F ATH. 

不 可 约 多 项 式 的 一 些 重要 性 质 : 

(1) 如 果 多 项 式 plr) 不 可 约 ,而 f(z) 是 任 一 多 项 式 ,那么 ,或 者 (p(x),f(x)) = 1, 或 者 p(x) | 
fa) 

(2) 如 果 多 项 式 f(z) 与 g(z) 的 乘积 能 被 不 可 约 多 项 式 plr) 整除 ,那么 f(z) 与 g(z) 中 至 少 有 
一 个 被 p(z) 整除 

定理 4 数 域 开 上 的 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(z) ,如 果 不 计 零 次 因 式 的 差异 ,那么 f(z) 可 以 惟一 地 
分 解 为 以 下 形式 : 

f(z) = apih (2) plx) ph (z) © 

其 中 a E f(z) 的 最 高 次 项 的 系数 ,pr(z), pa(z),…, P(x) 是 首 项 系数 为 1 的 互 不 相等 的 不 可 约 多 项 
式 ,并 且 plai = 1,2,7,1) 是 f(x) 的 万 重 因 式 . 

【 注 】 Hpi F EHQ, RR, C. 
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关于 整 系数 多 项 式 的 分 解 问题 . 


定义 3, 设 整 系数 多 项 式 fla) = a jz’ 各 项 系数 的 最 大 公约 数 等 于 1, 妈 


be 

(ao,a1,a2,…,am) = 1: 则 称 f(z) 为 本 原 多 项 式 . 

I Hfr), glr) Mhl) 都 是 整 系数 多 项 式 并 且 h(z) = flr): glr) MRAR p 整除 多 
MR hlr) 的 所 有 系数 ,那么 至 少 有 f(z) 与 g(z) 这 两 个 多 项 之 一 ,其 所 有 的 系数 也 都 能 被 p 整除 . 

推论 ”本 原 多 项 式 的 乘积 仍然 是 一 个 本 原 多 项 式 . 

定理 5 ”如 果 整 系数 多 项 式 f(r) 在 有 理 系数 范围 内 可 约 ,那么 , 它 在 整 系数 范围 内 也 可 约 . 

以 上 论断 的 等 价 陈述 是 :如 果 整 系数 多 项 式 f( >) 在 整 系数 范围 内 不 可 约 ,那么 它 在 有 理 数 范围 内 
也 不 可 约 . 
3. 艾 森 斯 坦 判别 法 及 其 推广 

关于 不 可 约 整 系数 多 项 式 , 艾 森 斯 坦 ( Eisenstein ) 提出 了 一 个 有 用 的 判别 法 . 

定理 6 ( 艾 森 斯 坦 判别 法 ) 设 

f(z) = C." + Ciz +…+Co ° 

是 整 系数 多 项 式 ,并 且 对 于 质数 p 满足 以 下 条 件 

(iD 站 cn 

Gi)p 1 CG, (j= 0,1,',n - 1) 

Cii) p? | Co 

则 ”f(z) 在 整 系数 多 项 式 范围 内 不 可 约 、 

由 此 定理 容易 证 明 : 

在 有 理 数 域 上 存在 任意 次 的 不 可 约 多 项 式 . 

事实 上 ,对 于 任意 给 定 的 正 整数 n, EAR f(z) = z" + 2, 可 以 找到 质数 2 满足 定理 6 的 条 件 , 故 
f(z) 在 Q 上 不 可 约 . 

对 艾 森 斯 坦 判别 法 可 作 如 下 推广 : 

定理 7 《〈 艾 森 斯 坦 判别 法 的 推广 ) 设 

f(z) = C," + Cpap"! + =. + Co @ 

是 整 系数 多 项 式 ,并 设 存在 质数 p 和 自然 数 m < ,使 得 

Ge tC, 

(DplG (j=0,1 

(iii) P? | Co 

则 ”f(z) 具有 次 数 > m 的 ( 整 系数 ) 不 可 约 因 式 . 
4. 化 零 多 项 式 与 最 低 化 零 多 项 式 

在 本 小 节 中 , 仍 约定 多 项 式 的 系数 的 取 值 范围 在 集合 Q,R 或 者 C 中 的 某 一 个 . 

定义 4: 设 是 一 个 复数 ,若非 零 多 项 式 f EESE) = 0, 则 称 /为 & 的 化 零 多 项 式 ;在 指定 的 系数 
范围 内 ,次 数 最 低 且 首 项 系数 为 1 的 化 零 多 项 式 被 称 为 最 低 化 零 多 项 式 (简称 最 低 多 项 式 ). 

【 注 】 这 里 提 到 的 概念 与 系数 的 指定 范围 有 紧密 的 关系 ,例如 ,在 有 理 系 数 范围 内 ,V2 的 最 低 化 堆 
多 项 式 是 z2 - 2; 而 在 实 系数 范围 内 ,V2 的 最 低 化 零 多 项 式 是 z - /2. 

定理 8 ” 设 # 是 给 定 的 复数 , 则 在 指定 的 系数 范围 内 ,# 的 最 低 多 项 式 f(z) 能 够 整除 ¢ 的 任何 化 零 
ZFR glz). 

ERI 设 是 给 定 的 复数 ,了 是 的 化 零 多 项 式 并 且 首 项 系数 等 于 1, 在 指定 系数 范围 内 ,为 6 最 
低 多 项 式 的 充 要 条 件 是 :了 不 可 约 . 
5. 最 大 公 因 式 

定义 5: 如 果 两 个 多 项 式 f(z) 与 g(z) 同时 被 4d(z) 整 除 ,那么 d(z) 叫 做 f(z) 5 g(z) 的 公 因 式 ， 
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MR dlr) È flr) 与 g(z) 的 公 因 式 ,并 且 f(z) 与 g(z) 的 所 有 公 因 式 都 整除 4(z), 则 d(z) 叫做 
f(zx) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 - 

【 注 】 “两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 的 最 大 公 因 式 是 不 唯一 的 ,它们 之 间 只 有 常数 因子 的 差异 . 这 时 ,我 
们 约定 ,最 大 公 因 式 是 指 首 项 系数 为 1 的 那 一 个 ,这 样 ,两 个 多 项 式 f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 就 是 惟 
一 的 , 记 为 (f(z),g(z)). 

两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 ,有 以 下 重要 定理 : 

定理 10 HERR f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 为 4d(z), 那 么 存在 多 项 式 ulr) 与 v(z), 使 以 下 
等 式 成 立 ， 

f(z)u(z) + g(z)u(z) = d(x) © 

定义 6: 如 果 两 个 多 项 式 除 零 次 多 项 式 外 无 其 他 的 公 因 式 ,那么 就 称 这 两 个 多 项 式 互 察 . 

显然 ,f(z) 与 g(z) 互 察 舍 (f(z),g(z))= 1 

定理 11 两 个 多 项 式 f(z) 与 g(x) 互 素 的 充 要 条 件 是 ,存在 多 项 式 w(x) 与 v(xz), 使 

f(z)u(z)+ g(z)u(z) = 1 @ 

互 察 多 项 式 的 一 些 重要 性 质 : 

(1) 若 (f(z),h(z))= 1,(g(z),h(z=))= 1, 则 Cf(z) - g(x),h(z))= 1 

(2) 车 h(x) 1 f(z)g(x), Ch(z), f(z))= 1, 则 h(z) | glx) 

(3) 若 g(z) | flx) hlz) I flx), Cg(z),h(z))=1, 则 g(x)h(z) | f(z) 


82.2 赛 题 精 讲 


例 1 Rar- 1 除 以 (zz + 1)(zz+ z +1) 所 得 的 余 式 
解 :…zs-1=(z-1)(zz+z+l) 

“(z+r+1)1(z -1) 
又 rz -1= (z3)% - 1 = (rz-1)p(z) 

Ce 

“(a+ x +1) I(x- 1) 
由 此 可 知 ,zl986 - 1 除 以 (zz + 1)(zz + z + 1) 所 得 余 式 r(z) = (zz+ z + 1)lar +b) XE a, 
bER, 

于 是 zi%8% -1= (z2+ 1)(z2+ z+ D)g(z)+ (x? + z+ )(az + b) 


2=0+ i(ai + b) =-— a + bi 
比较 两 端的 实 部 和 虚 部 ,得 
a=2,b = 0 
故 所 求 余 式 为 ~(z) = 2z(z2 + z +1) 
例 2 (2000. 第 31 届 西班牙 数学 奥林匹克 题 1) 设 a,6,c 为 互 异 的 实数 ,P(x) 为 实 系数 多 项 式 ,如 
R P(z) RI x- a 余 式 为 a,P(z) 除 以 z -5 余 式 为 b,P(z) 除 以 z - c 余 式 为 c, 求 P(z) 除 以 (> 
一 a)(zx -65)(z-e) 的 余 式 . 


解 :P(z) 除 以 z - a 余 式 为 a, 依 题 意 有 Pla) = a,P(b) = 5 及 P(c) = c 
BRC) H Pl) RACE -a)(zx -6)(z 一 c) 的 余 式 , 则 R(z) 的 次 数 过 2 上 且 P(z) = (z —a)(z 
一 6)(z - c)Q(=) + R(z). 这 里 Q(>) 为 多 项 式 . 


注意 到 R(a) = P(a) = a, 类 似 R(5) = b 和 R(c) = c. 这 样 多 项 式 R(x) - z 的 次 数 三 2 且 有 
三 个 互 不 相同 的 等 点 a,5,c. 因 此 RC) - c 是 一 个 零 多 项 式 ,所 以 R(z) = = 


例 3 设 多 项 式 f(z) = z + br? + cr +d E Zl], H bd + ca 是 奇数 ,证 明 :f(z) 不 能 分 解 为 
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两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

证 :因为 bd + cd = (5+c)d 是 奇数 ,所 以 d 与 6 + c 均 为 奇数 ,从 而 f(1) = 1+5+c+d 是 奇数 . 
假设 

f(z) = (x+ p)(z2 + qz + r)(p.q.r € Z) @ 

比较 两 端的 常数 项 ,得 pr = d 

因为 d 是 奇数 ,所 以 p 是 奇数 ,从 而 1 + p 是 偶数 . 

在 @ 中 令 + = 1, 得 

f(D= (+p)(1+g+r) 

是 偶数 ,矛盾 , 故 f(z) 不 能 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 

例 4 〈1962. 波 兰 数学 竞赛 题 ) 证明 f(z) = zs-3z4+6z3-3z2+9z 一 6 在 整数 范围 内 不 可 约 ， 

证 :存在 素数 p = 3,3 不 整除 首 项 系数 1,3 整除 f(z) 的 其 余 各 项 的 系数 ,但 3 不 能 整除 常数 项 

6, 由 艾 森 斯 坦 判别 法 知 ,7(z) 在 有 理 数 范围 内 不 可 约 , 从 而 Cr) 在 整数 范围 内 不 可 约 . 

例 5 (IMO-34-1) it n EKF 1 的 整数 ,求证 f(z) = zx" +5zx"!+3 在 整 系数 多 项 式 范围 内 
不 可 约 ， 

证 :倘若 F(z) 在 整 系数 多 项 式 范围 内 可 约 , 则 根据 艾 森 斯 坦 判别 法 之 推广 可 以 判定 

fz) = (20! + on-2z 2+…+az+a)(z+ 有 ) 

比较 系数 可 知 

aB = 3,B =+ 13 +3 

另 一 方面 , - 有 必须 是 F(z) 的 根 .但 直接 验证 可 知 

f(T1)#¥0,f(73)#0 

因此 ,关于 Cr) 可 约 的 假定 不 可 能 成 立 . 

例 6 设 / 为 质数 ,N = A U A; U U A 为 自然 数 集 的 一 个 p 一 一 分 划 . 证 明 : 在 A,A2,…， 
Ap 中 存在 一 个 集合 A ,使 得 存在 一 个 P - 1 次 的 不 可 约 多 项 式 f(x), H f(z) 系数 属于 A 

证 明 :由 于 自然 数 集 N PEP 余 1 的 数 有 无 穷 多 个 ,于 是 存在 某 个 集合 包含 有 无 穷 多 个 这 样 性 质 
的 数 , 取 其 中 p 个 数 

aop? + lap? +1, rapip? +1 
令 fz) = (aap +1) + o. + Cap?) + aop + 1,W f(z) H p 一 1 次 多 项 式 ,下 面 证 明 
f(z) 是 不 可 约 的 ， 

因为 f(z) 


apip t t apr t aop tr + i++r+l 
a2- 

g= 

glz) = api”! + + ax + ao 


= p'g(z)+ 


所 以 farn) = pelata EtD -lo pelat 1) + (t+ pa? t +p) 

易 知 f(z +1) 的 系数 满足 : 首 项 系数 不 能 被 p 整除 ,其 余 项 系数 可 以 被 p 整 除 ,但 p? 不 能 整除 常数 
项 ,于 是 f(z + 1) 不 可 约 , 故 (z) 不 可 约 . 

例 7 设 旋 为 素数 ,f(z) = aum+ aizt+…+az+phezzn>l 且 21al< 思 证 

各 

W: f(z) Æ Z ERTH. 

证 明 :首先 证 明 f(z) = 0 的 根 之 模 大 于 1, 设 /(zo) = 0,4 | zo IS 1,W| p = a,zo" + an-ix0"™' 
+- + ajxo IS] an I+] an-1 1+ … +l a | 与 假设 矛盾 . 

# flx) = g(z)h(z),g(z),h(z)€ ZLz], 则 p=1f(0) 1=1g(0) 11h(0) 1,g(0),h(0) 为 整 


数 ,不 妨 设 为 g(z) 的 首 项 系数 , 则 SC 为 所 有 根 之 积 ,于 是 1 < 1> 1, 从 而 1 g(0) 1> 1, 同 理 


1h(0) | >1, 故 p=1g(0) 1.1h(0) | 5 p AEAF. 
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例 8 找 出 满足 下 列 命题 的 所 有 正 整数 k ; 

车 F(x) 是 整 系数 多 项 式 , 且 满足 条 件 ,对 任意 c € l0,1,--,k +1},0 < F(c) <k, W F(0) = 
F) = = F(k +1) 

解 :此 命题 当 且 仅 当 > 4 时 成 立 ,我们 先 证 明 它 对 于 任意 的 > 4 时 都 成 立 . 

对 于 满足 给 定 条 件 的 整 系数 多 项 式 F(z) ,首先 ,由 于 F(k+ 1) - F(0) 是 k+1 的 倍数 且 其 绝对 值 
不 超过 ,所 以 F(k + 1) = F(0) ,因此 F(z)- F(0) = z(z 一 +1)G(r), 其 中 G(z) 是 整 系数 多 项 
式 ,因而 


k >| F(c) - F(0) i= c(k+1-c)1G(O)! © 

对 于 任意 的 c € 11,2,…,k| 都 成 立 . 

因为 不 等 式 c(k+1 一 c) > 等 价 于 (c- 1)(k — c) > 0, 因 而 , 它 对 任意 的 cE 12,3,…,k-11 都 
成 立 ,注意 到 当 k 宇 3 时 ,集合 |2,3,…,k - 1} 非 空 ,并 且 对 这 一 集合 中 任意 c,@ 式 表明 1 G(c) 1< 1, 
因为 G(c) 是 整数 ,所 以 G(c) = 0, 故 2,3,…, - 1 是 G(z) 的 根 ,于 是 有 因 式 分 解 . 

F(a) - F(0) = z(z -2)(z —3)'-(z -k + 1)(z — k - 1) ° H(z) @ 
其 中 Hl) 也 是 整 系数 多 项 式 . 

为 证 明 结论 ,还 须 证 明 H(1) = H(k) = 0 

这 很 显然 ,因为 ,对 于 c = 1 和 c = 上 ,等 式 @ 都 表明 

k2IF(c)- F(0) 1= (k - 2)! + k +1 H(c) | 

由 于 之 4 时 ,有 (k - 2) > 1, 因 此 1 H(c) I< 1, FÆ H(c) = 0 

至 此 ,我 们 证 明了 题 中 所 给 的 命题 对 于 任意 的 上 二 4 都 成 立 , 但 上 述 证 明 也 为 更 小 的 人 值 的 情况 提 
供 了 线索 ,更 确切 地 讲 , 若 多 项 式 F(z) 满足 所 给 的 条 件 ,那么 ,对 于 任意 的 & 宇 1,0 入 +1 都 是 F(x) 
— F(0) 948; 2 k 三 3 时 ,2 必定 也 是 F(z) - F(0) 的 根 . 

据 此 ,不 难 举 出 证 明 命题 对 于 上 = 1,k = 2 或 & = 3 不成立 的 反例 ,这 些 反例 是 : 

F(x) = z(2- z), 对 于 = 1 

F(z) = z(3- zx), 对 于 k=2 

F(z) = z(4- z)(z -2)?, 对 于 k=3 

例 9 (1995. 第 36 届 IMO 题 6) 设 是 一 个 奇 质数 ,考虑 集合 |1,2,…,2p| 的 满足 以 下 两 条 件 的 子 
RA: 

OA 恰 有 户 个 元 素 

GDA 中 所 有 元 素 之 和 可 被 户 整 除 

试 求 所 有 这 样 的 子 集 A 的 个 数 

【分 析 】 这 是 一 道 组 合 题目 ,题目 的 叙述 丝毫 不 涉及 多 项 式 , 许 多 解决 也 几乎 不 涉及 任何 多 项 式 
知识 .但 是 ,巧妙 地 运用 多 项 式 代数 知识 ,可 以 作出 该 题 的 漂亮 解答 . 

解 :约定 记 S = 11,2,…,2p! 


我 们 取 PARURE = c 了 ,然后 考察 多 项 式 ][(z — 8) = (zz 1)? = a? -2a t1 
比较 ze 的 系数 得 到 


G 
a" 


200 —JbaRSEBQ i + … + i BB MARIT, i O 式 进一步 得 到 
e“: 
(n0-2)+ Snei=0 @ 


不 可 约 多 项 式 6 
E EE att ambao q 
是 6 在 有 理 数 范围 内 ) 的 最 低 化 零 多 项 式 . 而 多 项 式 
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ela) = (na -2)+ Sn 


也 是 的 化 零 式 ,因此 f(x) | g(z) ,但 这 两 多 项 式 的 次 数 相同 ,所 以 存在 常数 X ,使 得 


glx) = Af(zx) 
由 此 得 出 
i o 
“ 
利用 关系 Ön = CS, 又 得 到 
(no-2) +n + nz t + np = Op -2 Q 
由 外 和 人 @ 最 后 求 得 


mn T(G, -2)+2 


这 就 是 所 求 的 答案 (满足 条 件 (i) MGi) 的 子 集 A 的 个 数 ) 
例 10 设 d = (m,n) ER: -1 = (lz - 1) 
证 阴 : 设 m= dmi,n = dniv(mivni) = 1 
则 -l= m=- DMD + +1) 
a -l= ("1= -DD +... + +1) 
从 而 (zDD)1(z" -1),(z -1) | (z" -1) 
即 xz-1 为 z" -15 z" -1 的 公 因 式 . 
再 设 e” fila), fala), s n-iu(z)),f,(z)) 由 (mi,n1) = 1, 则 存在 ts 使 m+ sÀ = 1 
Ee = 1.MD(en)t(en)' = ej 加 er = semi = ed = 1, 这 表明 z" — 1 55 z" -1 的 因 式 必 
J a -1 的 因 式 . 故 


#-l1=(m-1,"-1) 
例 11 iEGL gr 不 能 表示 为 上 的 形式 ,其 中 /(z) € R[z],z(z) € R[z),a # 1,a > 0 


gla) 
š = fz) pth _ = 2f(z) 
证 明 : 若 不 然 , 设 bar = e) W GA = 2 baz = (D) 


即 fla?) glz) = 2f(z): g(z2) 
不 妨 设 (f(z),g(z)) = 1, 则 存在 x(z),u(z) 使 x(z)F(z)+v(z)g(z) = 1 
从 而 
u(z2)f(z2) + u(z2)&(z2) = 1 
FÆ), gla?) = 1 
由 f(z?) 12f(z)g(z?), 我 人 有 fla?) | f(z), 从 而 得 到 f(z) = C 关 0 
同 理 可 得 g(z) = C 为 常数 
故 logar 为 常数 ,这 是 不 可 能 的 . 
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82.3 ”针对 性 训练 


A 组 
1.( 美 国 纽约 ,1973; 比利时 1981) 证 明 : 对 任意 n € N" ,多 项 式 (zx + 12551 + 52 REAR x? + 
+ 工整 除 、 


2.( 第 7 届 加 拿 大 数学 竞赛 试题 ) 设 k € N, 求 一 切实 系数 多 项 式 P(z), 使 其 满足 PCP(z)) = 
CP(z))4 


3. bcd 是 整数 , 且 bd + cd 为 奇数 ,求证 :z3 + bx? + cz + d 不 可 能 分 解 成 两 个 整 系数 多 项 式 
HRR. 


4. 设 多 项 式 P(z),Q(z),R(z) fü S(z) 满足 
P(z°) + zQ(z5) + zzR(z5) 二 (zi+z3+z+z+l)S(z) 
证 明 :多 项 式 P(z) 被 多 项 式 z - 1 整除 . 


5. 给 定 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 f(x) ,g(x), 试 证 :在 集合 [u(x)f(z) + v(z)g(z) | ulz), ulz) 
为 任意 多 项 式 | 中 次 数 最 低 的 多 项 式 为 /(z),g(z) 的 最 大 公 因 式 . 


6. 证 明 :z(z + 1)(2z + 1) 能 整除 (xz +1)” - x?” — 2z - 1(m € N) 


7.(1997. 民 主 德国 ) 求 所 有 满足 
zp(z -1)= (z -2)p(z=) zER 的 多 项 式 


8. 实 系数 多 项 式 f(x) 被 zz + 1,22 + 2 除 时 余 式 分 别 为 4z + 4,4z +8, 求 f(z) 被 (zz+1)(z2+ 
2) 除 的 余 式 . 


也 组 


1.(1975. 美 国 纽约 ) 求 所 有 满足 p(0) = 0 B 
pz) 三 去 Cp(z +1)+ plr -1)),z € 民 的 多 项 式 plx) 


2.(1976. 美 国 纽约 ) 求 所 有 满足 lz — 1)P(z + 1) - (z +2)P(z)==-0,z= € R 的 多 项 式 Plz) 


3. Ë f(x) = apx" +aniz+…+ar+ao 和 8g(z) = bma" + bm- + + bix + bo fÈ 
两 个 整 系数 多 项 式 ,如果 乘 积 /(z) - glr) 的 一 切 系数 都 是 偶数 ,但 不 能 全 被 4 ER, ER: fa) 和 
glr) 之 一 有 全 部 偶 系数 , 另 一 个 至 少 有 一 个 奇 系数 . 


4. 设 f(z) € Z[z], 求 证 :不 存在 三 个 不 同 的 整数 ,0,c ,使 得 f(a) = b, f) = cfle) = a A 
时 成 立 ， 


5.(1953. 苏联 莫斯科 ) 证 明 :多 项 式 1y + 1 不 能 表 成 一 个 工 的 多 项 式 /( 工 ) 与 一 个 y 的 多 项 式 
gly) 的 乘积 f(z)g(y) 的 形式 . 


6. 设 多 项 式 flx) glr), hlz), kle) 满足 
(z+ Dh(z)+ (z - Df(z)+ (z -2)g(z) = 0 
(2? + )k(z) + (z +1)/(z)+ (z +2)g(z) = 0 
求证 :(z? +1) 1 f(z),(2 +1) | glz) 


7. 试 求 a,b 之 值 ,使 多 项 式 

f(z) = z+(2a+ Dr t(a-1)ri+brt+4 

可 分 解 为 两 个 首 项 系数 为 1 的 二 次 多 项 式 plr) 与 Q(zx) ZÉ, B 
(Dp(z) = 0 有 相 异 两 实 根 r,s 

(DAC) = s,Q(s) = r 


8. 给 定 n 个 不 同 整数 a ,a2,…,an, 试 证 :2n 次 整 系数 多 项 式 f(z) = (z — a1) + (z — a) 
(z -an)?+1 不 可 约 . 


多 项 式 的 根 


$3.1 知识 要 点 与 基本 方法 


数 域 上 的 一 元 n 次 方程 ,是 指 形 如 
f(z)= 0 ° 

的 方程 ,其 中 f(z) 是 数 域 玉 上 的 一 元 n 次 多 项 式 , 若 下 中 的 数 a 适合 0 , 则 称 o 是 方程 D ERR FP 
的 根 (或 解 ) 

方程 D 的 根 也 称 多 项 式 f(z) 的 根 ,因此 ,多 项 式 的 根 与 方程 的 根 这 两 个 概念 , 常 不 加 区 分 
一 、 复 系数 一 元 多 项 式 的 根 

1799 年 ,德国 数学 家 高 斯 (Gauss) 证 明了 一 条 多 项 式 理论 中 极为 重要 的 定理 . 

定理 1 (代数 基本 定理 ) 任何 n 次 (n > 1) 多 项 式 至 少 有 一 个 复数 根 . 

推论 1 任何 n(n 之 1) 次 多 项 式 f(z) ARH n 个 复 根 ,这 里 规定 重 根 算 k 个 根 . 

推论 2 (惟一 分 解 定理 ) 如 果 不 考 虑 因子 的 顺序 , 则 每 一 个 非常 数 的 复杂 数 多 项 式 /(x) 可 唯一 分 
解 为 

f(z) = Alz ~ a)" (z - a)" (2 - a,)™ 

的 形式 ,其 中 a ,a2,…,a, 为 多 项 式 f(x) 的 所 有 不 同 的 复 根 ,ma， m, 是 它们 的 重 数 . 
二 、 实 系数 一 元 多 项 式 的 根 

对 于 实 系数 n 次 项 式 /(z) ,由 代数 基本 定理 , 它 最 多 有 n 个 复 根 . 

定理 2” 实 系数 多 项 式 f(x) HRR a 和 它 的 共 罗 虚 根 可 成 对 出 现 . 

定理 3 (惟一 分 解 定理 ) 实 系数 多 项 式 f(r) 在 实数 范围 内 可 惟一 分 解 为 

f(x) = A[(z ~ a)? + pèmi l- a)? + B? + (ax ADi A)" 
的 形式 ,其 中 a 士 Pi，…as 土 应 与 ,分 别 是 7z) HAAR RRAK, mi, m2, m, 
rira re 分 别 是 它们 的 重 数 . 
三 、 有 理 系数 和 整 系数 多 项 式 的 根 

由 于 任何 一 个 有 理 系数 的 一 元 n 次 方程 均 可 化 为 整 系数 方程 ,任何 一 个 关于 有 理 根 的 等 式 也 可 以 
化 为 关于 整数 的 等 式 . 故我 们 借助 于 整 系数 多 项 式 的 性 质 以 及 整数 的 整除 性 来 讨论 有 理 系数 和 整 系数 
方程 的 根 . 

定理 4 若 既 约 分 数 -二 是 整 系数 多 项 式 


flx) = an3" + api"! + + air + ag 


的 根 , 则 
(Dr | ag,s | an 
(2)7(z) = (z -二 je(z), 其 中 e(z) 是 整 系数 多 项 式 
Sla) = (sr -7)h(z), 其 中 h(z) 是 整 系数 多 项 式 
四 、 韦 达 定理 
定义 ; 设 xi(1 < iL n) En PRET, k BEREM, a ,at …,ak 是 常数 , 形 如 
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f(zzz)= 2 anapa io ' za z s 的 表达 式 积 为 n 元 多 项 式 , 式 中 的 每 一 项 称 
aha 
为 单项 式 ,Al + ka + … + k, 称 为 该 单项 式 的 次 数 ;中 各 单项 式 的 最 大 次 数 , 称 为 /的 次 数 . 
O 着 了/ 中 各 单项 式 的 次 数 都 是 m, 则 称 SHm 次 齐 次 多 项 式 ; 
D 车 对 任意 JAKESS n) HE fE z z 的 位 置 交换 ,不 改变 f WE /为 对 称 多 项 式 ， 


如 z + 如 + 下 一 3zr 是 三 元 三 次 齐 次 对 称 多 项 式 ;又 如 站 (zl,za,…,zo)(1 祥 km) 是 上 元 次 齐 
次 对 称 多 项 式 , 且 专 称 为 初等 对 称 多 项 式 ， Lk aka es 


o= D nga 


EE RE A 
Po bi aia 


定理 5 ( 韦 达 定理 ) 设 方程 ouz" + a, az" l+ + ajz + ag = 0,(as 关 0) 有 nn 个 根 z1,z2,…， 
zn( 重 根 按 重 数 计算 ) , 则 有 


z=- 名 (各 根 之 和 ) 


om = > zz = 所 二 (各 根 两 两 乘积 之 和 ) 


ias 


= Ð najn =- 名 (各 根 三 个 条 积 之 和 ) 


u 


= (- DR (各 根 之 积 ) 

让 6 (tia Boor o, 为 关于 zl,zz,…，zn 的 初等 对 称 多 项 式 ,约定 co = 1, 又 记 等 
FA S, = Da = 0,1,") 
则 (0) 382> nm 时 ,有 

S, - S. + azSk-2 一 …+(-1)"roSt = 0 

m bP DaS- = 0 

(2) 当 1< < 时 ,有 

Š, -olSti+ ozSta-…+(-1TDeio-iSt+(- DitoSo=0 

即 De DaS- = 0 

= 

五 、 实 系数 高 次 方程 根 的 判别 条 件 及 其 应 用 

首先 , 实 系数 一 元 二 次 方程 ar? + br + c = 0 根 的 判别 式 为 A = a2( zi — r)? = b? — 4ac, 当 两 根 
zl,z2 都 是 实数 时 ,A 二 0; 当 A < 0 时 ,两 根 ri,z? 不 是 实数 ,对 于 实 系数 高 次 方程 ,有 如 下 定理 . 


定理 7 设 实 系数 一 元 = 次 方程 ouz" + a,ir! +-+ azt ao = Oln > l,a > 0) 的 根 为 
Ziz. z 4 
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Al = (n ~ asi — 2n an-2an 

d = (n — al - 2n azao 

MJ (1) 34 rrr, I, 都 是 实数 时 ,Al 220 B Ax 20 
(2) 当 A < OR A < 0 时 ,ri,zz,…，zo 不 全 为 实数 
证 明 :事实 上 ,由 韦 达 定理 有 


saini = %2 
于 是 
L= Ð (x - z): 
<<=. 
D (z + z - 2a) 
i <<. 
= X (m+)-2 Ð) za 
<<, << 
=(n-D) Di-2. D za; 
a a 
= (ma-D[( xj-2 22 za]-2 D za, 
各 <<. <<<. 
=(n-D[( 7:32 -2n 5 zw] 
人 << 
oa- an2 
= (a= D(- 2) -2a 98 
= à. 
-5 
故 A= Lira 


+ y = 士 , 则 原 方程 化 为 aoy + a? + aa? + + aniy + au = 0, 此 方程 的 根 为 工 , 革 


ps 


Zn 
村 1 iï. A 
Le Bala s) -站 
故 A= a. D 
所 以 , 当 zlza,…,zn 都 是 实数 时 ,Al = an. 11 20 B A = ao * 1; 过 0. 结论 (1) 成 立 . 
由 于 结论 (1)\(2) 互 为 逆 否 命题 , 故 结论 (2) 也 成 立 . 证 毕 


六 、 关 于 多 项 式 整除 的 一 个 判别 法 

定理 8 设 n 次 多 项 式 f(z) 的 ”个 根 互 不 相同 ,并 且 这 些 根 都 是 另 一 个 多 项 式 g(x) 的 根 , 则 
f(z) 1 g(z). 

证 明 : 作 带 余 除法 

glz) = q(z)f(z) + rlz) 

则 f(z) 所 有 的 根 也 都 是 ~(z) 的 根 .但 是 , 低 于 n 次 的 非 零 多 项 式 不 能 有 nn 个 根 ,所 以 r(z) 只 能 是 零 
多 项 式 . 证 毕 

DE) 以 上 未 证 明 的 定理 ,请 看 高 等 代数 . 


93.2 赛 题 精 讲 


例 1 设 f(z) 为 复 系数 2n +1 次 多 项 式 , 若 方程 f(z) = f(z) 有 n + 1 个 模 互 不 相等 的 虚数 根 ， 
则 f(z) 是 实 系数 多 项 式 . 


g 
证 : 设 FLz) = Yazlar 天 0),ao 为 方程 f(z) = FC) 的 虚数 根 , 则 


aa 3 Zaty 


Dollar -a)i Jat = 0 
而 (ak - G) i 是 实数 , 故 ao 是 实 系数 多 项 式 
en 
gla) = 名 [Ca —- a): HRAT co 也 是 glr) 的 根 . 


由 此 可 见 ,方程 (z) = f(z) 的 + 1RR a, Bay (0< k < n) 均 是 5(z) 的 根 , 由 于 aora 
a, 是 模 互 不 相等 的 虚数 , 故 co,zo,at,ai,…,an,a 两 两 不 等 ,这 说 明 g(z) 有 2n + 2 个 不 同 的 根 , 故 
8(z) 为 零 多 项 式 ,从 而 [as - a,]i = 0(0< k< n), B a, = T, BP a, € R(0 < k < n) RRA f(x) 
是 实 系数 多 项 式 . 


例 2 设 复 系数 多 项 式 /(z) = Y arh Cavan 20) 的 所 有 根 的 模 都 小 于 1 求证 ;多项式 g(z) = Y1(a 


+ Aana) 的 所 有 根 的 模 都 等 于 1, 其 中 1 和 1= 1. 

证 : 设 方程 f(z) = 0 的 几 个 根 为 z1,z2,…,z,, 由 ao 2 0 81, z, #0, <k < n) AAR gla) 
= 0 变形 为 

glz) = alz- z1)(z - x)(x - z,) + àa, (d — zzi)(1 -zza) (1-zz)=0 
由 于 1X1= 1, 故 

lz-mlsiz- zalo iz zl 

=11- zr; ltl 1- zzz i+ | 1- zz, | 
注意 到 (*) 

lz- l-1- z= (Iz 2-1). (1-1 a 2), 
Hiz12<1G0a<i=< n), 1 z 12>1(G(81z1<1)81z- z >l- aT | (R) z - z. | < 
la- zzi 1). 因 此 ( * ) 式 成 立 , 当 且 仅 当 | z 1= 1, 即 方程 g(z) = 0 所 有 根 的 模 都 等 于 1. 

@3 BA f(z) Coz + G! + Caz? + =. + Cpi" + C, 是 一 个 n 次 复数 多 项 式 ,求证 :一 定 
存在 一 个 复数 zo. 1 zo < 1, 并 且 满 足 

1 f(z0) IÈI Co I+1 C, 1 

证 法 一 对 于 给 定 的 多 项 式 /(z) ,常数 C, 的 辐 角 是 确定 的 ( 当 C, = 0 时 辐 角 可 任 取 ) , 故 可 取 复 
Ë u 使 argu = argC,, | u |=! Co I+! C1, 则 w = ACOA > 1), 构 造 多 项 式 . 

glz) = f(z)— u = Coz" + Ciz"! +- + Cr-iz + Ca-w, 设 多 项 式 g(z) 的 几 个 根 为 z1,z2,…， 
Ze, 

则 8g(z) = Co(z - zi)Xz- 22)°(z— z.) 

TER Ig(0)i=1 Coll zi ltl z21 l z. 1 

即 bebeleri lz l= = 


-=-Q-DlIclI_Lelc li-1 


的 


FAVA min 1 za K1 zils min | = 1,H g(2$) = 0,9 | f(z8) 1=1 u 1=1 Co I+! C, ! 
MRI f(za) 1= max | f(z) 1, 1 zo IS 1, WA 

| f(zo) I> f(z24) 1=1 Co 1+! C, | 证 毕 

证 法 二 :考虑 方程 组 Ë 


lzl=1, 
a == )= 0(Co 天 0) 


H n MRG = 0,1,2,…,n 一 ,其 中 性 = ce ,不 难 算出 < = ë da 
fz0) + f(z1) + = + fleni) 


起 < p 
= Co + PCs + = + 23 Cis + nC, 
名 名 名 
je a 
= nCoce+ C, Xoz! + == + Ci Dz + nC, 
名 = 


= nCoe® + nC, 
SA f(zo) 1+1 fC) I+ +l flen) 1 
>I f(zo) + f(z1) + + f(z,-a) | 
= n | Cott C, ! 
= n(| Coe® 1+1 C, |) 
= n(I Co I+! C, !) 
证 法 三 : 令 e = ec, 若 Co, C, 均 为 非 负 实数 , 则 


a = š 
> (e) = Co 2, +C, 2 ++ Cl 2e + nC, 


Per 


当 0 <j < nnt, SYY = 0, 所 以 
名 


S = nCo + nC, 


各 

i ü 
5 名 FGP] See) 1= n(1 Co 1+1 C, 1) 从 而 必 有 一 个 (0 志 k S n -1), 使 

1f(e) >I Co1+l C, 1 
对 一 般 情况 , 令 Co = 1 Co 1 er?,C, = 1 C, | es, 则 
Sle) = EU Co l dr am + Cie, t t ee + C. I) 

令 F(z) = enf(es":) 

=I Cle + +I C, 1 

则 根据 上 面 所 证 , 必 有 使 1 F(et) | 三 | Co I+! C, 1. 

M A.A) GIG I 

MA Ë flr) 为 实 系数 多 项 式 , 且 对 任何 实数 ro, f(zo) 之 0, 试 证 :存在 多 项 式 glx), hle) 使 得 
f(z) = Z (z) + (z). 

证 :由 虚 根 成 对 知 ,f(z) 可 表示 为 

f(z) = g(x- aila = a)" [(z — B)(z -BD + =. o [(z — B.)(z - ñ) ])”. 
其 中 a1,a2…,0s 为 的 不 同 实 根 ,1,B，,…,B,Bi, 妈 , 妈 ,…, 忆 ,为 了 的 不 同 囊 根 ,由 f(z) 之 0, 有 an > 
0, BRC -A)- (z- 扩 ) 之 0 对 一 切实 数 z 成 立 , 取 e > 0 且 e 很 小 ,使 得 在 (e+a,aj+e) 中 无 f(z) 
BA aadi, qi*1，,…,a, 设 6 为 奇数 , 则 记 g(z) = (za la- a) Ag (O e ta). gile 
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+ aj) < 0, 于 是 fla; - e) ° fla; + e) < 0, 这 和 假设 矛盾 ,所 以 el,ez,…,e 都 是 偶数 , 记 


Va, (z- a) = Cæ- aV? = k(z) 

(z - B)" + =: e (z — B)” = 1(z) 
则 f(z) = (z) 1 (z) 12 = K (z)Xk(1(z)) + 2(z)[1,G( (z) 
这 样 取 

g(z) = k(z) ` R,(I(z=)),h(z) = k(x) L,(1(z)) 

则 z(z),k(z) 符合 要 求 . 

例 5 《第 22 届 俄 罗斯 数学 竞赛 题 ) 是 否 存在 这 样 一 个 有 限 非 零 实数 集 M ,使 得 对 任何 一 个 自然 数 
nn, 总 存在 以 M 中 的 数 为 系数 且 次 数 不 低 于 的 多 项 式 , 它 的 所 有 根 都 属于 M? 证 明 你 的 结论 . 

证 明 : 若 不 然 , 则 存在 满足 问题 条 件 的 集合 M = laaz a,l ÌB b = minll al l, lay lye, 
la,ll,a = maxll a; l, laz1 |an ll 

由 已 知 ,a 2 b > 0 

考察 多 项 式 Plr) = brat + bria? +…+ b+b0, 它 的 所 有 系数 bo,6b1,…, be 和 根 ziyzz， 
n 均 属于 集合 M ,根据 根 与 系数 的 关系 ,有 


zitat +a =a 


br- 
PTEN RAEE Tatas kus: p EN E 
2 173 1 


b 
br- Y? 264-; 
因此 êta ttg? = (- 22) - 2i 


于 是 Wattar tta? 
bl 2b- 2 2 
Za 
所 以 k < + 人 = A ,推出 矛盾 ;多 次 式 的 次 数 不 可 能 大 于 A , 故 不 存在 . 
【评注 】 本 题解 题 的 关键 是 利用 多 项 式 的 根 与 系数 的 关系 ,以 及 最 值 性 得 到 估计 k 的 不 等 式 , 且 
是 有 上 界 的 ， 


例 6 (1997. 第 38 届 1MO 中 国 国家 队 选 拔 考试 第 4 题 ) 试 求 所 有 满足 下 列 各 条 件 的 实 系数 多 项 式 
(z): 

(1)f(z) = aoz?" + ayz?""2 + = + a2n-27? + ay (ao > 0) 

(2) Sazan- < Clhasax, 

(3)f(z) 的 2n 个 根 都 是 纯 虚 数 . 

【分 析 】 


注意 到 f(r) 中 的 工 均 是 偶数 次 矫 ,自然 就 会 想到 构造 一 个 n 项 的 多 项 式 , 则 其 根 都 是 实数 (由 条 件 
(3) 知 ), 从 而 利用 n 次 多 项 式 的 韦 达 定理 ,得 条 件 (2) 考察 系数 之 间 的 关系 ,其 中 需要 灵活 地 运用 不 等 


式 的 某 些 技巧 和 恒等式 Ci, = Dar 
= 


解 :首先 记 

glt) = agt" — azt"! + e+ (— Vag i + o + (— 1)"az, 

BM fl) = (-1)"g(- z?) 

š + ip, tih £ ip, EEDE f(m) 的 2n 个 根 ( 不 妨 设 忆 > 0,j = 1,2,…,n) 则 多 项 式 g(t) 


的 n 个 根 为 6 = B? > 0,j = 1,2,…,n 
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h <kb <: < k < n) j= 2 


则 O(C7)2 €= 
ao 
Sn z E 
"|P aaa | 
(Damn) a EL 
< bh tat "ao 
aa) ym ea 
= fi , A202 . 
— a ag 


注意 到 C2" = È (CL atis O 和 题目 的 条 件 (2), 可 得 
Oca = DC a < bi A i 
<? 
= cn% 
a 
H Q 中 式 看 出 ,对 于 /= 
的 条 件 , 可 知 t = t= 


ii = pð 
ag 


于 是 flx) = alz? + rz)"(ao > 0,r >0) 

易 验 证 ,这 样 的 多 项 式 (1) 满足 题目 的 全 部 条 件 . 

例 7 ë rir r, 是 实 系数 多 项 式 

f(z) = a" + paa! + t paat + pal Pa Z 0) 的 个 根 . 


GO) kun [0 + 1) 之 0 


,2 在 人 中 式 中 的 “和 "号 都 从 为 "= "号 ,依据 Cauchy 不 等 式 及 等 号 成 
如 ,将 这 个 正 数 记 为 王 ,就 得 到 


saa; = aor” ji = 12 


Q) #]1G + 2) S 1.N f) WARR a + bi, Ela? + 如 +1)? 之 462+1 
证 :(1) 首先 ,我 们 证 明 


Tas» = (pi ps + ps =) + O- pat p = 2 ©) 
事实 上 , 因 riro r, 是 [(z) 的 nn 个 根 , 故 f(z) = (z — ri)(z — rela- ra) 
观察 ( * ) 式 左边 可 联想 虚数 单位 i HERAN) 各 项 的 符号 ,于 是 令 x = i, 得 
(Gir) ri ra) = fG) 
= itp At puai + Pa 
= m(1- pii- P2 + pait pa-t) 
= (p - qi) © 
再 令 z =- i, 得 
《一 (一 rm) (— i-r) = f(— i) 
= ("+p DT t+ paal i) + p, 
= (- i)"[1 + pii- p2- psi + pat psi—*] 
=(- i)"(p + qi) © 
Oxo 
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a+ r) = P+ 


这 样 一 来 ,我 们 证 明了 (* ) 式 
即 TIa +d =i 1=1f( o 1>0 


jar 
(2) # roro r, 全 为 实数 , 则 
G ) G-p Ña +> 
#& (D IS 18, G) i= 185023 = 01L) < n), AT f0) = P, = 025 P, 
HORR, rora 中 必 有 雇 数 . 设 rrara PHa anap 个 实 根 ,有 r XERRA, 
Breb Bi Peo P OEREN, p +2y = n) W 


Ka) = e-e: Te - az- 两 
naf) I= Biat HG <i 


ja 
“li-al=Vi+ta 21, = 1 
ep bi(a,b € Rb 2 0) #1 (i-B)(i-) iS 1 
即 (Ca?+(b-1)). Ca? + (b+12)= (a? +6? +1) -4 <1 

c(a? +b +1) L4 +1 Ep 

例 8 ”证明 对 每 一 整数 n > 1, 多 项 式 


2 
f(z)=1+=z+39 t“ +l 


= z 
-Di* 
无 有 理 根 . 

证 : 设 /(x) 有 有 理 根 a, 则 整 系 数 多 项 式 F(z) = n! f(z) 也 有 有 理 根 a, AT a 为 整数 


即 ati narta Blaton ta +n!l=0 
设 p 为 n 的 质 因数 , 则 由 上 面 的 方程 知 p | a", AT p | a 
设 7 为 满足 pr | n HAKEN, p <k < pl 二 0 为 整数 ) 


mlh [A] [i]t 


# PALTA A MA 中 至 少 出 现 r - (k -1) +k = +1 次 户 ,从 而 Ar 到 wk = 
1,2,--,m), 从 而 由 上 而 方程 得 y" Inl, F. 

例 9 (1996. 第 37 届 IMO 备 选 题 ) 设 ”是正 偶 数 ,证明 : 存 在 一 个 正 整数 K ,满足 K = f(z)(z + 
1D"+g(z)(z?+1), 其 中 f(z),g(z) 是 某 个 整 系数 多 项 式 ,如 果 因 表 示 满足 上 式 的 最 小 的 k, 试 将 ko 
表示 为 n 的 函数 . 

解 :(i)n 为 偶数 时 ((z + 1)",z? + 1) = 1, 于 是 存在 有 理 系数 多 项 式 f'(x), g" (zx), 使 得 1 = 
f`(z)(z +1)"+ g*`(z)(z"+1) 

BHRAIS CI) g (z) 的 所 有 系数 的 分 母 的 一 个 公 倍数 , 记 f(z) = Kf (x) g(x) = Keg*(z), 则 
f(z),g(z) 为 整 系数 多 项 式 , 且 

K = f(z)(z +1)" + g(z)(z"+1) 

(ü) 设 m = 2° ,为 奇数 , 记 m = 2° 则 可 设 z*+ 1 = Ca” + Dh(z) 


h(z) 为 整 系数 多 项 式 ,并 设 um = Zh JH z" + 1 = 0 的 mm 个 根 . 


HERR K , 整 系数 多 项 式 f(z),g(z) 满足 
K = f(z)(z + 1)" + g(z)(z" + 1) 
则 K = fw) (w+ 1)", = 1.2... m 


于 是 Ke = [L eo) ILOG + D" 


设 o = w twt + us 


0, = wyw + WwW + + Wm- Wm 


Gm = wwr w, 


由 韦 达 定理 知 oj 为 整数 ， ms [leo 为 关于 ww 


RA ooo, 的 整 系数 多 项 式 .于 是 它 为 台数 ,而 
ia +1)"= [Hew +D) 
= (1+ ot ort + om)" 
= 2" 
因此 ,2" | K”, 2 | K, 于 是 ,K > 2' 
记 E(z) = (z + D(z + (zm + 1) 
= (z + 1)”F(z) 
对 于 固定 的 jE |1,2,…,m| ,考虑 集合 (wj w w 
根 , 且 两 两 不 等 , 故 它 为 z + 1 = 0 的 解 集 ， 
于 是 E(W,) = (1+ w)(1 + w?) + w?) 
= (1+ (1 + w) Cl + wn) 
=2 
H G(z)(z" + 1) +2 = E(z) = (z+1)"E(z) 
两 边 : 次 方 ,得 G'(z)(z"+1)+2 = (2 +1)"F (2) 
其 中 G' (z) 为 某 个 整 系数 多 项 式 
另外 ,由 z+1= (zx"+1)h(z), 有 h(-1) = 1, 故 可 设 
两 边 n 次 方 ,得 C'(z)(z+1)" = h(z)d(z)+1 
其 中 d(z) 为 某 个 整 系数 多 项 式 
由 @,@ 得 
G'(z)d(z)(z" + 1) = G*`(z)(z" + D)d(z)h(z) 
[(z +1)"F' (2) - 2: ][C'(z)(z 
= (z+1)"U (z)+2' 
其 中 U (z) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 
因此 存在 整 系数 多 项 起 f(r), glr) ,使 得 
X = f(z)(z + 1)" + g(z)(z" + 1) 
综合 上 述 ,ko = 2:, 其 m = 2。 4,1 为 奇数 . 


,er DERMEI H [Ü rao) Tag 


w?) ,其 中 的 元 素 均 为 z"+1 = 0 的 


Clz)(z+1)= h(z)-1 


+1)"-1] 


例 10 flr) = aor?” + az? +o t aniz? + anlan > 0) WE 


G) Da an-i < Chaoan 
Gi) 各 根 为 纯 虚 数 
求 f(z) 


解 :可 令 g(z) = aoz" + az 1 + + aniz + an H fOr) 各 根 为 纯 虚 数 知 ,g(z) 各 根 均 为 负 ， 
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B-l > 0,i =1,2,…,n) 为 g(z) 的 = 个 根 ,由 韦 达 定理 得 


gl ati = ar = = jn 
即 olz sz) = 8 j= Dn 
WEE Daoa < ca. a o 


另 一 方面 ,由 À ` G 不 等 式 ,得 
= gam > a (Ta GENE 


zo 
OEE r a 
= ci nt -GTTax 
i 
= A(Z) = 0,1,2 @ 
利用 恒等式 cz = Zes 


cC; c> 


© 


由 四 ,四 iia j= Ch'a AADORP B (X z) = x2 = … = z, = tlt >0), 


从 而 g(x) = ao(z + t)", WA flx) = ao(zz + t)"(t > 0) 为 所 求 . 

例 11 Bfr) 是 整 系数 多 项 式 ,并 且 /(z) = 1 有 整数 根 ,约定 将 所 有 满足 上 述 条 件 的 了 组 成 的 
RAH F. 

对 于 任意 给 定 的 整数 k > 1, 求 最 小 的 整数 mk) > 1, 要 求 能 保证 存在 f € F, 使 得 

f(z) = m(k) 

RA 个 不 相同 的 整数 根 . 

【分 析 】 首先 对 f(z) = m() 恰 有 个 不 相同 的 整数 根 的 情况 进行 研究 ,再 利用 作出 结果 解决 原 
题 . 

解 :假定 FE F 使 得 /(z) = m(k) 恰 有 个 互 不 相同 的 整数 根 , 设 这 些 整 数 根 依次 为 Bi ,82 s Pe 
则 存在 整 系数 多 项 式 g(z) ,使 得 


fla) - m(k) = (z - B)(z ~ R) -PB)g(z) 0 
又 由 f € 下 知 存在 整数 a, 使 得 /(a) = 1 
H a RAER 并 在 等 式 两 端 取 绝对 值得 m(k) -1 =] a- f lla- By te la = ñ 1° 


I gla) 1 

依 题 设 a。- B,a ~ Para - Barsa 一 导 是 言 不 相同 的 整数 ,又 mm(k) >1, 所 以 它们 均 非 零 .为 保证 
m(k) 确 为 最 小 ,显然 应 有 | g(a) 1= 1, 而 a - Bi,a - para - sya - ñ 取 绝对 值 最 小 的 个 非 零 
整数 , 亦 即 从 + 1, + 2… 中 顺 次 选取 . 

下 面 对 分 情况 讨论 求 出 m (k) 的 具体 值 . 

H k BABI a- Bi,a Bora- ua -及 应 取 十 1, 土 2…, 土 得 ,其 中 有 乞 个 负数 ,考虑 最 
初 的 分 解 式 可 知 z (=) 必 等 于 (一 1) 和 + 


从 而 m= [(4)] +1 
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相应 的 /可取 
4 
4 
sæ = C pha e-a [4] tsa 
类 似 地 , 当 WERE, a- pra- Bara- Da A R E1, 2ye, EEEL g(a) 等 
ODi 
k+l 


从 而 m(k) = (H) (H) 
相应 的 可取 


i 
Ko = C pt J- D(a 531) (E) (HA) 
W12 设 实数 z,y,z,w 满足 
Zz+ytz+u=z +y +z +u) =0 
试 求 :u = wlw + z)(u + y)(w + z) 的 值 . 
解 :把 z,y,z,w 看 成 四 个 未 定 元 ,由 题 设 cy = si = sy = 0, 由 牛顿 公式 (1) ,得 


-ast+2c = 0 


从 而 s, =  2ayisa > 01s2 + ozs, — 303 = 0 

MT sy = 303 

同 理 S, = 20 - 4o4iSs =- 50203;S7 = 7(az* - 04)03 

因 S = 0, 故 cy = 0 或 ok = 0? 

Ë o = 0, 则 以 x,y,z,w 为 根 的 多 项 式 

f) = (t - z)(z - y)(t — z)(t - w) 

= tito H o 

由 上 式 可 见 ,7(z) 的 四 个 根 为 两 对 相反 数 , 则 w 必 与 z,y,z 之 一 为 相反 数 ,从 而 u = 0 

Ë o, = 02, D s4 =-20? <0, X s, = I+ yt + zt + wt 之 0, 因 而 ss = 0, 于 是 z=y=z= 
w=0, Uu = 0 

例 13 (1986.39 27 届 IMO 中 国 国家 队 选 拔 考试 题 ) 设 ri,zz,，…zn 为 实数 (n > 3), $ p = 
q= 2) ræ RE: 


= 


O Elp -24>0 


=1 
Din- Pp <a - z 


证 明 :(i) 由 韦 达 定理 知 , 实 数 zl, zz,…,zs 是 实 系数 = 次 方程 zm — pa! + gz-2+…+aiz+ao 
= 0 fÉ) n 个 数 .于 是 由 定理 7 的 (1) 有 
A = (n - )(- p} — 2nq > 0 


q (i=1,2,--,n) 


m “le 24>0 

Gi) 设 实 系数 n — 1 次 方程 zx-1 ba? ea? o + dz + e ËB Z (< k n,k Z i), h 
韦 达 定理 知 , = p- riq = c + zÀ = c+ alp- zi) 

即 c = q+ xë - pz,(1< i< n) 
由 定理 7 的 (1) 有 A = (n -2)b? -2(n - 1) 20 

即 (n -2)(p - z)2-—2(n - D(q + z? - pz) >0 

整理 得 
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Ls P-a- 


例 14 (1989.38 30E IMO 中 国 国家 队 选 拔 考试 ) 求 最 大 整数 ,使 方程 (> + 1)" = z" + 1 的 所 有 


非 零 解 都 在 单位 加 上 . 


程 的 系数 都 是 实数 ,其 根 以 共 二 复数 的 形式 成 对 出 现 , 于 是 方程 的 非 零 解 又 可 表示 成 


解 :利用 二 项 式 定理 ,将 方程 化 为 
z(Cle ?+ Cit + Ct + = + Ce + OF’) = 0(n >3) 
记 方程 的 非 零 解 为 z,(i = 1,2,…,n — 2). 由 韦 达 定理 ,有 


eS E 
S, = >= = =- 
3 
s= Ë oa 各- 到 -De-2 
1na : 


Bn > 4 满足 题 设 条 件 , 则 zz = | z; 2 = 1,z = z + Z, ARAG = 1,2,…,n 一 2), 由 于 方 


一 2), 因 此 


= = 


= Datz) 2 ln 


n= D zm y= F- Sian 


S< 


Sir = že +E? + 2z; Z.) 


= HS 2S2) + 2(n - 2) 
所 以 6 = 7 LS)? = AS? -2S;) - X(n -2)] 
i = HOn? -30n +35) 
由 韦 达 定理 知 ,实数 zi(i = 1,2,…,n - 2) ARRENE z"-2 — tr? + tart +o t taar + 


to-2 = 0 的 n -2 个 根 ,利用 定理 7(1) 有 


A = (n-3)(- t1) -2(n-2)t>0 
即 (n-3(n-1)? -2n -2) C 30n +35>0. 


整理 得 (n - 4)[(n -5)2- 12]<0 
解 得 nS5+V12<9, 即 xn<8 


Ë n = 8 时 ,方程 化 为 

(8z5+ 28z5 + 56z* + 70z3 + 56z? + Bz + 8)z = 0. 其 非 零 解 是 下 列 方程 ( * ) 的 6 个 根 . 

426 + 14z5 +28z4 + 352° + 282? + 14z +4 = 0 (>) 
而 方程 ( * ) 可 变形 为 


4(z3+z-3)+14(z2+z-2)+28(z+z-1)+35=0 

即 4(=+z- 3+1l4(=+z)2+1l6(=+tzD)+7=0 

由 于 A = (3-1) .162-2.3.14.7=-76<0 

由 定理 7 的 (2) 知 ,方程 4z3 + 1422 + 16z + 7 = 0 的 根 不 全 为 实数 , 即 存在 方程 ( * ) 的 根 = ,使 x; 


+ z! 不 是 实数 .于 是 ,= +z A z + z, BDI z 12 1,8& n = 8 不 满足 题 设 条 件 . 


Ë n = 7 时 ,方程 化 为 
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0=(z+1)- (2+1) 


6 6 
= (z+1) PDC- (z +1) 27 


= = 


-De 


" 
=(z+1) Dici -(-1D9]z 
=7(z+1l)z(z2+s+1)2 

其 非 零 解 为 - 1 和 cos120° + isin120 都 在 单位 圆 上 - 

综 上 所 述 , 满 足 题 设 条 件 的 最 大 整数 ”为 7. 

[E] 上 述 解法 比 当时 命题 委员 会 的 解答 要 算得 自然 ,简洁 . 

例 15 (1996. 第 37 J IMO 国家 队 选 拔 考试 题 五 ) 设 n 之 4,a1,a2,…,an s Pis Bors Pa 是 两 组 实 
数 ,满足 


Do < 15 <1 
RA =1- 六 oz,B = 1- Dp 
四 名 


=4a- PA 
求 出 一 切实 数 ,使 得 方程 zx + A(2"7l +… + z) + wr? + ABe + 1) = 0 仅 有 实 根 
【分 析 1】 当 X = 0 时 结论 是 显然 的 , 当 ) 天 0 时 设法 推出 矛盾 , 若 直接 从 本 题 条 件 人 手 , 则 易 联想 
到 韦 达 定理 沟通 关系 ,从 而 进一步 导出 矛盾 . 
解法 一 :显然 当 》 = 0 时 题 中 方程 仅 有 实 根 z = 0 
下 面 考虑 x 0 的 情形 ,此 时 方程 无 0 根 ,假设 方程 的 n 个 根 全 是 实数 , 设 为 el,ez，…en 
HP e E G101,j = 12…m 
观察 根 与 系数 的 关系 . 
eiere, = (= DA 
1 


aeva(t +E +t )= C DSDAB 


eere [ 2. 去)= (- Daw 


由 以 上 关系 式 可 得 


1 


w 
s a<, 6k 


但 A2B? = a-da- 3185 
s= 3 2: g Š 2 2 
[0+ Š] 
2 
A z 
= [1-4 2262 + 89] 


<a- Sog? 
Stw © 


@、@ 矛盾 ,… 任何 4 并 0 都 不 合 要 求 . 
综 上 可 知 ,要 使 题 中 的 方程 仅 有 实 根 ,必须 且 只 须 A = 0 
【分 析 2】 如 果 引 用 定理 7(2), 则 会 产生 更 简洁 的 方法 . 
解法 二 : 当 X = 0 时 ,方程 仅 有 实 根 0. 
当 4 关 0 时 
A = (n - 1)(2AB}? - 2n (àw)à 

= 22[(n — 1)A2B2 — 2me] 
由 1- Vw = Dah < D(z + BD) 

s ¿=S A= Ë 
2 

y> AB > AB 
所 以 2w 2 AB 
故 A, < A2[(n - 1)A?B? - nA2B2] =- A2B222 < 0, 由 定理 7(2) 知 ,方程 的 根 不 全 为 实 根 . 
综 上 所 述 ,只 能 是 X = 0 
例 16 题目 见 第 二 讲 的 例 9. 
【分 析 】 引用 定理 8, 解 法 将 得 很 大 简化 
解 :考察 多 项 式 
f(z) = 1+ r+ + "1 


Y 
gla) = (m -2) + S'n 
依据 定理 8, 立 即 可 以 判定 fC) 1 g(x), 因 而 存在 常数 ,使 得 g(x) = Xf/(zx) 
Tk. mehan ee RSi 
° 
AMAR Ši n = CA XS 
(mo -2)+ ni + + npa = G$, -2 © 


# 0O44 
m= (Ch -2) +2 
这 就 是 所 求 的 答案 (满足 条 件 (i) MGi) HFR A 的 个 数 ). 
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82.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.(1) Ë f(z) = 1 + Dn y e t r?" + a + 1ER gla) = z" + "l+ + z 1 %B, 
试 确定 正 整数 对 m,n 应 满足 的 充 要 条 件 . 
(2) 确定 自然 数 m Ë f(z) = (1+ z)” + xz"+1 能 被 g(z) = x? + r+ 1 BR. 


2.(1) 设 P(z) 是 次 多 项 式 , 且 对 人 = 0,1,2…,n HPC) = pE OR P(k + ) 
(2) 试 确定 所 有 多 项 式 ,使 (z+ 1) = f(z)+1 


3. 设 a,b( 天 0),c >0 是 有 理 数 , 且 上 不 是 有 理 数 的 平方 ,又 a + bl 是 整 系数 多 项 式 f 的 根 ,求证 : 
fla- bk) =0 


4. BA f n (n >11) KEAR, f0) 关 0, 且 了 的 任 两 根 的 乘积 仍 是 7 了 的 根 , 试 求 一 切 满足 上 述 条 
件 的 f 


5. 求证 :多 项 式 f(x) = r- x" -1 有 模 为 1 的 根 的 充 要 条 件 是 6 n + 2 


6. 设 是 整 系数 多 项 式 , 且 /2 有 4 个 不 同 的 整数 根 .求证 :对 任意 整数 a,f(a) 不 等 于 1,3,5,7， 
9 中 的 任何 一 个 . 


7. 设 实 系数 多 项 式 fF(z) = z) + ar?+brt+c 的 三 个 根 都 是 实数 ,证 明 ;(1)a2 宇 36;(2)f(z) 至 
少 有 一 根 三 4o Va? - 3b - a); (3) 最 大 根 与 最 小 根 的 差 宇 V a? - 3b 


8. RAAR” 是 整 系数 多 项 式 (z) HR, Cuv) = 1 ,证明 :(1) A 是 整数 ;(2) Hea 
如 三亚 
v 


整数 .这 里 m 是 任意 整数 . 


9. 设 aivaz,…vazs 是 2n 个 互 不 相等 的 整数 , 若 方程 (z- ai)(z 一 a2)…(z — aa) + (Da) 
= 0 有 一 个 整数 解 ,证 明 :r = 元 (al + cz + + azn) 


10. REFR f(x) = z" + atzi+…+aniz+1 有 mm 个 实 根 , 并 且 系数 ol,az,…,av-l 都 是 非 
负 的 ,证 明 :7(2) 之 3" 


11. i f(x) = agx" + alz + o + an 为 整 系数 多 项 式 , 且 ao,as,j(1) 与 j(- 1) 均 非 3 的 倍数 ， 


” WEB]: f(z) 有 无 理 根 . 


12. 证明: 对 n 宇 2(n € N), 方 程 1+2z +3zx?+… + nv"! = n? 有 一 个 有 理 根 在 1 与 2 之 间 . 


13, 设 f(z) = ao + ajz +n + azila, #0) 为 实 系数 多 项 式 . 
(i) # ao > a) Saro > a, > 0,0 f(z) 的 所 有 根 的 模 都 不 小 于 1. 
Gi) EOL ao < --- an M f(z) 的 所 有 根 的 根 都 不 大 于 1. 


14. AE r" + ania"! tee t ar+ ao = 0 的 系数 都 为 实数 , 且 适 合 条 件 :0 < a S< a < < 
an-1 < 1, 已 知 4 为 此 方程 的 复 根 , 且 适合 条 件 | 4 | 二 1, 试 证 :4"** = 1 


15. 设 一 元 n 次 方程 
b," + b,- al + e + biz + bo = 0 
的 系数 都 是 虚数 ,pk = a, + a, (k = 0,1,2,---,n) RER 0 < ao < a) < …< ap- < a, 
车 1 2 | 是 方程 的 复 根 ,求证 : 1 Z 1= 1 


16. 利用 牛顿 公式 解 方程 组 
Zz+y+z=3 
+y += =3 


+ 


B 组 


1.(1997. 全 国 高 中 联赛 试题 ) 设 非 零 复数 a1,a2,a3,a4,as 满足 
Sp. e s 


a g a2 a a4 
1 £ 1 1 1 
+ ad+ as = + 一 + 一 + 一 + 一 ]= 
ata + az + as + as (L M as sC Ns s 


其 中 S 为 实数 且 | S < 2, 求 证 :复数 a1,a2,a3,a4,as 在 复 平面 上 所 对 应 的 点 位 于 同一 圆周 上 . 


2.(1997. 全 国 高 中 数学 联赛 加 试 第 2 题 ) 试问 : 当 且 仅 当 实数 rori an Cn > 2) 满足 什么 条 件 


时 ,存在 实数 yo,y1,，…,>w 使 得 
Z = Z +Z) ++ Z? 


成 立 , 其 中 Z = z+ iy ,i 为 虚数 单位 ,k = 0,1,…n ,证 明 你 的 结论 . 


3.(1997. 第 37 届 IMO 备 选 题 ) 设 a, > ax > … > a, 是 满足 下 列 条 件 的 个 实数 :对 任何 整数 人 
> 0,# at + ay + + at 过 0 成 立 . 令 已 = max| | al1,1az1,…, la, 1}. UE: P = a1, 并 且 对 任 


何 z > a, 均 有 (z- ay)(z — az)": (z — an) < (z - an) < z" - ai" 


4. (1996. 38 37 届 IMO 备 选 题 试 题 ) 设 ci,az,…,au 是 非 负 实 数 , 且 不 全 为 零 . 
(a) 证明 :方程 x" - az 一 …- as-iz = a, = 0 恰 有 一 个 正 实 根 ; 


OFA = Da, B = Dja, 并 设 k 是 上 述 方程 的 正 实 根 ,证 明 :A^ < Re 


5.(1996. 第 37 Jš IMO 中 国 国家 队 选拔 考试 第 6 题 ) 是 否 存 在 非 零 负数 a,b,c 及 自然 数 h ,使 得 只 
要 整数 ,4，m 满足 | 1+ L 1+1 m | 之 1996, 就 必定 成 立 | ka + b + mc |> 十? 


6.(1986. 第 27 届 IMO 中 国 集 训 队 试题 ) 设 a,b,c 表示 公 ABC tF ZA, ZB, ZC 所 对 的 边 长 ,Pi， 
P; 是 A ABC 平面 上 任意 两 点 ,它们 到 A,B,C 三 个 顶点 的 距离 分 别 为 a1,a2,51,52,c1,c2, 求 证 : 
aaiaz + bbib2 + ccicz > abc 


7.(1996, 第 37 届 IMO 备 选 题 ) 设 n 是 正 偶数 ,证 明 :存在 一 个 正 整数 人 ,满足 & = f(x)(z +1)"+ 
8(z)(z"+1), 其 中 /(z),g(z) 是 某 个 整 系数 多 项 式 .如 果 用 k 表示 满 足 上 式 的 最 小 的 , 试 将 ko 表 为 
n 的 函数 . 


8. (1999. 中国 数 学 奥林匹克 第 2 题 ) 给 定 实数 a, 设 实 多 项 式 序列 1.(z)| 满足 
fo(z)=1 
fsa(z) = nfs(z) + falaz)in = 0,1,2, 

(DD) 求证 :f(z) = (十) ,n= 0,1,2, 

(2) 求 (zx) 的 明显 表达 式 
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9.(2000. 第 40 届 IMO 备 选 题 ) 已 知 素数 P > 3, 对 于 集合 10,1,2,…,p -1 的 每 个 非 空子 集 T ik 
ECT) 是 所 有 已- 1 元 数组 (zi,zz,…,zp-i) 组 成 的 集合 ,其 中 每 一 个 六 ET, 且 zi+2zz+ + (Pp 一 
1)z,- 可 以 被 p 整除 , 设 | E(T) | 表示 E(T) 中 元 素 的 个 数 .证 明 : 

1 E({0,1,3}) 121 E(10,1,2}) | 
当 且 仅 当 P = 5 时 等 号 成 立 . 


10.(2000. 第 41 Jš IMO 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 第 4 题 ) 设 f( z) 是 整 系数 多 项 式 ,并 且 f(x) = 
1 有 整数 根 ,约定 将 所 有 满足 上 述 条 件 的 了 组 成 的 集合 记 为 下 .对 于 任意 给 定 的 整数 k > 1, 求 最 小 的 整 
数 m(k) > 1, 要 求 能 保证 存在 f € 下 ,使 得 
f(z) = m(k) 
恰 有 k 个 互 不 相同 的 整数 根 . 


11.(2001. 第 41 届 IMO 备 选 题 ) 对 于 一 个 具有 不 同 实 系数 的 2000 次 多 项 式 已, 由 的 系数 的 一 个 
排列 构成 的 所 有 多 项 式 的 集合 设 为 MP), EDR P 称 为 是 n - 无 关 的 ,如 果 P(n) = 0, 且 从 任 一 多 项 
= Q € M(P), 最 多 交换 Q 的 一 对 系数 得 到 一 个 多 项 式 Q ,使 得 Qi(n) = 0, 求 所 有 整数 ,使 n -无 
关 多 项 式 存在 . 


$3.1 知识 要 点 和 基本 方法 


I .概念 

定义 1 “含有 未 知 数 的 等 式 称 为 方程 . 

定义 2 “含有 未 知 函数 的 等 式 称 为 函数 方程. 

例如 :(1D)/(z) = f(— z),(2)7(z) =- f(— z) 

(3)/(z + T) = fN R T #0) 
(4)7(z+ y) = fla) + f(y) + 1 等 ,都 是 函数 方程 .其 中 /(z) 是 未 知 函 数 . 

EXIS MRR AC) 在 其 定义 域内 的 一 切 值 均 满足 所 给 函数 方程 ,那么 称 (=) 是 该 函数 方程 
的 解 

函数 方程 的 解 可 以 是 一 个 或 几 个 ,甚至 可 以 是 无 限 多 个 函数 ,例如 上 述 方程 (1),(2),(3) 的 解 分 别 
是 一 切 偶 函 数 ,一 切 奇 函 数 ,一 切 以 T 为 周期 的 函数 . 

定义 4 “寻求 函数 方程 的 解 或 证 明 函 数 方程 无 解 的 过 程 ,叫做 解 函数 方程 . 
I. 函数 方程 的 类 型 与 方法 

解 函数 方程 不 需要 专门 的 知识 ,关键 是 要 清楚 它 的 类 型 和 基本 解 题 方 法， 
1. 类 型 

按 问题 的 性 质 分 ,函数 方程 可 分 成 三 类 ， 

(1) 确定 函数 的 表达 式 

(2) 确定 满足 函数 方程 的 函数 的 性 质 

(3) 确定 函数 什 

车 按 热点 内 容 相对 较 集中 ,而 彼此 又 有 所 区 分 来 划分 , 则 可 分 成 六 类 。 

(1) 柯 西方 各 

(2) 确定 周期 本 数 的 方程 

(3) 函数 值 与 界 的 估算 

(4) 连续 型 函数 方程 

(5) 离散 型 函数 方程 

(6) 函数 方程 解 的 存在 性 
2. 方 法 

解 函数 方程 所 用 的 方法 与 技巧 大 致 如 下 ， 

(1) 定义 法 (2) 换 元 法 (3) 解 方程 组 法 

(4) 赋值 法 (5) 待定 系数 法 (6) 递 推 法 

(T) 数列 法 (8) 数学 归纳 法 (9) 参数 法 

(10) 函数 迁 代 法 (11) 不 动 点 法 (12) 反 证 法 

(13) 不 等 式 夹 通 法 (14) 函数 运算 与 单调 性 

在 赛 题 精 讲 中 ,我 们 是 按 热点 问题 相对 集中 ,彼此 又 能 区 别 开 来 的 六 类 问题 分 别 讲解 的 . 


$3.2 赛 题 精 讲 


1. 柯 西方 程 

例 1 〈 柯 西方 程 ) 设 flr) 在 上 上 单调 ,对 任意 zx,yE k 有 

f(z + y) = f(z) + fy) 

求 函数 f) 

【分 析 】 解法 是 变量 代 换 法 . 

解 : 令 y= 工 ,得 fOr) = 27(z) 

令 y=2z, 得 f(3z) = flx) + f(2z) = 3f(z) 

一 般 有 (nz) = nf(z) (n€N) 


MZ Ratt f(a: Z)- (2) 
as(2)= T(z) 


于 是 对 n,m EN 有 /(=)= mf (Lz)= (z) 
令 y=0, 由 得 f(z +0) = f(z)+ f(0) 
< f0) = 0 
因此 又 有 /(0- z) = 0. f(z) 
Gyz- 0= /(z+(- 2) = fla) +t fO a) 
cf z) =- flx) 
于 是 对 YrE Q, 有 f(rz) = rflx) 
令 z = 1, 并 记 /(1) = A, 于 是 对 有 理 数 ,有 
Fr) = fir 1D = rf) = kr 
又 …F(z) 在 上 上 单调 
… 函数 方程 @ 的 惟一 解 为 F(z) = ke 
事实 上 ,对 无 理 数 =, 取 z 的 不 足 近 似 有 理 数 rm 和 过 剩 近似 有 理 数 s ,使 得 
mm 一 2 人 (一 co) 
A k 二 0, 于 是 有 不 等 式 
kr, = fr) < f(z) < f(s,) = ks, 
Q n= o, WR fC) = kr 
BJ @ 的 惟一 解 为 fF(z) = kz 
下 列 各 方程 均 可 作 变换 转化 为 柯 西方 程 来 求解 . 
(1) # f(z + y) = f(z) fle) H fl) #0, flx) = a 
(2) # f(ay) = f(z) + f(y)(z >0,y>0), 则 f(z)= P 
(3) # flay) = f(z) ` f(y)(z > 0,y > DM f(z) = 


= Ka) fO). zE 
OE fa t y) = KEO NI fa) = £ 


(5)# f(z) >0,H z >0,y>0 时 ,有 f(z+y)= f(z) + fly) +2 / f(z) * fly) 
则 f(z) = az2(a > 0) 
(6) # f(z) >0,B z >0,y>0 时 有 
Pla) + PO) = (z + y) 
则 f(z) = ayz(a >0) 


Page EEEN 


(7) # f(z) 20, B Pla + y) + Pl- y) = Afl) + PO) f(z) = a 1 z 1 (a > 0) 

(8) # flx + y) = flx) + f(y) + kry, 则 f(z) = ar? + br 

(9) # f(z + y) + f(z — y) = 2f(z),W f(z) = az + b 

ao#/[#22)= Z) fO) M fa) = az + 4 我 们 来 证 明 (10) 

例 2 设 /(z) 在 上 上 单调 , 且 

z+y\_ f(z)+ fO) 
/于 *)- 2 

R fla) 

【分 析 】 方法 是 转化 成 柯 西 方程 解 

解 : 设 /(0) = 5, 由 已 知 有 

Ladt fO) (z+y)+0) f(z+y)+/f(0) 
DaN Í 5 2 

得 flety) = f(z)+ fy) - f0) 

即 fla + y) - f(0) = [/(z) - f(0)] + [/(s) - f(0)] 

记 g(z) = f(z)- f0) 

于 是 有 柯 西方 程 

&(z) 在 类 上 单调 , 且 g(z+y) = glz) + gly) 

由 柯 西方 程 得 g(x) = ar = f(z) - f(0) 

即 f(xz)=artb 
2. 关于 确定 周期 函数 的 方程 

周期 函数 的 定义 : f(z + 1) = flx) V z € D( 定 义 域 ) B(z £ 1) € D,L 天 0). 这 本 身 就 是 一 个 
函数 方程 形式 的 定义 , 稍 加 变形 ,例如 ,映射 F;R — k 且 满足 f(z + 1) =- /(z) ,那么 由 

f(z +21) =- f(z +1) =— (= f(z)) = f(x) 

知 ,f(z) 是 以 24 AMAORMAR. 


2800.2 (z+) = x FKD) #0,V z),88Z f(z + 21) = Fan = flx), B fx) A 
21 为 周期 . 

例 3 (1989. 北 京 高 一 ,复试 ) 已 知 f(r) 是 定义 在 实数 集 上 的 函数 , 且 /(z +2)(1- f(z))=1+ 
f(z) 

(1) 斌 证: f(x) 是 周期 函数 

(2) 车 f(1) = 2 + /3,btoR f(1989) 的 值 . 

解 :(1) f(z +2)(1- f(x)) = 1+ f(z) 

X “f(z) 头 1, 否则 0 = 2 矛盾 . 

B 1- f(z)#0 


p = l+ flx) 
“f(z+2)= 1= f(x) 


+ 

; 1+f(z+2) _ 11 1—= f(z) 1 

Aaroa iega t z=- KD 
1- f(z) 


1 1 
ery I = (G) 
-f(z) 


“f(r+8)= (rz+4)+4]= 


f(z) 为 周期 函数 且 周 期 为 8 
(2) f(D =2+V3 
“fl(8k + 1) = f(1) = 2+V3(k € Z) 
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~. f (1989) = f(1985 + 4) =- (985 
二 = - 
2+/3 GBR 
例 4 设 /:R 一 R,a 关 0, 且 有 
feta) = +  /fG)- (GO (Vz) 
证 明 : /(=) 是 周期 函数 ， 


证 明 : 易 知 (z) 2 (Vz €) 
f(z +a) = + = V fG) TA 


2 
(rzra2o0 1-1 - (1 - +a) = (去 -Fo 


iNet) - + = f) - + 
f(z + 2a) = f(z),2a 为 周期 
当 a = 1 时 ,/(z) = T, (|| ) 为 请 足 条件 的 函数 . 
【评注 】 此 题 应 注 ( ) 处 的 变形 和 以 后 的 弟 推 
例 5 (1996. 第 37 届 IMO 预选 题 ) 设 是 一 个 以 实数 集 R 映射 到 自身 的 函数 ,并 且 任何 z € RE 
Fæ) SLR 

f(z + B), f(z) = f(z+ +)+ /f(z ++) 
证 明 , 太 是 周期 本 数 , 即 存在 一 个 非 办 实数 <, 使 得 对 任何 = € RRE /(z + c) = f(z) 
解 :因为 对 Vx € RA 
slz B) Ga) = pleri) (z + 5), 
sarg) f(z)= (z+ B)- latg) (27 15)- (z 5 B) 
=== le 9)- (8). 
m /(:+2)-fG)= (z+ 8)- (z + 2) @ 
同样 ,有 
sari) r(z+ 丰 )= (z+ )- (25) 

( 


2 
sglr) slra) = # 


3 


seri) e= (G+ 2)- (+) 
(z+ 2)- G) = (z + B)- (= + 85) 


-slaras i)e (69). ( + 2) 
即 (z +1)- f(z) = f(z+2)- fla +) 
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因此 ,f(x + n) = f(x) + nl fixt) - f) HRA n E NRE. 

又 因为 对 所 有 z € R, | f(z) IS 1, 即 f(z) 有 界 , 故 只 有 fla +1) - fz) =0 

因此 对 所 有 z € R, f(z + 1) = f(z), 即 f(z) 为 周期 函数 . 

例 6 (2000. 北 京 高 一 数学 竞赛 第 三 大 题 )f(z) 是 定义 在 R 上 的 函数 ,对 任意 的 x € R, 都 有 f(z 


+3)< fla) +30 f(x +2) 2 f(z) +2, g(z) = f(z)-z 


有 


若 g(z) = f(z)+1-z, 则 g(2002) = 


(1) 求证 :8g(z) 是 周期 函数 ; 
(2) 如 果 f(998) = 1002, 求 f(2000) 的 值 . 
解 :(1) 由 g(z) = f(z)- z R f(z +3)< f(z) + 388 
g(z=+6)= f(z +6) - (r+6)<f(r+3)+3-r-6 

< f(z)+3+3-z-6 

= f(z)—- z = glz) © 
H glz) = f(z) - z< R f(z= 4 2)2> f(z) +2 8 
g(z+6)= f(z +6)- (z +6) 2 f(z +4) +2— (z + 6) 

2 f/(z+2)+2+2-(z+6) 

人 jz)+2+2+2- 工 -6 

= f(z)- xz = g(z) @ 
由 @.@ 可 知 ,对 任意 实数 r, MH glx + 6) = g(z) 成 立 , 即 g(x) 是 以 6 为 周期 的 周期 函数 . 
(2) 因为 g(998) = f(998) - 998 = 1002 - 998 = 4 
而 998 = 6 x 166 +2 
所 以 g(2) = g(998) = 4 
g(2000) = g(6 x 333 + 2) = g(2) = 4 
所 以 ”f/f(2000) = g(2000) + 2000 = 4 + 2000 = 2004 
【评注 】 第 一 问 ,关键 是 运用 已 知 条 件 , 采 取 夹 通 方法 ,推导 出 ; 

glz +6)<g(z)< g(z+6) 

从 而 有 &(z+6) = glz) 
例 7 (2002. 全 国 高 中 联赛 一 .10) 已 知 /(z) 是 定义 在 RR 上 的 函数 ,f/(1) = 1, 且 对 任意 zxE R 都 


f(z+5)2 f(z)+5 
f(z+1)< f(z)+1 


【分 析 】 由 例 6 受到 启发 ,要 求 g(2002) mt, 关键 要 证 明 g(z) 是 周期 函数 ,并 找到 其 周期 ， 
解 :由 g(z) = f(z)+1-z 得 
f(z) = g(z)+z-1 
fla +5) > f(z)+5 
“—g(z+5)+(z+5)-12 g(z)+(z-1)+5 
X “.f(z+1)< f(z)+1 
^ g(z+1)+(z=+1)-1<zg(z)+(z=-1)+1 
B g(z=+5)2> g(z),g(=z +1)< glz) 
^ gla) < g(z +5) S g(z +4) < g(z+3)< g(z=+2)< g(z +1)< glz) 
“g(rz+1)= glz) 
即 glr) 是 周期 为 1 的 周期 函数 
X g(1)=1 
故 g(2002) = 1 


3. 关于 函数 值 与 界 的 估算 


例 8 〈1996. 北 京 高 一 复试 试题 二 ) 函数 f(k) 是 定义 在 N 上 ,在 N 中 取 值 的 严格 增 函 数 ,并 且 满足 
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条 件 f(f(k)) = 3k, 试 求 f(1) + f(9) + f(96) 的 值 . 


[1] 解 :对 kE N, f/(f(k)) = 3k ° 
fL f(f(k))] = fk) 

X f[f(f(k))] = 3f(k) 

<- f(3k) = 3f(k) @ 
加 试 算 一 些 函 数值 ,车 设 /(1) = 1,WCA @ f8 f(1) = 3, 蔬 盾 

故 f(1)=a>1 

从 加 有 GD) = f(a) 

从 四 有 FF(D)=3xl=3 

“fla)=3 

图 再 由 /(k) 严格 递增 , 即 1 < a=>f(1) < f(a)=3. 即 1<a= fü) < fla) = 3,B f: N— 


“只 能 a = 2,-. f0) = 2,H f(2) = 3. 
[2]Q@ 初始 函数 值 知道 后 ,利用 条 件 推算 函数 值 如 下 : 


fG)= 13xD) E31) =3x2=6 


KO = (3x2) -232) =3x3=9 

f(9) = /(3x3)—3/(3) =3x6= 18 

f(18) = f(G x 6)——3/f(6) =3x9= 27 

f(27) = 3x9)- 一 31(9) = 9 x 6 = 54 

f(54) = f(3 x 18) — 3/(18) =3x27 = 81 

f(96) = f(3 x 32) — 3f(32) 

四 为 计算 f(32) ,需要 新 的 思考 ,由 上 可 知 

27，…，54 

Jan):54，…81 

即 自 变量 由 27 变 到 54, 增 加 27 个 数 ,函数 值 相 应 地 由 54 增 至 81, 也 增加 27 个 数 ,由 了 的 严格 递增 
性 可 知 . 

f(28) = 55,f(29) = 56, f(30) = 57, f(31) = 58, f(32) = 59,--- 

而 /(96) = f(3 x 32) = 3f(32) = 3 x 59 = 177 

f(D) + f(9) + f(96) = 2 + 18 + 177 = 197 

例 9 (2002. 全 国 高 中 联赛 试题 15) 设 二 次 函数 f(x) = ar? + bx + c(a,b,c € R,a #0) 满足 条 


(1) 当 rE RI}, f(x -4) = f(2- x), 有 有 f(r)>7 


(Q) z € (0,2) 时 ,7(z) < (ZHY 

(3)f(z) 在 R 上 的 最 小 值 为 0 

求 最 大 的 m(m > 1) ,使 得 存在 : € RRE x € [1,m], 就 有 f(z + t) < z. 
解法 一 :f(z -4) = fQ- zx) 

函数 图 象 关于 = = - 1 对 称 


E aga I 
-起 =-1,6=2a 


由 (3)z =-1 时 ,y= 0, 即 a-b+c=0 
由 (1) 得 ,f(1) 宇 1, 由 (2) 得 ,f(D) 过 1 
“f(D)=1,matb+tc=1 
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“f(z)= +e ++ 

假设 存在 :E RRE x € [1,m] 

就 有 f(z+t)<z 

取 z=1 有 f(t:+1)<1 

m 地 4+D2+ 二 cr+D+ 寺 <1 
解 得 -4 入: 和 0 

对 固定 的 : € [- 4,0], 取 z= m 

有 f(t+m)<m 

即 (etm)2+ 生 (t+m)+ 二 之 
化 简 有 m?-201-t)m + (+21) 0 
解 得 1-:- /7-4&<m<1-:+/—# 
于 是 有 m<1-:+/-#<1-(-4 +/-4(- 4 =9 
当 上 =-4 时 ,对 任意 的 zE [1,9], 恒 有 
Fæ -4)- z = TG 102 +9) 


= 才 (z-D(z-9) 
<o 
所 以 m 的 最 大 值 为 9 
解法 二 : f(z -4) = f(2- z) 
“函数 /(z) 的 图 象 关于 直线 z =- 1 对称 . 


-起 =-1, 即 5 = 2a 0 


Sel) = (SHY 

则 直线 y = z 与 抛物 线 g(x) = (2 
XH z ER 时 ,f(z) 汪 zx 
当 z€ (0,2) 时 ,f(z) < (z+ 
由 直线 > = z Shift (z) = (2 
—a+b+c=1 

又 由 条 件 (3) 知 7(-1) =0 


即 a-b+c=0 
联 立 四 .@、@ 解 得 


pia 
) 相 切 于 点 A(1,1) 


1) = ez 


u 的 图 象 可 知 y = f(z) 必 过 点 A(1,1) 


wat rg © 
E EE A 


ipt 
ofa) = 二 zx?+ 二 z+ 二 


y= f(z + t)(t € R) 是 将 y= f(z) 的 图 象 沿 工 轴 正 ( 负 ) 方 向 右 ( 左 ) 平 移 | | 个 单位 (其 中 
> 0 是 向 左 平 移 ;t < 0 是 向 右 平移 ), 数 形 结合 只 要 将 y = flr) 的 图 象 向 右 移动 4 个 单位 ,得 y = z 一 
4 
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mo n> 


y = f(z -4) 过 点 A(1,1), 并 且 与 y= z 的 另 一 交点 为 B(9,9). 此 时 只 要 x € [1,9] ,就 有 f(z 
-4)< =; r: <- 48, f(1) > 1, 将 不 满足 条 件 , 综 上 所 述 m 的 最 大 值 为 9. 

例 10 (1990. 中 国 数学 奥林匹克 试题 ) 设 函 数 f(x) 对 工 过 0 有 定义 , 且 满足 条 件 ; 

(对 任何 zy 之 0,7(z) f(y) < PAE) r(A) 

(2) 存在 常数 M >0,40<r<1t, | flx) IS M 

求证 :7(z) < z? 

证 明 :在 题目 条 件 (1) 中 取 z = x = 0 就 得 到 [/(0) 了 <<0 


m /(0) =0 @ 
以 下 我 们 用 反 证 法 来 证 明 : 对 任何 非 负 实数 x 都 有 7(z) < Ë @ 
假定 对 某 个 z > 0 不 等 式 @@ 不成立 , 即 /(z0) > zŠ @ 
在 题目 条 件 (1) 中 取 z = y = zo 可 得 

[f(z) < as) @ 


HOOH — ze <2ze (22) 
m /[#)> 去 © 
由 题目 条 件 (1) 容易 看 出 ,对 任何 z > 0 都 有 
r(#)> UO 
据 此 ,从 @ 式 出 发, 用 归纳 即 可 证 明 : 对 任何 自然 数 , 有 


#(2)> 2-0-17? @ 
又 因为 
2 +D4>1+A+A D y ilk 
所 以 对 上 宇 5 必 有 
2:>1+3k @ 
取 足 够 大 的 自然 数 N > 5 使 得 
B< ° 


则 根据 题目 的 条 件 (2) 以 及 @,@,@ 式 ,可 看 到 n > N 都 有 
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M> /(2)> a > 2 
但 这 不 可 能 ,因为 M 是 常数 ,而 2" 随 着 n 的 增 大 可 任意 大 .这 一 矛盾 证 明了 :对 任何 非 负 实 数 都 有 
f(z) < z: 
@ 11 (1993. 美 国 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 函数 f:[0,1] 一 > R ME: 
(Df(z) 宇 0 对 一 切 x € [0,1] 成 立 
0) =1 
(3)f/(z=) + fy) SE flx + y), x,y,z + y € [0,1] 
求 出 最 小 的 常数 c, 使 f(z) < cz 对 一 切 满足 上 述 条 件 的 函数 及 一 切 x € [0,1] 都 成 立 . 
证 明 :最 小 常数 。= 2 
首先 证 明 : 如 果 满足 (1),(2),(3), 则 f(x) <2zr 对 一 切 zE [0,1] 成 立 
由 (3) 与 (1) 得 ,f(z) < f(z) + f(x) < fle + y), B fC) 在 [0,1] 上 是 增 函 数 . 
对 x € (0,1], 取 负 整 数 ,使 到 <zr< <E TAG), 2f(z) < f(2x) 
VA 2"f(z) < 2=1fF(2z) < PAPE) < -—- < f(2"z) < fü) = 1 < 2"*1z 
W /(z)<2= 
又 显然 有 f(0) + f(1) < f(0 + 1) = f(1), 所 以 由 (1) 有 f(0)=0 
于 是 /(z)<2r=,z € [0,1] 
另 一 方面 , 令 


1 
o(0o<z<4) 
fz) = 2) 
1( 二 <x<1) 
这 个 函数 显然 满足 (1) 和 (2) 
设 r,y,z + y 都 在 [0,1] 内 ,由 对 称 性 可 以 假设 > < 二 ,从而 


flz) + f(y) = f(y) < fla + y) 
即 f(z) 满足 题 设 的 所 有 条 件 


如 果 0<c< 2, 取 ze (FE) f) = 1 > cr, 所 以 2 为 所 求 的 最 小 党 数 . 
例 12 (1996. 中 国 数学 奥林匹克 ) 设 f:N 一 ~ R, 满 足 
sa) = 2 


DSa +D S f) >an) 


论 S 是 满足 上 述 条 件 的 f 全体, 求 最 小 自然 数 M ,使 对 任何 fE S 及 n € N,# f(n) < M 

【分 析 】 确定 上 界 确 小 值 ,常常 采用 先 估计 后 构造 的 思路 ,本 题 即 应 先 佑 计 |f(n)| 的 上 界 , 鉴 于 f 
的 单调 性 ,也 即 考察 {f(2*)| 的 上 界 , 从 而 由 条 件 (2) 得 到 突破 口 ,再 构造 说 明 M 是 最 小 值 即 可 . 

证 明 :由 (2),f(n) < f(n + 1), 故 了 单 增 , 现 考察 1 /(2) 1 ZER. 


HDA) <Ha) = (1+ 寺 )F(n). 于 是 

S = K2x20< (14A <- 

2 a E 0. 

2)=( 27) 

FeD S214,22 = 2(1 Hed: 5 人 1- 去 )< samita <s(1- i) wa 
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令 x=G+D( 1+ 


<s(1-3h) 
于 是 对 任意 n € N, 取 ,使 24#+1 之 ,我 们 归纳 证 明了 f(n) < f2 2A < 10 


现在 证 明 migM = 10, 即 是 满足 条 件 的 最 小 自然 数 M = 10. 为 此 ,只 需要 构造 适当 的 fo € S, 它 在 


某 处 的 函数 值 大 于 9, 即 可 


定义 fa:N— R, foll) = 2, foln) = 2,22 < n <2** (k = 0,1,2,…,ho = 2), 显 然 fo(n + 1) 


之 fo(n), 现 验证 : fo(n) > fola) 
24 < n < 2,22 < 2n < 22 


Pln) = 20n = (1+ Za 2a < (1+ E ol = Hala), n = 2 
即 有 fo(25) >25 > 9 
例 13 (第 12 局 韩国 数学 奥林匹克 吉 赛 是 ) 设 函数 /() 对 所 有 的 有 理 数 m,n ,都 有 


17(m+ n) - f(m) KE 


证 明 :对 所 有 正 整数 上 ,有 
i 
271 A) - Gi EGD 
# 
【分 析 】 用 归纳 法 证 明 
证 明 :对 进行 归纳 
"k = 1 时 , 左 = 0= 有 
M k = 2 时 , 左 =17(4) - f(2) i= 2a N) I<1= £ 
设 当 k = n 时 ,结论 成 立 , 即 


I f") = A) 1+1 FO) = SCA) 1+ ee + G") - AO 1+1 (25) - yQ") I< n(a— D 


MJ k = n+1 时 ,有 


S 1 7(2"") - f2) 1 

= È ISOD - fl") + yQ") = S) 
<È 1 A) - f(2") 1+ X LA) - f) 1 

nl (2!) - f") i+ > 1f(2") - f2) 1 

<n | fl2 +27) - JQ") 1+ 20D 

<nxi+ an 了 

_ (n+1)n _ n +D)[(n +1) - 1 

= ($a - z 


即 £ = n +1 时 结论 也 成 立 
4. 关于 连续 型 函数 方程 


连续 型 函数 方程 是 指 函数 方程 中 ,函数 的 自 变量 在 某 区 间 内 连续 变化 的 情形 ,其 求解 方法 在 "知识 


要 点 与 基本 方法 " 中 所 谈 的 方法 都 能 涉及 到 ,如 下 只 能 选择 性 的 举 出 一 些 实例 进行 分 析 - 
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例 14 (1994. 亚 太 MO) 设 f:R 一 > R, 且 满足 
DAD + fO) + 12 fz+ y) > f(z) + f) 
DKO > f(z),z € [0.D 
G)- C D = fa) = 1 
求 出 满足 条 件 的 函数 
解 :在 试探 阶段 中 , 先 求 出 一 些 个 别 点 上 或 部 分 段 上 的 函数 值 . 
+= =y=0,f(0+0)> f(0) + /(0),/(0) <0 
MEHO), Ñ x € [0,1) 时 ,7(0) > f(z) 取 z = 去, 再 由 条 件 (1) 得 . 
2 O (3) 
aoi Szht) Ssh) 
所 以 /(0) = 0, XE f(0) < 0,Ë f(0) = 0 
研究 z 在 (0,1) 上 的 值 ,已 有 7(0) = 0, 由 条 件 (2) 知 ,7(z) <O, f(z) 可 能 取 负 值 吗 ? 
如 果 /(z) < 0(z € (0,1)), 则 也 有 (1 - z) < Ole € (0,1) 利用 (1) 有 


1> f(z)+ J n+l pt- 7)=/()=1 
矛盾 , 故 f(z)=0,z € (0,1) 
由 条 件 (1) 和 (3), 有 
a) (3) 
f(r +1)2 f(z)+ fA) f(z) + 1 ) 
f(z) f(z +1-1)2 f(z +1) + f(-1)= /f(r+1)-1 
BJ /(z+1)< f/(z)+1 
所 以 f(z+1)= f(z)+1,z € R 
通过 以 上 讨论 可 知 ,/(z) 是 高 斯 函数 一 一 取 整 函数 : f(x) = [>] 
【 注 】 (1) 解 此 题 时 ,如 果 能 有 猪 测 的 目标 是 [ z ] ,那么 证 明 过 程 就 会 快捷 得 多 . 
(2) 取 整 函数 [z] 的 表达 式 ,还 可 以 有 
[r] = z- lz}, jal Ë z 的 小 数 部 分 ， 
pe Ë 一 十 arccot(comz) 不 是 整数 
z 工 是 整数 
例 15 《1996. 世 界 城市 际 数学 联赛 试题 (高 年 级 )) 证 明 : 不 存在 对 任意 实数 > 均 满足 /[ f(z)] = 
z? — 1996 的 函数 f(x) 
【分 析 】 ”本题 将 采取 “不 动 点 " 的 方法 证 明 ,为 此 ,我 们 给 出 一 个 定义 . 
定义 : 设 F(z) 是 关于 + 的 一 个 代数 函数 , 称 方程 F(z) = z 的 根 为 函数 F(z) 的 不 动 点 . 
证 明 : 令 g(x) = f[f(z)] = zx? 一 1996, 设 a,b 为 x? - 1996 = 工 的 两 个 实 根 , 则 a,6 是 g(x) 的 
不 动 点 , 设 f(a) = pM fA] = f[f(f(a))] = fla) = p 
即 p 也 是 g(z) 的 不 动 点 ,p € la,b| 
AA, fb) € la,bl 
令 h(z) = g[g(z)] = (z? - 199)? - 1996, 则 
h(x) = x(x? - 1996)? - 1996 = z 
S(x? — z — 1996)(z2 + z — 1995) = 0 
BDA (z) 存在 四 个 不 动 点 a,6,c,d. 
h[g(c)] = g[A(c)] = g(c). 
glc) 是 h(x) 的 不 动 点 ,显然 g(c) Aa gle) # b,g(c) c, g(c) = d,g(d) = g[g(c)] = 
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G fle) = ~, 则 ji[F(c)] = f[h(c)] = f(c), 即 7 亦 是 h(x) 的 不 动 点 . 
# rE 1a,bl, 则 d = f(r) € la,b1, 这 是 不 可 能 的 ; 若 r = c, 则 g(c) = f(r) = f(c) = r = c, 
这 是 不 可 能 的 ;车 r = d, 则 glc) = f(r) = f(d) = d,g(d) = f(d) = d, 这 是 不 可 能 的 . 
综 上 所 述 ,满足 条 件 的 函数 fr) 不 存在 - 
例 16 (1994. 第 35 届 IMO) 设 S 是 所 有 大 于 - 1 的 实数 集合 ,确定 所 有 的 函数 f:S 一 =S ,使 得 满 
足下 面 两 个 条 件 : 
(iD 对 于 S 内 所 有 zx 和 y, 有 
flz + f(y) + zf(y)) = y + f(z) + yf(z) 
(iD 在 区 间 (- 1,0) ACO, + >) KD, E Besan. 
解 :在 条 件 (i) 中 , 令 z = y, 得 
f(z + f(z) + zf(z)) = z + f(z) + zf(z) %@ 
则 x+ f(z) + zf(z) 是 /的 一 个 不 动 点 (即使 得 f(z) = = 成 立 的 =) 
WA = z+J(z)+ xf(zr), 在 式 团 中 , 今 z = A, 得 
fA) = 
FCA + f(A) + Af(A)) = A + f(A) + Af(A) 
=f(A? +2A) = A?+2A 
所 以 A? + 2A 也 是 /的 一 个 不 动 点 
若 AE (- 1,0), 则 有 
A2+2A= (A+12- 16 (- 1,0),B A?+2A +A 


从 而 ,(- 1,0) 中 有 两 个 不 动 点 ,与 在 (- 1,0) WERDET. 

# A € (0, + °°) N] A2+ 2A € (0, + 00), A? + 2A = A. ki 542) 在 (0,+ oo) 上 严格 递增 
F. 

所 以 A = 0 

即 z+ f(z)+ zf(z) = 0 

解 得 (z) = 


2 x 
下 面 验证 fle) ~ -了 二 确实 符合 条 件 


mn.) L 在 S 中 严格 递增 . 
对 任意 的 z,y € S, 有 


Kat SOOD = fe +a TS + 2) 
x= 
= /( 行 2)=- 一 此 > yz 
1+y rt Z= 1+z 
1+y 
yt flax) + yf(z) 
yt 
从 而 ,条 件 (1) 成 立 


因此 ,所 求 的 所 有 的 函数 为 /(z) = 7 


例 17 (1994. 中 国 数学 奥林匹克 ) 求 适 合 以 下 条 件 的 所 有 函数 f:[1, + oo) 一 ~ [1, + eo). 
(1)/(z)<2(z+1) 


(2)F(z+1D) = Lie = 11 


【分 析 】 本 题 所 给 的 式 子 比较 复杂 ,但 仔细 观察 不 难得 到 f(r) = z + 1 这 一 个 函数 ,然后 利用 条 
HX g(z) = f(z) - z -1 进行 夹 融 , 利 用 不 等 式 性 质 和 极限 的 思想 论证 g(z) = 0 

解 : 易 见 f(x) = z + 1 满足 条 件 ,下 面 证 明 这 是 惟一 符合 要 求 的 函数 . 

一 方面 ,由 (2) 得 :f(z) = V1+ zf(z +) @ 

那么 ,车 设 fx) < al + 1), 其 中 a > 1 REE, 

则 f(z+1)<a[(r+1)+1]= alz +2) 

代 A® f(z)= /1+zfiz +) 

</l+tr+'a(z+2) < /a+zr+a(z+2) 


<a r2rz+1) = al(z + 


即 f(z)<at(z+1) @ 
那么 运用 @ 到 @ 的 递 推 关系 


由 已 知 f(z) S2(z + ) 可 推出 (z) < 23(z + 1) 


再 运用 可 逐步 推出 :7(z) <a + 1) 
于 是 令 n AON fa) Lat] 
男方 面 …/(z) 之 1,.f(z + 了) 之 1 由 @ 有 


Na) > VTF >a = 


ee 


4 è 
进行 数学 归纳 
假设 ,f(z) 三 zt * sofla + 1) 2 z' E 
ANa) = VIFT Nitra Nite 
SV = 2 


由 数学 归纳 可 知 : 恒 有 fr) > z!” 
令 n 一 + ° W /(z) > z @ 
进而 以 @ 为 基础 ,再 进行 第 二 循环 的 数学 归纳 。 


假设 f(z) 之 z+1 一 去 (n 之 0, 当 n= 0 时 为 @) 


则 f(z) = VITOETD >N1+tz(z+1+1- 去 ) 
SEEST 


m ai (1 = za) 
则 由 数学 归纳 法 知 : 
全 有 f(z)>z+1- 南 
令 n 一 + 得 f(z) 宇 z+1 @ 
H @,@ 可 知 :f(z)= z+ 1 
另 解 : 易 见 f(z) = z+ 1 满足 条 件 ,下 面 证 明 这 是 惟一 符合 要 求 的 函数 . 
令 g(z) = f(z)- (z+ 了 ). 由 (2) 有 
Ig(z=+1)! =l f(z+1)—-(z+2) ! 

e flx) - (z + 11 


= 


=ig(z) ft z+t1 
g x 


CORSE 

lg(z)1=1g(z+1)1. TGS s 'lg(z+1)1 四 
“I< fi) S2(z +) 

M -xz<s(z)<z+l 

-(z+D<gz+D<z+2 

RADM igl) <Ñ (+2) = a m TEAD @ 
以 @ 为 基础 进行 数学 归纳 . 

假设 1g(z) KIED. i gla t1) < tD +2 @ 


@mA@# |g) < ZEER 


+k+1 


因此 ,对 任何 自然 数 ,都 有 

lg(a) KED 

令 w 一 oo, 有 &g(z) =0 

从 而 (z) = z+ 1 是 满足 本 题 条 件 的 惟一 函数 


【评注 】 
具 一 格 . 


另 解 不 但 比 原 解 减少 了 一 个 循环 的 数学 归纳 ,而 引进 绝对 值 . 使 讨论 过 程 富 于 技巧 性 , 别 


例 18 (1996. 中 国 数学 奥林匹克 ) REN f:R -> R 适合 条 件 . 
Fa + y) = (z + y) * I[f(z)]2 - f(z) f(y) +OP, ey ER 
试 证 :对 一 切 z € R, 都 有 f(1996z) = 1996f(z) 


【分 析 】 


所 求 式 中 1996 显然 与 题 设 无 很 大 关系 , 令 n = 1996, 则 需 证 fnr) = nf(z). 另 一 方面 


分 别 取 z = y = 0, 可 得 到 /(0) = 0 和 fC?) = z[J(z)]?, 从 而 作 变换 可 得 f(z) = z3[ (zj)] 2, 
进一步 呢 ?结合 要 证 的 结论 , 则 想到 从 满足 flar) = af(z) 的 a 的 特点 着 手 考虑 . 


WE: f(z2 + y?) = (z + y)|[ f(z)]Ë - f(z) f(y) + [f(y) | @ 
在 @@ 中 令 z = y = 0, 得 到 /(0) = 0 
在 @ 中 令 y = 0 得 到 f(z?) = xz:[f(z)]? z€ R @ 
图 式 又 可 写成 

fla) = [fa] 2 ER @ 


WETA, RR f(z) 与 z” NG z >B, f(z=) 2 0,34 z < 08, f(z) < 0 


* s 


= la >01 flar) = af(z),z € RI 


于 是 问题 转化 为 1996 是 否 属于 S 
显然 1E S, 接 着 证 a € S.M a? € S 


事实 上 


,由 图 式 及 S 的 定义 ,有 


az[f(z)] Ba + f(a?) S HEX flar?) = fl laž) Blar) flar) l? 
约 去 公 因 式 dz, 得 到 aj[/(z)Ë = flata) 3 


即 


[a3f(z)]2 = [fCalz)]2 


再 利用 f(z) 与 z 的 广义 同 号 性 可 得 
a3. f(z) = flata) ® 
@ # a3 € S 


于 是 上 述 我 们 证 明了 当 a € S 时 ,有 a € S 
因此 可 证 , 当 a,b € S 时 ,a + b € S, 事 实 上 , 据 @ ~ ORIA 
fl(a+b)z]= fl(a$z§)3 + (6374)3] 
aad to) rbif a33] 2- fear). firit Lf] 21 
Olat tbh). Ilat frt] 2- at fCat) bI fad LISa] 21 
= Cab +03) Cs- a303 + 63) r3 + [7Gz)] 2 
Bla+b)/f(z) z€ R 
进而 ,因为 1E S, 所 2 = 1 + 1 € S, 再 依次 类 推 可 知 :任意 自然 数 "都 属于 S 
“flnz) = nf(z) 
特别 取 n = 1996, 则 有 7(1996z) = 19967(z) 
【评注 】 上 述 解决 本 题 思想 应 当 丽 固 , 同 类 练习 可 做 : 
设 了 是 定义 在 (1, + oo) 上 , 且 在 (1, + oo) 中 取 值 的 函数 ,满足 条 件 , 对 任何 zx,y > 1, 及 u,v > 0 
BRI. 
KEFY < [ f(z)]& -LAE 
试 确定 所 有 这 样 的 函数 S 
例 19 〈2001. 第 42 J IMO 中 国 队 选 拔 赛 试题 三 ) 给 定 大 于 1 的 整数 人 , 记 为 全 体 实数 组 成 的 集 
合 , 求 所 有 函数 /;R 一 > R, 使 得 对 R 中 的 一 切 z 和 y, 都 有 
fl + f(y)] = y + [f(z)]* (s) 
【分 析 】 ER Alr) = z 是 一 解 , 且 k 为 奇数 时 ,f(zx) = - 工 亦 为 一 解 , 故 可 设法 证 明 无 其 余 的 解 ， 
为 此 ,应 首先 将 原 方程 尽量 化 简 为 熟知 的 ,如 柯 西方 程 f(z + y) = f(z) + f(y) 等 .在 解 题 过 程 中 不 会 
分 奇偶 讨论 等 
解 : 设 /(0) = a, z = 0, 则 由 (* ) 有 
FSO) = y + a @ 
用 f(y) 代替 式 中 的 y, 可 得 
F + FO) = Fy) + [f(z)]* 
由 国 可 知 ,@ 即 为 
f(t + y + d) = fly) + [ f(z)]* @ 
所 以 [f(r + y+ a) 
= f[f(y) + (f(x))*] 
Cy + LAS) 
yt (z+ a) 
Ti @ # fA + y+ at)] = (2 + yat) a = at y + 2a 
n +2 =l(r+?) rER 
vat = OBP a = 0B /(0) = 0 
由 国 可 知 FF(z)) = = @ 
T f(z + y) @ (z + OD 
= fE + f(f(y))1 
DAO) + LA) @ 
其 中 为 偶数 时 ,限制 z € R° U 101 
如 下 分 两 种 情形 讨论 


(k 为 偶数 
H OTA, fC) 在 R 上 单调 递增 
若 存在 zo € R, f(zo) 天 zo 
M ro < f(zo) 时 ,有 zo< f(zo) < f(f(zo)) Dro, FM 
3 zo > f(zo) 时 ,有 zo > f(zo) > f(f(zo)) Dro F 
所 以 不 存在 xo € R, 使 Fro) # zo 
即 “ 对 一 切 zxER 有 J(z) = = 
(DE 为 奇数 
在 (* ) 中 令 y = 0, 有 zt) = (f(z))* 
从 而 (Ft) = f(z) xzER 
HOROR 
fla + y) = flx) + f(y) 

HORRA 1 的 分 析 可 知 对 任意 有 理 a, 有 

flax) = af(z)B Vz € R,/(z)+ f(- zx) = 0 
GERPE 

Kla + zx):) Dl fla + z) QG) + fa) 


" a 
从 而 IX caen: ] = DEDS 
HOB 及 上 式 可 知 ,对 任意 有 理 数 a, 有 
L N 
Dasa @ Dasu fa 
ñ 
= Dose 1°) (fz): 
@ IEEE (f) 


: 
DrD (fr) 


= 
从 而 fz?) = (f(1))* ° (Aa), s € |0,1,--,k| 
令 s=k,r=1,# 
fO) = (f0) 
即 fasi 
k 一 1 是 偶数 …7F(1) =+ 1 
(G) # fO) = 1,WiH @ # 
SA) = (fa) 
* = k-222,M fla?) = (f(z))? 
所 以 x > 0 84, f(z) S0, h @ fC) E R ERIEN WENI ) BA flr) = = 
WESA) =-1, 则 由 @ 鸭 有 fr) = (DD: fla) 
令 s = 一 2 为 奇数 , 则 有 f(z?) =- (f(z))2 
HON f(z) 在 R 上 单调 递减 
令 g(z) =- f(x). FWA glz) = f(— z) 
所 以 g(z) 在 R 上 单调 递增 
B g(g(z))=- f(— f(z)) = f(f(z)) = z 
EDT g(z)=z 
所 以 (z) =-g(z) =-= 
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经 检验 (z) = axlk EN" ,k Z2) AR f(x) =- alk 23,k KARO 均 为 原 方程 的 解 
综 上 所 述 , 原 方程 的 解 为 
f(z) = z (k JARO 
f(a) = z IR f(z) =- z(k 为 奇数 ) 
5. 关于 离散 型 函数 方程 
例 20 (1995. 中 国 台湾 数学 奥林匹克 )N 是 全 体 正 整 数 构成 的 集合 , 设 f\g 是 N 一 ~ N 的 映射 ,其 
中 了 是 满 射 ,g 是 单 射 , 且 Yn € N, 有 fin) > g(n). 求 证 :f= g 
【分 析 】 ”应 用 第 二 数学 归纳 法 . 
证 明 :VAE N, 令 ms = min[z | f(x) = k} B| f(m,) = k 
下 面 用 归纳 法 证 明 : V k EN, H g(m,) = k. 
ËB k = 1 时 ,…&(mi) 福 F(mi) = 1 
“g(mi) = 1 
假设 对 于 < s 时 结论 成 立 . 
那么 对 于 上 = s+ 1 时 
Velma) < flm) = s+1 
又 由 归纳 假设 知 g(mj) = j,j = 1,2,…,s, 而 g 是 单 射 . 
glm) = s+1 
由 归纳 法 原理 知 结论 成 立 . 
` Vk ENA glm) = k,-. g 是 满 射 ,又 g 是 单 射 ,从 而 知 g 是 双 射 . 
mlkENI=N 
综 上 知 卫 = z 
例 21 (1995. 中 国 数学 奥林匹克 ) 设 f:N 一 ~ N, 满 足 
(D/AD=1 
(2)3f(n)f(2n + 1) = f(2n)(1 + 3/(n)) 
(3)f(2n) < 6f(n) 
POR f(k) + fO) = 293 的 所 有 < 1009. 
【分 析 】 题 中 /为 正 整数 集 上 的 自身 映射 , 故 可 利用 整数 的 性 质 对 关系 式 进行 代 换 . 
W: hai 
3f(n) * [f(2n + 1) = f(2n)] = f(2n) < 6f(n) @ 
所 以 O< /Qn+1)- f(2n) <2 
从 而 (2n+1)- fQn)= 1 


即 f(2n+1)= f(2n)+1 ® 
ORABE f(n) = 3/(n) @ 
将 n 表示 成 二 进 制 , 设 nm = 2m + …+2m, 其 中 mi >>…>m, 宇 0 

下 面 用 数学 归纳 法 证 明 。f(2™ ++ 2”) = 3"” +o + 3”, 9 


当 n=1= 2 时 ， 

KL) = fA) = 1 = 3, 结 论 成 立 . 

假设 当 n 和 上 = 2” + …+ 2”, 时,(m1 > … > m,) 结论 成 立 . 

P n = k+1 = 2m + + 2”, +20 时 ,分 奇偶 性 讨论 :如 果 上 为 偶数 , 则 m, > 0, 由 O 及 归纳 假 
设 ,得 


f(k+1)= f(k) +1= 3m + +3" + 39 
Bp fO +…+2m + 29) = 3m +…+3m+30, 结 论 成 立 . 
WMR 为 奇数 , 则 m, = 0, @ = 
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有 f(k+1) = 31( 针 1), 其 中 t+1= 2m+ + 2 

而 (E)E Fr + +20) = 3 + + 3 

所 以  f(k+ 1) = 3(3%Cl1+ e + 39) = 3" + + 3! 

即 f2 +…+20) = 3" + + 30 

所 以 f(2"% + … + 2m) toe + 3". 成 立 , 其 中 ml > … > m, 

Ë k = m) + °": + m, < 1 = ni + "° + n, 

由 题 意 3m + +3"% +3" + + 3 

=293=35+33+2.32+3+2.30 
由 于 右 式 中 3 和 3 项 的 系数 均 为 2, 所 以 在 !, 的 二 进 制 表达 式 中 都 含有 2? 和 2 的 项 ,因为 < 1, 所 
以 最 高 次 项 2 在 ! 中 ,23 和 2 在 /或 上 的 二 进 制 表 达 式 中 出 现 , 共 有 4 种 情况 : 

(DA=22+20=50=2+2+2+2+20=47 

Q)k=2+2+2 =l =2+2+2+2 = 45 

(k=2+2+2 = 2+2+2+2 = 39 

(4) =2)+22+2+2 = 15; = 25 +22 +L = 37. 所 以 方程 f(k)+ fC) = 293,k < ! 的 解 为 
(5,47); (7,45); (13,39);(15,37) 

【评注 】 此 题 中 最 难 的 一 步 是 用 归纳 法 证 明 /( n) 的 表达 式 ,应 注意 推导 出 的 式 子 与 计算 所 得 的 
数据 的 特征 ,进行 猜想 ,归纳 .二进制 的 应 用 是 此 题 的 关键 . 

例 22 (1999. 越 南 数学 奥林匹克 ) E T 是 由 所 有 不 超过 1999 的 非 负 整数 组 成 的 集合 ,N 是 由 所 有 
非 负 整数 组 成 的 集合 . 试 找 出 所 有 满足 下 列 条 件 的 F:N 一 “~ 工 

(G) 对 所 有 的 zxE T, 有 f(t)= 上 

G) 对 所 有 的 m,n € N, 有 f(m + n) = f(f(m) + f(n)) 

解 : 设 /(2000) = u,u € T,iË p = 2000 - wx, 对 所 有 三 2000, 用 归纳 法 证 明 , 都 有 

f(k) = maxi € T | k = I(modp) | ® 
首先 , 当 k = 2000 BÍ ,2000 = u(modp) H u + p>maxT. 即 2000&T, 故 
f(2000) = u = max|! € T ! ! = 2000(modp)| 

即 RHR ORY. 

假设 式 Q 已 对 正 整数 (k > 2000) 成 立 ,考察 了 的 自 变量 为 + 1 时 的 情形 

MRG fk +1) = f(f(k)+ f(D)) = AC) +1) 

(1) 当 f(k) < 199887, f(k) + 1 < 1999 

H f(k+1)= f(k)+1 

HARB f(k) = k(modp), B f(k) + p > 2000 

f(k)+ 1= k + 1(modp) H p + f(k) + 1 > 2000 

即 fGk&)+p+16€ T 

c f(k + 1) = f(k) + 1 = max|i € T ! 1 = +1(modp)|, 即 这 时 信也 成 立 . 

(2) 当 f(k) = 1999 Bt, f(k + 1) = f(2000) = u 

由 归纳 假设 得 

k = f(k) = 1999(modp) 

— k + 1 = 2000 = u(modp) 

Mi u+ p > maxT,ËD u + p € T 

v. f(k + 1) = u = maxll € T| ¿ = k + 1(modp)| 

即 igur. 

因此 , 式 @@ 对 自 变 量 为 & + 1 的 情况 也 成 立 . 

故 f(k) = max|1 € T | 1! = k(modp)| 对 YA 二 2000 成 立 . 
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再 根据 条 件 ( | ) 得 到 函数 了 的 全 部 表达 式 
(4 0 < k < 1999) 
G) = maxi € Ti L= k(modp)| (k > 2000) 
其 中 p= 2000- u 
下 面 证 明 如 上 的 f ERIC). 
(1) 4 m >20, ER = f(t)(modp) Yt EN, f(m)+ f(n)=m+n = f(m + n)(modp) 
Æ fim) + fin) 2 2000 
f(f(m) + f(n)) = max|l € T! L= f(m) + f(m)(modp)| 
Mi m + n Z 2000, f(m + n) + p > maxT 
ffm) + f(n)) = f(m + n) 
# fim) + f(n) < 1999 
f(f(m) + f(n)) = f(m) + f(n) 
由 于 m > 2000, A 
f(m) + f(n) + p> f(m) + p > maxT 
Ë f(m + n) = f(m) + f(n) = f(f(m) + f(n)) 
总 而 言 之 ,在 m > 2000 时 ,@ MERGI) 
(2) 38 n > 2000 时 ,由 于 条 件 中 m,n 对 称 ,所 以 @ 也 满足 条 件 (ii) 
(3) Ë m,n < 1999 时 ,条 件 (ii) 化 为 f(m + n) = fim + n) 这 是 恒等式 . 
综 上 所 述 ， i Atoi 
(%0 < k < 1999) 


ed (823) 

其 中 p= 2000 - u 

P u 取 遍 0,1,2,…,1999 时 ,给 出 满足 条 件 的 所 有 2000 个 解 . 

例 23 〈1999. 荷 兰 数学 奥林匹克 试题 ) EA A, = 11,2,…,nl(n 过 5),SS Au, 若 zxE S Hz- 
1,z+1 均 不 属于 S, 则 称 z 为 S 的 一 个 孤立 点 .用 f(n) 表示 A, 的 无 孤立 点 的 5 元 子 集 的 个 数 , 求 /() 

解法 一 : 设 S = laaz as asas) 是 A, 的 一 个 无 孤立 点 的 5 元 子 集 ,al < a, < az < as < as, 
M as € 13,4,…,n = 24, 对 于 aa = k,.3< k < n - 2,…9 无 孤立 点 , 故 有 如 下 3 种 情况 . 

(la t2=atl=a =m=acl=a-2 

(Dart+2=atl=a<a-l= as-2 

(3)al+2=a+l<as=a-1l1=as=2 

对 于 (1),S = 3k -2,k -1,k,k +1,k + 21, 满 足 条 件 的 S 有 1 个 

对 于 (2), “as > as+1= k+1 

5S = |k-2,k-1,kjj tilk +2<j< n -1 MEREN SHl -1)-(k+1)= n-k 
= ta 

对 于 (3)…aa < az-1=k-1 

S= 和 -1 大 +1+21,2 生 祥和 -2, 满 足 条 件 的 S 有 (上 - 2) -1= -3 个 

由 加 法 原理 ， 33 汪汪 时 :请 尼 条 件 的 S58 天 2 (3a 凡尘 


Km) = Sien -4) = (n - 42 
解法 二 B SEA, 的 任 一 个 无 孤立 点 的 5 元 子 集 


1 当 ieE S 
Zar lo MM & S,i = 1,2,,n 
作 序列 aiaz san 9 


则 序列 留 中 恰好 有 5 个 1,(n -5) 个 0, 又 因 S 无 孤立 点 , 故 序列 留 中 必 有 连续 的 3 个 1 和 连续 的 
2 个 1, 将 连续 的 3 个 1 看 成 a, 连 续 的 2 个 1 看 成 5, 则 序列 OTER n - 4 个 选 两 个 位 置 排 a,5, 故 共 


Page EG 


有 (n 一 4)(n - 3) 种 . 

但 在 上 述 计数 中 , 当 5 个 1 连续 出 现时 ,计数 有 重复 ,因为 此 时 可 将 前 3 个 1 看 成 连续 的 3 个 1, 也 可 
将 后 3 个 1 看 成 连续 的 3 个 1, 由 于 连续 5 个 1 出现 的 情况 共有 n 一 4 种 ,所 以 f(n) = (n - 3)(n - 4) 
- (n-4) = (n - 42 

解法 三 :考虑 f(n) 满足 的 递归 关系 

对 于 An 的 一 个 无 孤立 的 5 元 子 集 S 

(1) 著 n+1& S, M SS A,B S 是 A, 的 一 个 无 孤立 点 的 5 元 子 集 . 

(2) 车 n+1E€ S,…S 无 孤立 点 meE S. 若 n -1E6E S, 则 S 的 余下 两 个 元 素 为 jn -2,n -3l, 
jn 一 3,n 一 针 ,…,12,11, 共 有 nn 一 3 种 ;车 n — 1 € S, 则 S 的 余下 3 个 元 素 构成 的 集合 为 jn - 2, n - 
3,n-4|,|n-3,n -4,n - 51, ,13.2,11,38 n - 4 fh. 

fin +1)= fin) + (n-3) + (n - 4) 

= f(n)+2n - 7 

即 (n +1) = fin) + 2n -n 25) @ 

又 显然 /5) = 1 

由 图 得 HGi+D-FiD=2i-7i=56 -1 

'" 


BUG D ~ G) 


i 4 
= X (2i -7) =2 $ji -n - 5) 
= 2. 5+a-D -5) 70 -3 


n+4-7)(n-5) 
(n -3)(n- 5) 
即 f(n) -f/f(5) = (n-3)(n-5) 
“fln) = (n - 3)(n -= 5) + f(5) 
=(n-3)(n-5)+1 
= n?-8n+16 
= (n-4) 
6. 存在 型 函数 方程 


判断 满足 函数 方程 的 函数 存在 与 否 的 问题 ,这 里 称 之 为 存在 型 函数 方程 问题 .要 特别 注意 的 是 解 函 
数 方程 与 判断 或 证 明 满 足 函 数 方程 的 函数 存在 与 否 是 根本 不 同 的 两 个 问题 ,其 中 解 函数 方程 是 求 满足 
函数 的 函数 的 具体 表达 式 ,而 存在 型 函数 方程 只 是 回答 满足 函数 方程 的 函数 是 否 存在 ! 

存在 型 函数 方程 的 解答 大 多 用 构造 方法 ,也 可 以 解 函 数 方程 , 求 出 具体 的 解 ,当然 满足 函数 方程 的 
函数 也 就 存在 了 ;还 可 用 反 证 法 . 

例 24 (2000. 波 兰 数学 奥林匹克 第 8 题 ) 关于 非 负 整数 n,k(n > k) 的 函数 c(n,k) 定义 如 下 : 

HEE n >0,c(n,0) = c(n,n) = 1;3} n 22k 2 1,c(n + 1,k) = 2ic(n,k) + c(n,k — 1) 

WE: n >k S0, HH c(n,k) = c(n,n — k) 

证 明 : 构 造 函数 f.N— N* ,使 /(0) = 1,f(m) = (2 — 1)(22 - 1D)…(2”- 1), m 22 1.5 X, 


so = FEE An >> 


注意 到 ,由 g(n,k) 的 定义 ,可 知 g(n,0) = g(n,n) = 1, 并 且 , 当 ”过 4 过 1 时 ,有 
2g(n,k)+ g(n,k - 1) 


oan f) _, f(n) 
TOf -E * FE- Dfa +1 =H 

r Pami -1+2 1 

= sole a] 
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s Q DG Nt 
Ffin + 1-4) fflint 1 8) = 
这 表明 ,g(n,k) 与 c(n,k) 具有 相同 的 初始 值 和 递 推 关 系 式 ,而 由 题 中 的 条 件 及 递 推 式 ,可 知 对 任 
意 n 之 k 宇 0,c(n,k) 惟一 确定 ,所 以 ,c(n,k) = g(n,k) 
利用 g(n,k&) 的 定义 , 易 知 g(n,k) = g(n,n 一 上 ). 故 题 获 证 . 
例 25 (1995.1MO 备 选 题 ,乌克兰 提供 ) 设 R 是 实数 集合 ,是 否 存 在 具有 以 下 三 个 性 质 的 函数 A:R 


=R: > 
(1) 存在 正 数 M ,使 得 对 任意 zx, 都 有 一 M< flr) < M 
WAD=1 


(8) 如 果 z 关 0, 则 f(z+ 二 )= Cz)+ [/(+)] ° 


x 
解 :具有 题 设 三 性 质 的 实 函数 是 不 存在 的 . 
用 反 证 法 证 明 如 下 : 


设 /:R 一 R 具 有 题 设 三 性 质 ,由 性 质 (1) ,存在 实数 c, 使 得 c 大 于 任何 f(z), 且 < a4 的 最 小 整数 
倍数 ,由 性 质 (3) 和 (2) 得 到 


sD =f(1+ 吉 )= a+ [/(+)] = 1+=2 因 此 ,c>2 

现在 由 c 的 定义 可 知 , 存 在 某 z € R, 使 得 F(z) > c -二 .因此 

之 /z+ 吉 )= + ET Si TmT <+ ra 
/( 士 )>- 十 ,再 由 


cz /(L+2)=- 7 二 )+UCoD?>- 支 +(c- 寺 ) 


以 及 c > 2,499] 


矛盾 
… 同时 满足 三 性 质 ( 题 设 ) 的 实 函 数 不 存 在 - 
例 26 〈1978. 美 国 纽约 ) 函数 f:R— R 满足 


Hz 王八 人 人 riyERz+y 天 0 


是 否 存在 z € R, 使 得 f(z) # 0? 
解 :不 存在 + E R, $E flx) #0 
结 证 ,函数 f(x) 满足 恒等式 f(e) =0,z € R 
事实 上 ,在 函数 (r) 满足 的 恒等式 中 取 y= 1, 得 到 
Kay= BREED (a-i) 
即 zf(z)= f0), H z = 0 时 便 得 到 /(1) = 0, RRA, > & i- 1,0] Bt, fle) = 0 
其 次 ,在 原 恒等式 中 代 人 y = 0,z = 2, 得 

= f(2) + f(0) 

so = 全 

由 此 ,得 /f/(0) = f(2)=0 
最 后 ,再 代 人 y = 0,z =- 1, 得 到 (0) =- f(- 1) - f(0) 
从 而 f1) =21(0) =0 
这 样 , 便 证 明了 函数 f(x) 满足 恒等式 y(z)=0,z € R. 
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例 27 (1990. IMO 试题 ) 存在 映射 f:Qr-~ Q ( 正 有 理 数 集 ) ,使 得 满足 


fz: o) = fD 
解 : 先 探讨 该 映射 性 后 ,再 构造 该 映射 
(1) 先 证 明 该 映射 为 单身 . 
设 f(x) = f(y2), 则 由 条 件 得 
ED fz: OD) = f(z ° fü) = LD 
a N 
nEn 


(2) RUE f(1) = 1,9 z = y = 1, 则 有 
sga) = EP = fw 


由 于 了 是 单 射 ,F(7(1)) 的 自 变量 值 FL1) 等 于 /(1) 的 自 变量 值 1, 即 /(1) = 1 


(3) 再 证 / 对 乘除 运算 的 可 分 配 性 . 
令 z=1 则 Co) = fD -= 六 
令 y= fM Aero = KR SOD = + +. fU) = 


(z) fn 


s: 
HEREA fv) = / Í = LUL = fa) = fi): fO) 
UJ p f 
根据 以 上 推 得 的 /的 性 质 , 构 作 映 射 如 下 
设 来 数 集 p = lpi 2,p2 = 3,…,Py = k + 1,…|, 作 映射 ,g:p 一 Q*: 
为 奇数 
glp) + a 为 偶数 
容易 验证 映射 满足 性 质 (1), 取 z € Q' , 则 
== pt paa pra 为 整数 ) 
构 作 映 射 f 
f(z) = (ECD ° (a(p2))5 eee CEC) 
则 /满足 性 质 (1) ,(2),(3). a 


【评注 】 这 类 竞赛 题 难度 较 大 , 先 充分 讨论 函数 的 特征 性 质 , 根 据 得 出 的 特征 设法 构 作 映 射 . 


例 28 是否 存在 /,g:R 一 RR, 使 得 满足 f(g(z)) = zx?,g(f(z)) = z* 
解 :如 果 上 述 满足 题 意 要 求 的 fg 存在 ,构造 函数 pp: 


pla) = loglog f(2"), (£ € R) 
gla) = loglogg(2”), (x € R) 


经 计算 可 得 
gp(Wr)) = z+1,0(@(z)) = 工 +2 
G plz) = ar + b,@(z) = cr+d， 可 解 得 a = L b=1,c=2,d4=0 


>; 
即 得 g(z) = Ta + 1.9G2) = 2 
于 是 


= + 1 = lealezy(2) 


ay 
GD = A > 1) 
于 是 可 算得 
f(z) = 27mrig(z) = 2(w@2 (z > 1) 
在 (0,1] 上 补充 定义 


f) z€(l, +) 
LS 
万 (z) = /(+) x € (0,1) 
1 z=1 
g(x) z€ (1,+%) 
1 
gi(x) = e(}) x € (0,1) 
1 z=1 


再 将 函数 偶 延 拓 至 (- ,0), 即 按 偶 函 数 要 求 补 充 定义 , 当 zE (- 0,0) 时 ， 
fala) = 万 (LIxl),gz(z) = gi(l x 1) 
最 后 令 f2(0) = 0,gz(0) = 0 
如 上 定义 的 f,(z) 与 gz(z) 满足 题 意 要 求 . 
【评注 】 对 数 函 数 运算 能 把 乘 敌 降 阶 为 乘积 , 指数 函数 运算 能 把 乘法 变 为 指数 相 加 , 再 利用 
#(9(z)) = z+1,J(p(z)) = 工 +2 有 一 次 函数 的 解 ,巧妙 地 构 作 了 符合 是 意 的 函数 ， 


833 函数 方程 


A 组 


1. 已 知 f(sinz) = cos2z -1, 求 f(x) 


2. em (ZH) = 3z, 求 f(z) 


3. 解 函数 方程 f(x + y) + f(x- y) = 2f(z)cosy 


4. 试 求 定义 在 正 整 数 集 N 上 的 函数 f(z) ,使 Fz + y) = f(z)+ f(y)+zy,f(1)=1 


S. BA fO) = 1, 且 对 任意 正 整 数 ,都 有 f(n + 1) = 3f(n) + 2, 求 f(n) 
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6. 设 f(z) 是 定义 在 (0, + e°) ERMER, H (Z ) = f(z) = fO) ƏRIE: (2) = nfl) E€ 
N.) 


7. 设 了 是 R~R 的 连续 函数 , 且 f(z) 不 恒 等 于 零 , 解 函数 方程 :J(z + y) = f(z)f(y) 


8.( 第 25 届 全 俄 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 定义 在 实数 集 上 的 函数 /(z) ,对 于 任意 的 a > 1, 函 数 f(z) 
+ flar) 是 连续 的 ,证 明 : 在 整个 实数 集 上 f(x) 也 是 连续 的 . 


9.( 第 12 届 韩 国 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 对 满足 | = A 1 的 所 有 实数 =, 函数 /(z) 满足 
IER) AHH) = = 求 所 有 可 能 的 /(z) 


z+1 l-z 


10. 设 nn 次 多 项 式 满足 1(&) = pH = 0,1,2) BOR fa +1) 


INT TAD, 
100 XAR 
11. 已 知 f(z) 是 一 次 函数 , 且 ff[f(…f(z))]1 = 1024z + 1023, R f(z) 


12. 函数 /定义 在 正 整数 有 序 对 的 集合 上 ,并 满足 
f(z,z) = zr,f(z,y) = f(y,z), 
(z+y)f(z,y) = yf(z,z + y), 

计算 f(14,52) 


B 组 
1,(1980. 卢森堡 等 五 国 数学 竞赛 题 ) 试 求 定义 在 有 理 数 集 并 且 在 有 理 数 集 上 取 值 的 函数 f(z), 设 


(Df(1) = 2 
(2)f(zy) = F(z)F(y) -f(z+y)+1 


2. 设 /:R 一 R, 且 满足 条 件 : 
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Afla + y) = Fr)+(y)+2zy 
s 
R fl) 


3. 有 界 函数 f:Z -> Z, 并 且 有 f(m + n) + f(m- n) = 2f(m)f(n) R f(n) 


4.(2000. 荷 兰 数学 竟 赛 题 ) BA A, = |1.2,.--.n (n 25),SC An rE SB r - ,z + 11 
不 属于 S, 则 称 r 为 S 的 一 个 孤立 点 ,用 f(n) 表示 A, 的 无 孤立 点 的 5 元 子 集 的 个 数 , 求 fn) 


5. 设 f:R, ( 非 负 实数 集 ) 一 R, ,a b 为 常数 , 且 对 任何 > € R, ,满足 方程 
flf(z)] + af(z) = bla + b)=z 
求证 :这 个 函数 方程 有 惟一 解 . 


6.(1989. 第 四 届 全 国 中 学 生 冬令 营 试题 第 六 题 ) BA f:(1, + oo) 一 (li + oo), 且 对 任意 zy > 1 
及 uw > OHS) < [7(z)] 训 [7(y)] 吉 , 试 确定 所 有 这 样 的 函数 f 


7.(IMO -14- 5) i& f(x) W g(r) 是 定义 在 (- oo, + co) 上 的 实 函数 ,而 且 对 所 有 z fü y 满足 
f(z+y)+ f(z-y)=2f(z)g(y),BCRE: 38 f(z)Z0.B  f(z) IS 1,80—1 z Rr. MI g (y)! 
< 1%—9 y 成 立 


8.(IMO - 17 ~ 6) 试 确定 满足 下 列 条 件 的 两 个 变 元 x,y 的 多 项 式 p(x ，y): 
(Dp(tr,ty) = Pbp(z,y), 其 中 上 E R,n 为 某 个 正 整 数 , 即 p(z,y) 为 关于 x,y 的 ”次 齐 次 多 项 


(2) 对 任意 实数 a,5b,c 有 
bla+b,c)+ p(b+c,a)+ p(c+a,b) = 0 
(3)p(1,0) = 1 


9.(IMO - 22 - 6) 函数 f(x) 满足 : 
(Df(0,y) = y+1 
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(2)f(z+1,0) = f(z,1) 
(3)f(z+1,y+1) = f(z,f(z + 1,y)) 
其 中 x,y 为 非 负 整数 , 求 f(4,1981) 


10.( 第 39 Jë IMO 题 ) 设 N, 是 全 部 正 整 数 的 集合 ,8 是 从 Ni, 映射 到 本 身 的 函数 , 且 对 于 N, 中 的 任 
何 * 与 +, 皆 满足 f(e2f(s)) = s(7(z) 关 . 试 在 所 有 的 函数 了 中 ,确定 f(1998) 可 能 达到 的 最 小 值 


11.(IMO - 27 - 5) 求 出 所 有 的 函数 f, 其 定义 域 为 非 负 实数 集合 , 值 域 也 为 非 负 实数 集合 , 且 满足 
(1)/(z=f(y))f(y) = f(z + y) 

(2)7(2) = 0 

(3) 当 0 过 z<2 时 ,Ff(z) 天 0 


12. 证 明 : 不 存在 一 个 从 非 负 整数 集 N. 到 自身 的 函数 /, 对 每 一 个 n E N, ,满足 
f(f(n)) = n + 1987 


三 角形 的 心 


$1.1 知识 方法 、 技 能 


三 角形 的 心 是 指 重心 外 心 .内 心 垂 心 . 旁 心 和 界 心 .三 角形 的 心 是 三 角形 的 重要 几何 点 ,在 奥 林 匹 
克 数 学 中 ,有 关 三 角形 的 心 的 几何 问题 是 竞赛 的 热点 问题 ,因此 ,我 们 对 三 角形 的 心 的 几何 性 质 做 概括 
归纳 ,对 有 关 的 证 明 方法 和 解 题 技 巧 做 深入 探讨 . 
1. 重心 

Ë G J: A ABC 的 重心 ,AG 的 延长 线 交 BC FD, M 


(DBD = DC;(2)AD? = 3(2AB? + 2AC? - BC?) 


(3)4G : AD = 2:3i(4)Saaac = F Sane 
2. 外 心 
设 @O(R) 是 入 ABC 的 外 接 圆 ,OD | BC FDZ OO T EW 
(1)OA = OB = OC = Ri(2) 人 BOC = 2ZA[8R 2(180' - ZA)] 
(3)BD = DC,BE = ECi(4)Sa arc = a m = 
3. 内 心 
设 全 ABC HAHA @ I( r) 切 边 AB 于 已 ,AT 的 延长 线 交 外 接 圆 于 DD, 则 


(DZBIC = 9 + ZA (Q)AP = root 入 = 于 rc-a) 


(3)DB = DI = DCi(4)Samac = r ,于 (co+6+c) 或 >= 2 Saa 

定理 1 ( Euler 定理 ) 公 ABC tF R 和 分 别 为 外 接 贺 和 内 切 圆 的 半径 ,O 和 1 分别 为 其 外 心 和 内 心 ， 
M OP = R? -2Rr 
4. 重心 

设 O、G、H 分 别 是 人 ABC 的 外 心 ,重心 和 垂 心 ,OD | BC +D,AH 的 延长 线 交 外 接 圆 于 HH , 


4Saagc 


则 

(1)AH = 20D;(2)H 5 H, 关于 BC 成 轴 对 称 ; 

(3)@ BCH $j OABC 的 半径 相等 . 

定理 2 (三 角形 的 Euler 线 ) 人 ABC HEO G, Eè HRI O 共 线 ,并 且 GH = 2GO 
5. 旁 心 

设 人 ABC 在 人 A 内 的 旁 切 加 OPi(r) 与 AB 的 延长 线 切 于 已 , 则 

(DZBnC = 9 -去 LA;2)AP, = rt À = Lla ++) 


(G)LAanB = 44C: Saae = Eril + c-a) 
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6. 三 角形 中 内 切 圆 , 旁 切 圆 和 外 接 圆 半径 的 几 个 关系 

如 图 下 -4 一 1 一 1, 在 入 ABC 中 ,内 切 图 @O 分 别 与 三 边 相 切 于 点 MK 
A L. BC 边 上 的 旁 切 贺 @ O, 与 BC 边 相 切 于 点 本 , 且 分 别 与 AB 边 和 AC 边 的 
延长 线 相 切 于 点 Q、 点 P. 设 三 边 BC,CA ,AB 分 别 为 a,5,c, 人 人 A, 人 B, 人 C 分 
别 为 a,8,Y,p = (a + b + c), 内 切 加 半径 为 -, 旁 切 加 半径 分 别 为 x,、7、 
+, 外 接 加 半径 为 R ,三 角形 面积 为 A, 则 有 如 下 关系 式 成 立 (证 明 路 ): 

(DAP=p,AK=p-alH=b-e 

Dr =z 

(3) 直角 三 角形 斜 边 上 的 旁 切 加 的 半径 等 于 三 角形 周 长 的 一 半 

Wr = Hp -6): (e-o 


(9 二 = 二 - 土 - 圭 (WI -4-1-1) 


Dr = 22: Sa = 本 mo+c-a) 
b+c-a 2 


(10)m =4R+r — n = r, 

(Dr = 4Rsin Zos os Ç 
7. 界 心 

如 果 三 角形 一 边 上 的 一 点 和 这 边 所 对 的 顶点 把 三 角形 的 周 界 分 割 为 两 条 等 长 的 折线 ,那么 就 称 这 
一 点 为 三 角形 的 周 界 中 点 .其 中 三 角形 的 周 界 是 指 由 三 角形 的 三 边 所 组 成 的 围 线 .由 于 三 角形 的 任意 两 
边 之 和 大 于 第 三 边 ,可 知 三 角形 任 一 边 上 的 周 界 中 点 必 介 于 这 边 两 端点 之 间 . 
:角形 的 顶点 与 其 对 边 的 周 界 中 点 的 连 线 ,叫做 三 角形 的 周 界 中 线 ( 有 时 也 称 周 界 中 线 所 在 直线 为 
三 角形 的 周 界 中 线 ). 三 角形 三 条 周 界 中 线 交 于 一 点 (证 明 从 略 ) . 

定义 : 称 三 角形 三 条 周 界 中 线 的 交点 为 三 角形 的 界 心 . 

习题 中 给 出 界 心 的 两 个 性 质 .(B 组 ,14 题 , 请 参考 解答 ) 
8. 位 似 变换 


定义 :O 为 定点 ,对 于 任意 点 已 ,如 果 它 的 象 P 在 射线 OP( 或 其 反 向 延长 线 ) 上 ,并 且 总 有 OP” = k 


OP G 产 0), 则 这 种 映射 叫 作 以 O 为 中 心 , 为 位 似 比 的 位 似 变换 . 

图 下 -4-1-2 和 图 下 -4- 1-3 给 出 了 位 似 变换 的 基本 图 形 , 和 ABC H AAB C 关于 点 O 
位 似 ,点 O 称 为 位 似 中 心 .图 I- 4 - 工 -2 是 一 个 相似 比 为 2 的 位 似 变换 ,而 图 H — 4 - 1 - 3 给 出 的 
是 相似 比 位 - 2 的 位 似 变换 .特别 的 ,中 心 对 称 就 是 一 个 相似 比 为 - 1 的 位 似 变换 . 

位 似 变换 的 基本 性 质 主要 就 是 位 似 的 两 个 三 角形 对 应 重心 .重心 ,外 心 等 比较 有 特征 的 点 的 连 线 都 
过 位 似 中 心 . 
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(gI -4-1-2) (I -4-1-3) 


9. 位 似 旋转 变换 
设 O 为 平面 上 一 定点 ,为 常数 (& > 0),9 为 有 向 角 , 对 于 任意 一 点 ,射线 OP 绕 O 施 转角 9,P 映 


射 到 已, 在 OP 射线 上 存在 一 点 ,在 OP” = k OP EAA P 到 点 P 的 变换 叫做 以 O 为 位 似 旋转 中 
心 , 旋 转角 为 9, 位 似 比 为 的 位 似 旋转 变换 , 记 为 S(O,9,k). 

从 位 似 旋转 变换 的 定义 可 知 ,一 个 位 似 旋转 变换 实际 是 位 似 变换 与 旋转 变换 的 复合 ,此 时 的 位 似 中 
心 与 旋转 中 心 相 重合 . 

位 似 变换 和 位 似 旋转 变换 在 有 关 三 角形 的 心 的 赛 题 中 有 着 重要 应 用 , 详 见 例 5, 例 6 


$1.2 赛 题 精 讲 


首先 介绍 国际 数学 竞赛 的 两 个 题目 ,以 说 明 关于 三 角形 的 心 的 问题 的 重要 性 

例 1 (2001. 世 界 城 际 间 数学 联赛 ) 点 A 在 KMN 内 部 ,点 
B 在 KM 上 ,点 C 在 MN 上 ,如 果 人 CBM = 人 ABK ,人 BCM = 
人 ACN ,求证 :人 BCM 的 外 心 在 AM 上. 

证 明 : 如 图 H —4- 1 一 4 由 对 顶 角 相 等 及 人 CBM = Z ABK, 


知 BM 为 人 ABC 的 外 角 平 分 线 
同 理 可 证 ,CM 为 AABC 的 另 一 外 角 平分 线 ， 
# M 为 人 ABC HSN. 
所 以 ,AM 平分 Z BAC. 
记 人 ABC 的 内 心 为 1, 易 知 1 在 AM 上 ,连结 IB IC, IB F (MESIS 
分 ZABC R ZCBM = Z ABK , 知 IB | BM. 同 理 ,有 IC | CM Ç 
所 以 ,1、.B、M、C MARN, A MI 为 直径 . F 
因此 ,和 BCM 的 外 心 在 MI, 即 AM 上 . <S 
例 2 (2002. 第 43 居 IMO WED BC WAT HHH, r WALA > 
0,A 为 P 上 的 一 点 ,0 < 人 AOB < 120°, D 是 弧 AB( 不 含 C 的 弧 ) SR e 
的 中 点 ,过 O 平行 于 DA 的 直线 交 AC FI, OA 的 垂直 平分 线 交 有 于 


EF WEH: I Æ A CEF 的 内 心 . 


证 明 : 如 图 H -4 - 1 - 5 由 题 设 A 为 EAF 的 中 点 ,于 是 ,CA 为 
ZECE 的 平分 线 . 
又 由 于 OA = OC 


(m I -4-1-5) 


ZAOD = -z7 ZAOB = ZOAC 


W OD / IA, 而 AD/ IO, 

所 以 ”ADOI 为 平行 四 边 形 . 

又 ”OEAF HEK, A 

AI = OD = OE = AF 

“LIFE = ZIFA - ZEFA 

= ZAIF - ZECA = ZAIF - ZICF 

= ZIFC 

即 IF 为 ZEFC03Y BE 1! E ACEF 的 内 心 . 

【评注 】 条 件 AOB < 120' 保证 点 工 在 A CEF 的 内 部 . 

再 介绍 有 关 三 角形 心 的 经 典 问题 及 赛 题 . 

例 3 三 角形 的 Euler 线 . 详 见 “ 知 识 方 法 ,技能 ” 的 定理 2. 

【分 析 】 这 是 一 个 经 典 的 定理 ,由 重心 的 结论 (1) 有 AH = 2OM .这 是 一 个 常常 被 忽视 的 结论 .但 
是 它 的 用 处 却 十 分 大 ,图 由 - 4 - 1 - 7, 给 出 了 一 种 由 此 引出 的 经 典 辅助 线 : 作 直 径 CP ,那么 可 以 得 到 
APHB 是 平行 四 边 形 . 


(图 了 -4-1-6) (gI -4-1-7) 


证 明 :…AH = 20M 

又 延长 HG XOM 于 点 O ,由 AD // OM 知 

AH =20M 

“OM= OM 

OMO 重合 

又 “AAHG co AMOG 

“GH = 20G 

【评注 】 这 里 ,直线 OGH 称 为 A ABC 的 Euler È. 

例 4 (第 4 届 国 际 数学 奥林匹克 题 6, 由 东 德 提供 ) 如 图 了 一 4 一 1 8, 已 
知 一 个 等 腰 三 角形 ,外 接 圆 半径 为 R, 内 切 加 半径 为 .证明 : 外 接 贺 和 内 切 贺 
的 圆心 距离 d = /R(R 一 27) 

【分 析 】 此 题 对 一 般 三 角形 也 成 立 , 称 为 欧 拉 定理 ,由 此 可 得 出 一 个 重要 
的 几何 不 等 式 :RR >2r 称 为 欧 拉 不 等 式 .这 里 将 对 欧 拉 定理 给 出 证 明 如 下 . 

证 明 : 设 M 为 BC 的 中 点 ,0 与 1 分 别 为 三 角形 ABC 的 外 接 贺 和 内 切 贺 的 贺 
心 ,外 接 圆 直径 MN 交 BC + D š B、BM、AM 必 过 IT. 

又 设 IE | BC,IK | MN,E,K XER. 


因为 /MIB = 十 (人 BAC + ZABC) = 人 IBM (HI -4-1-8) 
所 以 MI = MB 
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X. IO? = MÌ? + MO? - 2MO .MK 

而 MB2 = MD -MN = 2R - MD 

所 以 d2 = 2R MD + R2 — 2R -MK 

= R2-2R x DK = R2—2Rr 

【评注 】 从 例 2 我 们 看 到 ,对 于 某 些 含有 “内 心 ”的 平面 几何 命题 ,如 果 
将 "内心 " 改 为 “ 旁 心 ”, 将 会 使 问题 得 到 推广 ,演变 . 这 种 做 法 对 我 们 研究 问 
题 的 内 在 联系 ,拓宽 证 题 思 路 和 方法 ,以 期 达到 触 类 旁 通 , 得 心 应 手 处 理 竞 
赛 问 题 的 能 力 将 大 有 神 益 . 下面 我 们 再 将 第 39 届 IMO 试题 5 作 此 类 演变 、 
EM IRRE. z 

例 5 (第 39 届 IMO 试 题 5) i ! X A ABC 的 内 心 ,其 公 ABC 内 切 图 
切 三 边 BC,CA MAB 于 点 KK、L、M, 过 日 点 平行 于 MK 的 直线 分 别 交 直 线 
LM 和 LK FÄR 和 S. 求 证 :人 RIS 为 锐角 . (如 图 了 -4-1-9) 

证 明 : 为 了 证 ¿RIS 是 锐角 .由 余弦 定理 ,只 要 证 ; 

RI? + SI? ~ RS? = 2RI + SicosZ RIS > 0 (mI -4-1-9) 

为 此 我 们 来 计算 RE + SI? - RS? 

$ MK // RS,#! A BMR 及 A BSK ,于 是 

LMRB = ZLMK = + (x— ZC) 

同 理 

LRMB = ZAML = +(z— ZA) 


而 ZMBR = x- ZMRB - ZRMB = + (ZC + ZA) = +(z— ZB) 
同 理 人 KSB = ZLKM = +(x - ZA) 
ZSKB = ZLKC = + (x- ZO) 


ZKBS = + (x ZB) 
由 正弦 定理 ,有 


BR ___BM BK ___Bs _ 
SnZRMB ` sn MRB "sn/ KSB ~ sin BKS 


今 BI MK, 所 以 BI | RS. 又 MI L AB, 所 以 考虑 直角 三 角形 AIRB,AISB, ABIM 有 

IR? + IS? — RS? = (BI? + RB?) + (IB? + BS?) — (BR + BS} = 2(BI)? ~ 2BR - BS 

注意 到 BK = BM, 因 此 BR - BS = BM?. 所 以 IR? + IS? — RS? = 2[(BI)? - (BM)?] = 2(IM)? 
>0 

【评注 】 现 将 本 题 中 “内 心 ” 改 为 “ 旁 心 ”, 发 现 其 结论 仍然 成 立 ,这 个 演变 题 即 为 : 

演变 题 : 设 7 为 全 ABC 的 旁 心 ,其 全 ABC 旁 切 国 切 边 AC FAL 、 切 边 BA 和 BC 的 延长 线 分 别 于 点 
M 和 KK ,过 点 BB 平行 于 MK 的 直线 分 别 交 直 线 LM 和 LK FAR 和 S. 求 证 :RIS 为 锐角 . 

证 明 :如 图 I -4-1-10, 连 接 BI MI、KI. 


在 全 BKS 与 人 ALMK 中 ,人 LKM = 人 KSB, 人 BKS = 人 LMK. 于 是 人 BKS 和 ALMK ATES 
LK 


LM 
同 理 可 证 RR _ LM 
eS EEM E 


于 是 BS: BR = BK - BM 

又 显然 BL | MK ,BK = BM, 从 而 BS * BR = BM? < BP, 
即 BS .BR < BI? 

这 表明 :在 BI 内 存在 点 P, 使 得 BR - BS = BP? 

TE ARPS 中 ,应 用 射影 定理 的 道 定理 ,可 知 RPS = 90°, F 
是 点 1 在 以 RS 为 直径 的 圆 的 外 部 ,从 而 RIS < 90* 

例 6 全 ABC 中 ,人 A 的 平分 线 与 外 接 圆 交 于 点 D,1 是 内 心 ， 
M 为 BC 的 中 点 ,P 为 1 关于 M 的 对 称 点 ,延长 DP 与 外 接 圆 相交 
于 N. 求 证 :线段 AN, BN, CN 中 有 两 个 的 和 等 于 第 三 个 . 

【分 析 一 】 这 道 题 有 一 个 经 典 解法 一 一 面积 法 ,此 法 好 似 没 道理 ,仿佛 天 


外 来 客 ,但 是 想法 确实 极为 精美 巧妙 . 
证 明 一 :由 于 Smo + Saw = 2Sww = Siw 
而 Sew = Ñ BN : BD ,sinZNBD 
Sow = $} CN - CD ,snZNCD N ë 
D 


Sp = + AN + ID .sin 人 NAD( 请 关注 这 个 式 子 , 想 想 为 什么 ) 


(图 工 -4-1-10) 


并 BD = ID = CD (I -4-1-1) 
“BN + CN = AN 
证 毕 


【分 析 二 】 如 果 说 我 们 的 目的 不 只 是 去 寻求 证 法 的 美妙 ,而 是 实用 ,那么 可 选择 一 个 稳妥 一 点 的 
方法 一 一 三 角 计算 . 

证 朋 二 : 记 。 a= +ZBAC,8 = 人 NAD, 外 接 加 半径 为 R 

只 需 证 明 2Rsin(a - B) + 2Rsin(a + B) = 2Rsin(C + a — p) 

即 证 2sinacosp = sin(C + a - B). o 

我 们 来 看 一 看 还 有 什么 条 件 没有 用 .我 们 需要 的 是 一 个 限定 N 位 置 的 条 件 ,这 个 就 是 *M X IP 中 


点 ". 当 然 ,选择 用 比例 地 E, EA 中 的 哪个 是 需要 思考 一 下 的 . 注意 到 ， 4 
DM 和 .DI 的 长 度 比较 好 描述 ,而 DP 的 长 度 我 们 无 法 控制 ,所 以 我 们 选择 用 
Pú. 1 
PM = + 来 使 用 这 个 中 点 的 条 件 . 
1 _ PM _ Sm z c 
3 N 
D 


IP — Spo 


App. + sü 
z PD + DM sinZPDM _ Dy .ss POM ma P 
Ñ PD ` DI ` snZPDI DI * sinZ PDI ( -4-1-12) 


2Rsin?a . sin[ (90° — a) + (a — 8)] 


= — sinacos8 o 
2Rsina sin(C + a - p) sin(C + a — 8) 


" 


【评注 】 其 实 读者 从 证 明 的 过 程 中 应 该 已 经 看 到 了 ,证 明 几乎 没有 用 到 太 多 的 计算 ,但 是 技巧 的 
使 用 却 很 多 ,实用 得 很 . 

例 7 (1998.IMO 预 选 题 ) 已 知 公 ABC 的 垂 心 为 甩 , 外 心 为 O, 外 接 圆 半径 为 尺 , 设 A,B,C 分 别 关 
于 直线 BC .CA AB 的 对 称 点 为 D、E、F ,证 明 :D、E、F 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 OH = 2R 

【分 析 】 # OH = 2R, 过 A,B,C 分 别 作对 边 的 平行 线 得 人 A“B'C”, 则 态 为 此 三 角形 的 外 心 , 且 
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外 接 贺 半径 为 2R ,联想 到 西 姆 松 定理 ( 详 见 第 二 讲 ),O 在 
A ABC 三 边 上 的 投影 共 线 的 充 要 条 件 是 O 在 全 ABC 
的 外 接 圆 上 .这 样 , 可 以 通过 “位 似 变换 " 把 DEF 三 点 与 
上 述 投影 点 对 应 起 来 . ss 

证 明 : 设 人 ABC 的 重心 为 G, 而 BC, CA ,AB 的 中 点 分 
JH A, B,C', 过 A,B,C 分 别 作 BC、CA AB 的 平行 线 ， 
其 交点 分 别 为 4",B",C", 则 AABT 的 重心 为 G, 外 心 为 
HRA O 在 直线 BC ,CA",AB 上 的 投影 分 别 为 D”， 


E’ F A G 为 位 似 中 心 ,~ 十 为 位 似 比 作 位 似 变换 ,将 A， 
B,C,A”,B",C” 分 别 变换 为 A’,B”,C',A,B,C 

因为 AD | BC,AD | BC (I -4-1-13) 

所 以 A'D'/ AD,B AD : A'D = 2:11 = GA : GA',ZDAG = LD'A'G, 即 有 DD 变换 为 D'， 
同 理 下 ,分 别 变换 为 下 ,天 

因此 D,E,F 三 点 共 线 等 从 于 D',E', F EARR. 

因 D',E', 玉 分 别 是 0 在 BC”,CA”,A”B” 上 的 投影 ,由 西 姆 松 定理 , 知 D, E”, F 三 点 共 线 的 充分 
必要 条 件 是 在 人 A'B'C” 的 外 接 加 上 ,因为 人 A’B'C” 的 外 接 加 半径 为 2R, 所 以 O 在 此 加 上 的 充 要 条 
件 是 OH = 2R 

证 毕 ， 

例 8 Ej AABC 的 三 个 顶点 A,B,C 分 别 在 AAAiBiC 的 
边 BiCi,CiA1,A1B1 上 ,使 得 CABC = 人 A1B1C1, 人 LBCA = 
ZB.C IAí.Z CAB = 人 C1A1B1. 证 明 : 公 ABC H AA B.C; ME ` 
心 与 人 ABC 的 外 心 一 样 远 . 

【分 析 】 设 OABC 的 重心 为 末 , 由 条 件 可 得 HH AAB C 
的 外 心 . E A AoBoCo, WE ABC 为 其 各 边 中 点 , 则 知 H 也 为 
人 AoBoCo 的 外 心 ,可 知 人 AoBoCo 与 AAB: C, 相似 ,利用 "位 似 
施 转 变换 ”, 两 三 角形 的 重心 通过 此 变换 对 应 起 来 , 且 有 HH, H 
= 90", 另 外 A ABC 与 人 AoBoCo 的 甜心 均 为 G, 利 用 “位 似 变换 ” 
RRRA” 可 推 知 A ABC 的 外 心 O 为 HH 的 中 点 , 从 而 在 (图 五 -4-1- 14) 
RAHIiHHo 中 ,OH = OH, 

证 明 : 设 全 ABC HELEH, N 人 BHC = 180 — Z CAB = 180° - ZC1A:B,, H, B, A, ,C 四 点 共 


F 


圆 . 

同 理 H,C,B,, A 四 点 共 国 ; 

H,A,C,, B 也 四 点 共 加 ， 

所 以 BiHC = LBIHA + ZC IHA 
= ZB,CA + ZC,BA 
= (180° ~ ZAiBiC ~ ZCAB;) + (180° - ZA1C1B1 - 人 CIAB) 
= (180° - ZA1BiC1 ~ ZAC1B1) + (180° - ZCAB, - LC1AB) 
= 2 人 BiAiC 

同 理 ”一 CiHA = 2 人 CiBIA,ZAIHB = 2LA1C1B 

所 以 ”日 是 人 A1B1Ci 的 外 心 - 

分 别 过 A ABC 的 顶点 作对 边 的 平行 线 得 人 AoBoCo, 易 知 日 也 是 人 AoBoCo 的 外 心 . 

由 人 Ai = ZA = 人 Ao, 知 Al 在 以 AEH 为 直径 的 加 上 . 

H Ho, Hi 分别 是 人 AoBoCo 和 和 AiBiCi 的 垂 心 . 
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以 五 为 位 似 中 心 作 位 似 旋转 变换 ,使 A,B,C 变 到 入 AoBoCo, 则 一 HEHEHo = ZHA1Ag = 90° 


设 AABC 的 外 心 为 ,重心 为 G, 由 欧 拉线 ,有 CH =- 2 GO 


以 G 为 位 似 中 心 , - 2 为 位 仆 比 作 位 似 变换 , 则 A ABC 变 为 ^AoBuCu. 故 有 GPio =- 2 GH. 


从 而 OP =- O09, 即 O 为 HoH 中 点 . 
在 RAHoHiH h, O XERAL HoH 的 中 点 . 
故 HO = HO 


即 全 ABC 和 公 A1B1Ci 的 垂 心 与 A ABC 的 外 心 一 样 远 . 
例 9 (1998. 全 国 高 中 数学 联赛 二 试 第 一 题 ) 如 图 | -4 一 1 一 14,O、I 
分 别 为 A ABC 的 外 心 和 内 心 ,AD 是 BC 边 上 的 高 ,1 在 线段 OD 上 ,AB Z 
AC ,求证 :和 ABC 的 外 接 贺 半径 等 于 BC 边 上 的 旁 切 贺 半 径 . 
【思路 分 析 】 ABC 的 BC 边 上 的 旁 切 圆 是 与 边 AB、AC 的 延长 线 以 及 
边 BC 都 相 切 的 圆 . 
证 法 一 :如 图 -4-1-15 所 示 , 记 AB = c,BC = a,CA = b, Al 
的 延长 线 交合 ABC 的 外 接 圆 O 于 KK 点, 则 OK 是 @O 的 半径 , 记 为 尺 . 因 为 
OK 1 BC, 所 以 OK // AD 


oA = AD = S BBB =2inB .snc 


又 ZABI = ZIBC = +ZB,ZCBK = ZCAK = 去 LA 


LAKB = LACB = ZC, ZBAK = 1 ZA ， 


y Al 2 2 
所 以 K s= 
IK T Saru “可 BRK pi -sn AHB 
B TNE 
Ee ent 
=S CS SA e A 
$ sn sing sinf 
由 @,@ 得 
2sin sn 
2sinB + sinC = A 
sing 
所 以 din bos BoE = 
š A ABC 的 BC 边 上 的 旁 切 圆 半径 为 一 . 则 
Lie ,sina = Saame = Fralo + c-a) 
Y -如 .sinA 
所 以 rre-a 
= 2R - sinAsinB . sinC 
= 2R ° SnB + sinC — sinA 
sinA + sinB - sin Ẹ 
=2R. 2 
I Bt BC BIC CC BIG 
2 
sinA .sinB . sinC 


= 4Rsin Fos Bos 
= R ®© 
即 A ABC 的 外 接 圆 半径 等 于 BC 边 上 旁 切 圆 的 半径 . 
【评注 】 上 述 解答 是 命题 组 给 出 ,其 证 法 是 采用 几何 与 三 角 便 等 变换 相 结合 的 方法 ,解答 要 用 三 


角 函 数 和 差 化 积 ,显得 复杂 一 些 .那么 不 用 三 角 函 数 和 差 化 积 ,有 没有 较 简 单一 点 的 方法 呢 ? 答 案 是 肯定 
的 


via 


证 法 二 :如 图 M -4- 1-16, 设 BC 边 的 旁 切 图 半径 为 RA AOA Ja, K 
为 A 与 外 接 圆 交点 ,显然 ,A IK 、I4 共 线 , 且 K 为 点 B、IC、JA 外 接 圆 圆心 . 


IAP = IK + KP = IK + KP,PA = PI + IA 
-a KI _ IK + KP 
IA = PI+ IA 

KI ° PI = IA + KP 


2 
Bl .AB . 
故 "iz 


sin 2 sin 2 

在 A ABC 中 应 用 正弦 定理 即 可 . 

【评注 】 不 少 读者 问 ; 有 没有 纯 几何 的 简单 证 法 ?答案 是 肯定 的 . 

[分 析 】 如 图 上 二 4- 1- 17, 画 全 ABC RIRIN OO, IEK AI ZBC F 
J. BC + K ,WJ K 为 BC 中 点 ,显然 OK L BC 

设 O' 是 与 BC 边 相 切 的 A ABC HRAN», N O” 在 AI 延长 线 上 , 即 P 
AIJ KO RR. 

EOY 上 BC 于 Y. 则 OY EZIN OO 的 半径 . 

要 证 OO 半径 R PF OO 半径 六, 即 要 证 OK = O'Y, 注 意 到 OK // 
O'Y ,也 就 是 OK 经 过 平移 可 以 与 YO 重合 . 图 了 -4-1-17 


其 实 ,这 个 平移 是 由 两 次 位 似 变换 合成 的 :第 一 次 OK 经 过 以 了 为 位 似 心 ,从 为 位 似 比 的 位 似 变换 


变 为 DA ;第 二 次 DA 经 过 以 J aimo Jo 为 位 似 比 的 位 似 变 换 变 为 YO' .要 这 两 次 位 似 变换 的 复合 
作用 是 个 平移 ,只 须 证 两 个 位 似 比 的 乘积 是 1 就 可 以 了 . 


也 就 是 证 明 : A .JC = 1 paipa A = JA 即 可 . mmal = JA nga A = 
IK JA IK ` JO Ot JG IA+IK 


Two B = JÁ, mu. 
JA+JO' AK AO 
这 样 , 我 们 用 位 似 变换 的 思想 ,分 析出 了 证 明 的 思路 ,下 面 即 可 整理 出 证 明 过 程 . 
“AD、OK、O'Y 都 垂直 于 BC， 
“AD/ OK // O'Y 
因此 AAID o AKIO 
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得 4D_ A AD _ Aí 
得 OK" EUR “IK ° 
又 由 AAADJ co AO'YJ 
AD _ Al 即 也 -AL 
得 DY Jon B. = jo ° 


于 是 ,要 证 R = r ARER = jo 即 可 . 

连接 BI IC CO .O'C,B 3 Z IBO' = Z ICO' = 90° 
“BICO MAS. 

因此 ZAOC = ZIBC = <Ë = ZABI 

X ZBAI = LO'AC 

A ABI co AAO'C 


„AB _ AQ... AT. AO = AB- 
A = AC Al AO = AB + AC @ 


连接 BK, 
{E AABK 5 AAJC P, 
“ZLBAK = ZJAC,ZBKA = ZJCA 


<. AABK co AAJC 
AB 
因此 AB = ALI AK + AJ = AB + AC @ 
由 @\@ 可 得 AI - AO' = AK +: AJ 
m K. 47 
AI AJ 
Al + +JO' £ IK [0] 
由 和 让 A = W @ 
R Ta 
将 式 回 结合 0.@ 可 得 $= 
因此 得 证 :R = r, 


评注 ”有 了 上 面 证 法 ,可 以 衍生 出 不 同 的 叙述 形式 ,下 面 再 例 举 一 种 比较 
自然 的 思路 . 


【 简 析 】 h AADA AKIO RAR = 伐 , 利 用 合 比 定理 ,注意 OK = 


AD Al AI AD _ AI 
RAD + R = AT + IK = 人, 延长 AD SIH, t DH = RWAH = AK 


(m H —4-1-18). m 
连接 O'H, 要 证 R = r, RRE DH = OY, 易 知 ,只 需 证 BC // HO” 即 可 . 
亦 即 只 需 证 他 = AL 即 可 . 
结合 式 @ 考虑 ,只 需 证 全 = Ay WT. 


这 不 难 由 A ABI co AAOC 及 AABK co 人 AJC. 如 上 述 证 法 3 中 得 到 O, O 两 式 而 推出 ,详细 的 
证 明 过 程 就 不 约 述 了 

【评注 】 另外 由 旁 切 圆 半径 与 外 接 加 半径 都 可 以 通过 三 角形 三 边 长 来 计算 .这 样 ,我 们 可 以 通过 
计算 来 达到 证 明 的 目的 . 

证 法 四 :如 图 了 -4-1-19, 作 正 上 CD 于 E, 作 OF | CD 于 F. 则 EE 为 人 ABC 内 切 圆 与 BC 边 
的 切 点 ,下 为 BC 边 中 点 .40 与 圆 交 于 T. 


设 BC = a,AC = b,AB = cp = $ (a +b + c) WE 
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和 = 全 


Ñ <B = <ATC, 得 人 BAD = Z TAC 
所 以 ZDAI = 人 OAI 
# AADO 中 ,AT 平分 人 DAO 可 得 


设 入 ABC 面积 为 S, 则 AD = 2Š 代入 得 

2S _ atc-b-2e: oB o 
b= 

` a? — 2acoosB = a? ~ (a? + c? — b?) = (b — c)(b +c) = (b — c) + (2p - a) 

o 2eza _ 8 = 2c : oB 


a & =€ 
2p-2a _ a t c — b -2c oB MEO 2S 
因此 Q 机 rye aR 
(p - a)R = rp(r 33 A ABC WIWE). @ 


另外 ,由 图 了 -4-1-20(1) 得 
AAT VAAT: T = AT, 
HAT, = p - a,AT; = p, 


N AEE eA 
AT 
BD (p-a)r, = rp © 


比较 OO 即 可 得 证 R = r, 
【评注 】 回顾 证 法 三 的 过 程 ,整个 证 明 包括 两 大 部 分 : 
(DAABC 中 ,1 为 肉 心 ,0O' 为 与 BC 边 相 切 的 旁 切 贺 贺 心 ,AO’ 交 BC FJ, 


AL AL 
交 @O 于 K, 则 AK = 


AO 
这 是 对 任意 A ABC 都 成 立 的 一 般 性 质 . 图 工 -4-1-20() 
(2) 当 A ABC 的 外 心 O ,内 心 与 高 AD MEERE, AADI co 和 AKOI, 因 此 ， 
AD - Al ae R = A 
R IK' AD+R AK 


这 是 只 有 O, 1, DIRNE O 不 在 AD 上 时 才 生 出 的 特殊 性 质 , 容 易 看 出 ,如 
果 O 在 AD 上 时 ,将 有 AB = AC, Ri}, AADI 与 A KOI 退化 为 线段 ,其 确定 的 比 
例 关系 也 会 消失 .如 图 卫 -4-1- 20(2),AB = AC,A、O、I、D、O' 共 线 ,明显 的 
# R r, 

因此 问题 可 一 般 叙 述 为 ; 

“OA 分别 为 全 ABC 的 外 心 和 内 心 ,AD 是 BC 边 上 的 高 ,I 在 线段 OD 上 ,如 BRC 


> 


果 AB 2 AC, 则 和 ABC 的 外 接 加 半径 等 于 BC 边 上 旁 切 图 的 半径 .” | 
其 地 命题 可 如 下 表述 m; 
“AAABC 中 ,AB 关 AC,O 是 外 心 ,[ 是 内 心 ,AD 是 BC 边 上 的 高 .如 果 和 ABC 


的 外 接 加 半径 等 于 BC 边 上 旁 切 加 半径 , 则 了 在 线段 OD E.” 
其 证 明 思路 如 下 : Œ I -4-1-202) 
` AB AC, 所 以 外 心 O 不 在 高 AD E,(M I - 4-1-21) 
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连接 OD XAO 于 了 , 则 由 AADI o AKOF ,AADJ o AO'YJ 
得 Ar AD AD AJ 
IR O 
5 
“Ar + TK T AJ + JO 
Ar _ AL 
即 AK = AO' e 


# 13 AABC 的 内 心 , 则 A,1,J,K,0' 共 线 ,根据 前 述 人 ABC 的 一 般 性 ° 
Al 
质 (0), 有 :如 = A @ 


对 照 四 与 四 得 AI = Al 
所 以 1 与 重合 , 即 D、1、O 共 线 . 
例 10 (第 29 届 IMO 试题 ) 在 直角 三 角形 ABC 中 ,AD 是 斜 边 BC 上 的 mI- 
高 ,连接 A AHID 与 AACD 的 内 心 的 直线 分 别 交 AB,AC + K.L ,AABC 和 
A AKL 的 面积 分 别 记 为 S 和 了 T, 求 证 :S > 2T. 
证 明 :如 图 H -4- 1-22,# A ABD 和 公 ACD 的 内 心 分 别 记 为 M、N, 由 于 
A ABD co 人 CAD, 故 有 对 应 线段 之 比 等 于 相似 比 , 即 
DM : DN = BD : AD 
X LMDN = ZBAC = 90° 
WA A ABD co ANMD 
从 而 对 应 边 的 交角 相等 , 即 
Z LKA = Z BDM = 45° & L 
这 表明 ,全 ALK 是 等 腰 直 角 三 角形 
X. ` AALK 2 AAMD 


4-1-21 


B 


图 -4-1-22 


= AK- AL = AD? = AB::AC’ -4B:.Ac -LAB.Ac= 
2T = AK: AL ADE = Apa AG S 2AB: AG = > AB AC =S 


【评注 】 本 例 是 一 道 平 面 几何 内 心 的 问题 ,如 果 把 A ABD , AACD 的 内 心 M、N 都 变 成 其 旁 心 ,就 
演变 成 为 下 面 的 问题 .其 证 明 的 关键 是 利用 垂 心 . 

演变 题 :如 图 [ - 4-1- 23, 在 Ri 人 ABC 中 ,AD 是 斜 
边 BC 上 的 高 ,全 ABD PAB 边 的 旁 心 为 M, 公 ACD 的 旁 心 
为 N, 直 线 MN 分 别 交 BA CA 的 延长 线 于 K、L, 人 ABC， 
AAKL 的 面积 分 别 记 为 S、T, 求 证 :S 三 2T 

WERA: M I- 4 - 1 - 23 添加 辅助 线 , 因 M.N 分 别 为 
AABD AACD 的 旁 心 , 所 以 BH、CH 分 别 为 ABC, 
Z ACB 的 外 角 平 分 线 ,H 为 A ABC 的 旁 心 . 

由 LBAD = LACD 得 LBAE = LACF， 故 
LBAM = 人 LACN, 从 而 LMAD = ZPCD,A.P.C.D 
点 共 圆 ,APC = 180" -人 ADC = 90" ,AP | PC 即 MP L 
NH. 

同 理 可 证 NQ L MH, 因 此 A 为 A MNH 的 甜心, HA BI -4-1-23 
上 NMN, 即 HA | LK, X. ZLAG = 人 C4H, 所 以 人 LAG = ZKAG = 45", 进 而 人 ALK = 45',AK = 
AL, 男 一 方面 ,AALN 2 AADN,# AL = AD,S = +AB -AC 


=-LAK.AL = Lap = ABAC 
T = AK - AL = Z AD = SAB + AC 
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.5 _ AB! + AC 
“六 = 2AB aC 218 S>2T 

例 11 设 点 M 是 公 ABC 的 AB 边 上 的 任 一 内 点 ,ri、r2、r 分 别 是 
AAMC.A BMC.A ABC ASA qu PROE KEARE 


ZACM.ZBCM.ZACB ARR IME. RE: T "a = T 


( 注 :本 题 是 第 12 届 国 际 数学 奥林匹克 题 1. 由 波兰 提供 ). 

证 明 : 设 人 CAB = a, 人 ABC = B, 人 BCA = y, ZAMC = ò 

又 设 A ABC 的 内 切 加 的 图 心 为 R, 且 与 AB 切 于 P( 如 图 是 一 4-1 一 
24), 于 是 


LAPR = LBPR = Z + 


从 而 有 
AB = rot troh = rfo tort) 0 
由 于 三 角形 的 角 的 内 、 外 分 角 线 互相 垂直 ,因而 类 似 地 有 
AB = qun $ + qun É = q [un +n 2) o BHI-4-1-234 
由 @ 和 四 可 得 
= 8 
人 © 


91 92 q 

例 12 〈1994. 全 国 高 中 数学 联赛 第 二 试 第 二 题 ) 如 图 T - 4 - 1 - 25,1 A ABC 的 外 接 圆 O 的 半 
BX RROA I, ZB = 60", 人 A < ZC,ZA 的 外 角 平分 线 交加 O 于 EE, 证 明 : 

(1)IO = AE 

(2)2R < IO + IA + IC < (1+V3)R. 

TM: (1) 延长 BI 交 外 接 贺 于 M， 连接 OA.OM.AM, 易 知 
人 AOM = /B = 60", 故 个 AOM 为 正三 角形 .…OM = OA = AM = CM. EA 
BE ¿MIA = ZMAI, .MA = MI 

同 理 ,MC = ML, 即 A、O、I\C 在 以 M 为 圆心 ,R 334509 F ,@ M M 
与 OO 为 等 国 . 


设 AT 的 延长 线 交 BC 于 下 , 则 AF、AE 分 别 为 ZA 的 内 、 外 角 平 分 线 ， ZN 
<EAF = 90", 即 EF 为 OO 的 直径 ,… 21 = Z2 = 二 人 AOE， 


1 . 
X#@M'F,Z1= +ZOMI,-.ZAOE = 人 LOMI, 但 ©O 与 OM 为 ”图 了 -4-1-25 
EL, AE = OF 
(2) 连接 FC, 同 上 易 证 IF = CF,X. ZIFC = 人 ABC = 60",…. 人 IFC 为 等 边 三 角形 ,IC = IF 
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“ZAFE = +ZA0E = + ZOMI 
= +(ZXAMI - ZAMO) 
= Jec- 6) 

iË ZAFE 380 


=. IO + IA + IC = AE + IA + IF = AE + AF 
= 2Rsing + 2Reosb = 2R(sing + cosg) 


= 2 R .sn(g+45) = 2V3R + sin(£ +15°) 
由 LA < CC 知 ,60 < ZC < 120', 从 而 有 30' < <C < 60 
即 as < SE+15 <75 
22R + sin45° < IO + IA + IC < 2V2R .sn75" 
又 sins = Ë +$ 


故 2R<IO+IA+IC< (1+/3)R 
例 13 (1995. 日 本 数学 奥林匹克 预选 试题 第 3 题 ) 锐 角 公 ABC 的 外 心 为 


O, 线段 OA, BC 的 中 点 分 别 为 MN. 人 ABC = 4ZOMN,ZACB = Á 
6ZOMN.3R ZOMN. 
解 :如 图 和 -4-1-26, 设 人 OMN = 0, 则 / 
ABC = 40, ZACB = 60 / 
BAC = 180' — (49 + 60) = 180° - 108 B ETN 人 


又 ZNOC = ZBOC⁄2 = ZBAC = 180' - 109 
LMOC = LAOC = 2LABC = 80 š 
从 而 ZMON = 80 + (180' — 100) = 180° - 20 q EC 
“ONM = 180' ~ (ZMON + ZOMN) 
= 180° — (180° — 20 + 0) 
= 0 = ZOMN 
即 AOMN 为 等 用 三角 形 ,ON = OM = 0A/2 = 0C⁄2 
“ZONC = 9%°,.. ZNOC = 60° 
X V NOC = 180° - 100 
+. Z OMC = 0 = 12° 
例 14 (数学 通报 1996. 第 7 期 数学 问题 1018) 设 I X A ABC 内 一 点 , 试 证 :1 为 A ABC 内 心 的 充 
要 条 件 是 AIBC, AICA „A IAB 的 外 心 均 在 A ABC 的 外 接 图 上， 
证 阴 : 必 要 性 :( 如 图 I -4-1-27) 设 1 为 人 ABC 内 心 ,AI、BI、CI 的 
延长 线 分 别 交 A ABC 的 外 接 加 于 A1、Bi\C1, 连 接 A1B、A1C. 
在 A1BI 中 ,ZA11B = T(ZA+ ZB), ZABI = ZA,BC+ Z È 


= 到 (LA+LB), 故 AiB = AT 

同 理 ,在 人 A1CI 中 ,A1l = AC. FË 

AlB = AT = AiC 

因此 ,Al 是 AIBC 的 外 心 . 同 理 , B, .C, 分 别 是 人 ICA、 公 1AB 的 外 心 . 
BJ A IBC.A ICA A IAB 的 外 心 均 在 A ABC 的 外 接 加 上 . 图 -4-1-27 
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充分 性 :( 如 图 ) 设 卫 为 全 ABC 内 一 点 ,人 TBC. 和 ATCA\ 和 TAB 的 外 心 Az、Bz、Cz 均 在 人 ABC 的 
外 接 贺 上 ,由 A2B = A2C,A1B = A1C, 知 AzA, 重合. 同 理 , B、Bl 重合 ,Cz、Cl 重合 . 

由 AC, 分 别 是 人 1BC、 公 1AB 的 外 心 , 知 AiC 垂直 平分 线段 BI. 则 A1(A2) .C1( C2) 分 别 是 
人 7BC, 人 14B 的 外 心 , 知 ACi 垂直 平分 线段 BF .由 此 可 知 U 和 工 重合 , 即 工 为 AABC 内 心 . 

【评注 】 由 上 述 证 明 可 得 出 如 下 结论 : 

设 1 为 人 ABC 内 一 点 ,车 人 1BC、 人 1CA ,人 TAB 中 有 两 个 三 角形 外 心 在 入 ABC 的 外 接 贺 上 , 则 
角形 的 外 心 也 在 A ABC 的 外 接 圆 上 . 

下 面 我 们 讨论 界 心 的 两 个 性 质 . 

例 15 设 D、E、F 分 别 为 人 ABC 的 BC、CA、AB 边 上 的 周 界 中 点 ,R、r 分别 为 人 ABC 的 外 接 圆 和 

Sa r 

内 切 加 的 半径 , 则 (1) SRE = ZS, (2) Sar < T Sanar 


证 明 : 设 BC = a,CA = b,AB = c,2p = a + b+c, 则 由 题 设 易 知 


从 而 Se = 1- (Eea , Sanm + Sace) 
Saa Saam Saam Saagc 


= 1- [Peo , ,(p-e), (op-b)] 
bc ca ab 
= = 2p? + 2(ab + bc + ca)p- 2abc 
abc 
把 三 角形 恒等式 


Qi be + ca = p? + AR + r ft abe = 2pRr 代 入 并 整理 ,得 Su = x 


由 欧 拉 不 等 式 Rri Sanr < T Sac 


$1.3 针对 性 训练 


A 组 


1.(1998. CMO BB) 在 一 个 非 钝 角 AABC 中 ,AB > AC, ZB = 45°, O 和 TI 分 别 是 全 ABC 的 外 心 和 
内 心 , 且 /2O1 = AB - AC. 求 sinA 


2.( 第 39 届 IMO 题 ) 设 1 是 人 ABC 的 内 心 ,并 设 A ABC 的 内 切 圆 与 三 边 BC、CA AB 分 别 相 切 于 
点 K、L、M. 过 B 点 平行 于 MK 的 直线 分 别 交 直线 LM 及 LK FAR 和 S. 证 明 : 人 RIS 是 锐角 . 


3.(1994. 江苏 省 赛 题 5)D、E、F 分 别 为 人 ABC 的 边 BC、CA、AB 上 的 点 , 且 人 FDE = ZA,ZDEF 
= ZB, Xi AAEF 、 公 BDF、 人 CED 均 为 锐角 三 角形 ,它们 的 垂 心 依次 为 Hi、H;、H3, 求 证 : 

(1)ZH:DH; = ZFHIE 

(2)AH, HH; 2 ADEF 


4.( 第 10 届 即 1988. 学 奥林匹克 题 4) 设 1 为 三 角形 ABC Aù, H A'、B'、C’ 分 别 为 A IBC, 
AICA 、 公 1AB 的 外 心 ,求证 :人 ABC 与 人 A'B'C 有 相同 外 心 . 


5.( 第 7 届 即 1990. 巴尔 干 地 区 数学 奥林匹克 题 3) 公 A1B1Ci 是 不 等 边 锐角 全 ABC 的 垂 足 三 角形 ， 
A2,B2,C2 是 公 A1B1Ci 内 切 加 分 别 与 各 边 的 切 点 .证 明 : 公 A2B2C; 与 人 ABC 的 欧 拉线 重合 . 
《 注 :三 角形 的 欧 拉线 是 指 垂 心 和 外 心 的 连 线 ) 


6.(1990.IMO 预选 题 ) 若 A XYZ 与 A ABC 相似 , 且 XX 在 BC 上,Y 在 AC 上 ,Z 在 AB 上 .求证 : 
全 XYZ 的 垂 心 , 就 是 A ABC 的 外 心 . 


7.( 数 学 奥林匹克 高 中 训练 题 (45) 第 二 试题 一 ) 如 图 [l -4 1! — 28, 平 行 四 边 形 ABCD 中 ,E 为 AD 
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上 任 一 点 ,过 巨 作 EF 与 AB 的 延长 线 交 于 下 , 连 CE、CF, 记 ACE 的 外 心 为 O1, 公 EAF 的 外 心 为 0;， 
CBF 的 外 接 圆 半径 为 R. 求 证 :O10， = R 


E ja 


D Ç 
7 
a , 
4 B F 
图 -4-1-28 EI -4-1-29 


8.(1994. 全 国 高 中 联赛 ) 如 图 I — 4 - 1- 29, 设 人 ABC 的 外 接 圆 O 的 半径 为 R, 内 心 为 1, 人 B = 
60°, ZA < LC, 人 A 的 平分 线 交 圈 O FEWER: 
(DIO = AE 
(2)2R < IO + IA + IC < (1 + /3)R 

说 明 :此 题 作为 例题 已 在 前 面 深入 讨论 过 ,但 此 题 还 有 其 他 证 法 ,对 于 提高 平面 几何 证 是 能力 很 有 
好 处 ,因此 很 值得 研究 . 


B 组 


1.A ABC 的 内 心 为 1, 内 切 贺 分别 切 BC ,CA 于 点 D、E. 如 果 BI % DE 于 点 G. 求 证 :AG L BG 


2. 已 知 O 内 切 于 人 ABC 的 外 接 图 @OO' ,并 且 与 AB、AC 分 别 相 切 于 P、Q. 证 明 ; 人 ABC 的 内 心 
I 平分 PQ 


3. 已 知 A ABC WAHE OI SBC 边 切 于 D,DE 是 @ ! 的 直径 ,AE 的 延长 线 交 BC FF. RE: 
BD= CF 


4. 已 知 公 ABC 中 ,高 AD 在 其 内 部 ,过 A ABD.A ACD HAG Ih 引 直 线 分 别 交 AB、AC FE, 
F. 

(1) # X BAC = 90', 则 AE = AF 

(2) # AE = AF, 则 人 BAC = 90" 也 成 立 吗 ? 若 成 立 , 请 证 明 ; 若 不 成 立 ,请 说 明理 由 ,并 指出 不 成 立 
的 情形 . 


5.( 第 二 十 二 届 1996. 全 俄 数学 奥林匹克 赛 题 ) 在 等 腰 A ABC 中 ,AC = BC,O 是 它 的 外 心 ,I 是 它 
的 内 心 ,点 D fE BC 边 上 ,使 得 OD 与 BT 垂直 .证 明 :直线 ID 与 AC 平行 . 


6.( 第 39 届 IMO 中 国 国 家 队 选 拔 试题 四 ) 如 图 I — 4 — 1- 30, 锐 角 公 ABC rh, H 是 生 心 ,O 是 外 
心 ,I 是 内 心 ,已 知人 LC > ZB > 人 A. 求 证 :I 在 A BOH 的 内 部 . 


7.(2000. 全 俄 ) 锐角 A ABC 外 接 圆 的 圆心 为 D ,经 过 A、O、C 三 点 的 圆心 为 K, 且 与 边 AB 和 BC 分 
别 交 于 点 M 和 NN, 点 K 关于 直线 MN 的 对 称 点 为 L. 求 证 :BL | AC 


8,( 第 37 届 IMO 预选 是 第 16 题 改编 ) i A ABC 是 锐角 三 角形 ,外 接 圆 圆 Ñ 
主 为 0, 半径 为 R,AO 3 BOC 所 在 的 圆 于 另 一 点 A, BO 3 COA 所 在 的 圆 于 / 
Q 


另 一 点 B” ,CO 交 AOB 所 在 加 于 另 一 点 C". 证 明 :Ac+ F + G = T 


9,( 第 40 届 IMO 预 选 题 ) 已 知人 ABC 的 内 心 为 ,OOOO: OO 分别 图 下 -4-1-30 
过 B.C,A、C 和 A、B 且 与 OI 直 交 .QO, 和 QO 相交 于 另 一 点 C', 同 理 可 得 点 B 和 点 A“ .证明 : 


AAC 的 外 接 图 半径 等 于 OI 半径 的 让 


10.(2001. 保 加 利 亚 数学 奥 林 区 克 竞 赛 题 ) 非 等 腰 A ABC 的 内 切 辆 圆心 为 ,其 与 AB .BC 和 CA 分 
别 相 切 于 点 CA, 和 Bi, AA BB, XEF A，、B2、 全 A1B1Ci 的 人 C1A1B1 和 人 C1B1Al 的 平分 线 分 
IX B,C, 和 AiCi 于 点 A3、B3. 证 明 : 

(1)A2B3 是 人 BiAzC 的 平分 线 

(2) 如 果 已 和 Q Æ AAAA; fl A B, B;B> 的 两 外 接 圆 交点 , 则 点 O 在 直线 PQ E. 


几 个 著名 定理 


$2.1 知识 方法、 技能 


1. 梅 涅 劳 斯 (Menelauss) 定理 
设 P,Q,R 分 别 是 公 ABC 的 BC,CA ,AB 或 其 延长 线 上 的 点 , 且 有 奇数 个 点 在 边 的 延长 线 上 , 则 PP、 


BP .CQ .AR _ 
QR 三 点 共 线 (如 图 H - 4 - 2 - 1) 的 充 要 条 件 是 PC QA `RB "1 


A A 
R 
Q P B c 
í C P R Q 
(1) (2) 
mMI-4-2-1 


【说 明 】 (1)*P、Q、R 三 点 中 有 奇数 个 点 在 边 的 延长 线 上 ”这 一 条 件 十 分 必要 ,否则 梅 涅 劳 斯 定理 
不 成 立 ; 

(2) 恰当 选择 三 角形 的 截 线 或 作出 截 线 ,是 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 的 关键 ,其 逆 定 理 常 应 用 于 主 明 三 点 
共 线 问题 . 
2. ÆT (Ceva) 定理 

设 P.Q、R 分 别 是 全 ABC HBC, CA ,AB 边 或 其 延长 线 上 的 点 , 且 有 偶数 个 点 在 边 的 延长 线 上 , 则 


AP、BQ CR 三 线 共 点 或 互相 平行 (如 图 Ú - 4 - 2 2) 的 充 要 条 件 是 能 QA .全 = 1 


miI-4-2-2 
【说 明 】 (1)*P、Q、R 三 点 中 有 偶数 个 点 在 边 的 延长 线 上 "这 一 条 件 十 分 必要 ,否则 塞 瓦 定理 不 成 


t. 
(2) 对 较 复杂 的 问题 ,要 注意 梅 涅 劳 斯 定理 和 塞 瓦 定理 的 联合 应 用 
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3. 托 勒 密 (Ptolemy) 定理 

圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 乘积 的 和 等 于 它 的 两 条 对 角 线 的 乘积 : 

AB : CD + BC : DA = AC - BD 

托 勒 密 定 理 的 逆 定 理 也 成 立 . 

【说 明 】 托 勒 密 定理 可 作 如 下 推广 :在 唔 四 边 形 ABCD 中 ,有 AB -+ CD + AD -+ BC > AC : BD. 等 
号 成 立 的 充 要 条 件 是 ABCD 为 贺 的 内 接 四 边 形 . 称 为 广义 托 勒 密 定 理 . 
4. 斯 德 瓦特 (Stewart) 定理 

š P E: A ABC 的 BC 边 上 一 点 (如 图 有 -4-2- 3), 则 

BP + AC? + PC + AB? = BC + AP? + BP + PC + BC 

【说 明 】 如 果 BP : PC = m : n, 则 斯 德 瓦 特定 理 可 写成 如 下 形式 : 


mAC2 + nAB? = (m + n)AP2 + pC? 
m+n 


(1) 特别 当 m = n,BD P HBC 中 点 时 ,可 得 : 
AB? + AC? = 2AP? + BC? 


或 AP = + V2(AB + AC?) = BC = 
此 即 为 三 角形 的 中 线 公式 
(2) 当 AP 为 ZA 的 分 角 线 时 , 亚 = AB = 二, 所 以 
ctb? b: è= (b + c)AP? + pfa? 


-pbe _ ellot) -a 
W. AP = ki p E” (bte) 
(b+c+ta)(b+c-a 

(b+ c): I 
设 三 角形 的 周 长 s +b +c = 2p 
则 AP = z VRP a) 
此 即 为 三 角形 内 角 平分 线 公式 . 


5. 西 姆 松 (Simson) 定理 


在 凸 四 边 形 ABPC P, D.E.F 分 别 是 P 点 在 人 ABC t) BC, CA, AB 
边 或 其 延长 线 上 的 射影 (图 HU -4-2- 4), 则 D.E、F 三 点 共 线 的 充 要 条 件 


是 四 边 形 ABPC 内 接 于 一 贺 . > 
【说 明 】 (1) # ABPC 内 接 于 一 国 , 则 直线 EDF 称 为 ABC 的 关 点 P B NS A 
的 西 姆 松 线 > 
【说 明 】 (2) 利用 西 姆 松 定理 可 证 数 点 共 线 .寻找 恰当 的 三 角形 ,使 得 
要 证 明 共 线 的 三 点 可 以 看 做 是 三 角形 外 接 贺 上 的 一 点 在 该 三 角形 三 边 所 在 m I -4-2-4 
直线 上 的 射影 .这 是 应 用 西 姆 松 定理 的 关键 
(3) 作为 应 用 ,在 赛 题 精 讲 ,我 们 介绍 西 姆 松 定理 与 托 勒 密 定理 的 等 价 性 证 明 . 
6. 笛 沙 格 定理 
如 果 两 个 三 角形 的 对 应 顶点 连 线 共 点 ,都 么 它们 的 对 应 边 交点 共 线 
MOREM: 
如 果 两 个 三 角形 的 对 应 边 交点 共 线 ,那么 它们 的 对 应 顶点 连 线 共 点 
【说 明 】 作为 梅 涅 劳 斯 定理 的 应 用 ,在 赛 题 精 讲 中 的 例 1 将 对 笛 沙 格 定理 作出 证 明 - 
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82.2 赛 题 精 讲 


例 1 (MOREM) 如 图 H -4 一 2 - 5, 由 O 引出 的 三 条 射线 上 各 有 两 个 点 :Ai 和 A, Bi 和 B, 
Cı 和 C2. 直线 B,C, 和 BC ZFA X; 直 线 A1C MAC 交 于 点 Y; 直 线 A,B MAB ZFA Z. 
求证 :X,Y,Z HR. 

【分 析 】 ”当然 稍微 观察 一 下 就 会 发 现 这 个 定理 显然 将 使 用 梅 氏 定理 来 证 明 ,因为 题目 几乎 什么 条 
件 都 没 给 ,只 有 直线 直线 还 是 直线 ,所 以 迫不得已 我 们 只 好 使 用 梅 氏 定理 . 


看 人 A1B1Ci,XYZ SSE, REER ` YE YA = 1 即 可 .关键 


是 这 些 比 例 我 们 都 不 知道 ,所 以 就 要 想 办 法 转化 条 件 . Ea 可 以 看 成 在 
全 O4:B 中 ZA; 的 为 梅 氏 线 时 也 用 到 的 一 个 比例 ,所 以 ,我 们 考虑 这 个 梅 氏 定 
AIZ BIB, AZ _ MA; BO 
应 的 式 子 ， PA ZB, B,O 一 虐 由 此 知道 区 |， = QA, BiB: 
aa 就 是 ABC 地 人 的 办 所 对 条 性 所 以 说 ， 
我 们 根本 不 需要 去 想 剩 下 两 个 应 该 如 何 去 转 化 ,而 只 需要 对 上 式 的 ABC 进行 轮 


BX 2 BI CO CY 
换代 入 即 可 得 到 关于 另外 两 个 比例 的 转化 式 :XE = OB. C YE = miI- 42 
QCA 


写 吕 (第 一 个 式 子 中 见 到 A 就 用 B 代替 , 见 到 BB 就 用 C ft. P) Z 就 用 X 代替; 第 二 个 同 


理 ). 这 样 可 以 大 大 简短 思考 问题 的 时 间 , 而 且 还 时 刻 保持 了 对 称 性 . 
当然 在 写 证 明 的 时 候 ,我 们 最 好 还 是 不 要 点 明 的 说 这 些 对 称 性 的 东西 ,因为 这 些 很 多 都 是 建立 在 感 
觉 的 基础 之 上 的 ,并 不 是 特别 的 严格 ， 
证 明 :在 人 OA1B1 中 ,ZA2B; 为 梅 氏 线 ,由 梅 氏 定理 得 : 
0A, .AZ BB _ 1 
AA ` ZB, ` B:O 7 L 
在 人 0B1Ci 中 ,2B;C; 为 梅 氏 线 ,由 梅 氏 定理 得 ; 
SB, BX QC _ 1 
BB, ` XG, ` G;O = 
在 和合 OCIA1 中 ,ZC2A2 为 梅 氏 线 ,由 梅 氏 定理 得 : 
OC: GY , A A. 
GÓ, ` YA, AO = 


BX CY 
将 以 上 三 式 相 乘 得 到 :全 2 . 网 .SY = 1 


由 梅 氏 逆 定 理 得 X,Y,Z 共 线 . 

证 毕 . 

【说 明 】 这 个 证 明 的 基本 想法 就 是 利用 梅 氏 定理 转化 
线段 比例 ,但 最 重要 的 是 要 时 刻 保持 点 的 轮换 对 称 性 ,这 样 
给 出 的 证 明 就 显得 很 漂亮 和 干净 . = 

例 2 WI -4-2-6,@O,.OO,; 00; RRN 
外 公 切 线 分 别 交 于 点 P,Q 和 及 .求证 :P,Q,R ZARR. 

【分 析 一 】 我 先 说 一 个 解法 ,这 是 一 种 感觉 带 来 的 , 因 
为 这 道 题目 太 让 人 产生 联想 了 . 笔者 第 一 次 拿 到 题目 就 有 


E -4-2-6 
一 个 反应 ， 是 不 是 可 以 用 笛 沙 格 定 理 啊 ?在 经 过 几 组 试验 之 后 就 给 出 了 下 器 遇 舟 法 
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证 法 一 :考察 标 出 的 点 组 A,B,C HO, 02,03 

易 见 ,AO1,BOs,003 是 入 ABC 的 三 条 角 分 线 ,所 以 共 点 是 自然 的 . 

由 第 沙 格 定理 ,P,Q,RR 三 点 共 线 .(P 是 BC 和 OO; 的 
交点 ;Q 是 CA 和 OO 的 交点 ;R 是 AB fi O, O 的 交点 ). 

证 毕 . 

【评注 】 不 知道 读者 有 什么 感想 ,觉得 很 女 妙 吧 ! 我 觉 
得 这 更 多 是 一 种 经 验 ,我 前 面 写 到 想到 使 用 笛 沙 格 定理 的 
原因 是 一 种 感觉 .你 看 到 的 是 一 种 比较 简练 的 图 形 ,尽管 它 
所 包括 的 条 件 很 多 ,但 是 就 好 像 看 一 幅 速写 画 一 样 , 用 很 少 
的 几 条 直线 就 勾勒 出 来 . 所 以 ,会 让 人 联想 到 笛 沙 格 定理 ，“ 7? 
作为 这 道 题目 ,选择 笛 沙 格 是 显然 的 . 

【分 析 二 】 其 实 我 们 完全 不 必 去 回忆 刚才 的 那个 解 
法 ,因为 它 需 要 太 多 的 经 验 和 技巧 .我 们 来 回 到 我 们 惯用 的 
思路 ,首先 我 们 要 看 看 要 讨论 问题 主要 涉及 的 P,Q,R 三 图 工 -4-2-6 
个 点 有 什么 性 质 .事实 上 ,如 果 你 随便 看 一 下 就 会 发 现 01,O,,R;O,,O3,P;O3,O1,Q 分 别 共 线 .由 此 


我 们 自然 会 想到 要 用 梅 氏 地 定理 ,去 证 明江， PO, ` QO. = 1. 这 个 证 明 简直 易如反掌 ,简直 不 需要 


易 见 RO, 和 RO; 都 是 角 R 的 平分 线 ,所 以 O1,O,,R 
共 线 . 
同 理 ,O,,O3,P 和 0O3,O1,Q 分 别 共 线 . 


为 证 明 P,Q,R 三 点 共 线 ,只 要 证 明 ; QR . BBP。 


事实 上 ,由 相似 易 知 角 = a = 2, Qa 


RO; ` r' PO; ` rx'QO, 一 图 工 -4-2-6 


>È 


OR QP OQ n,n., s1 
RO, PO QO, n r n 
由 梅 氏 逆 定 理 知 P,Q,R ZARR. 
证 毕 . 
例 3 (1996. 全 国 高 中 数学 联赛 二 试题 三 ) MA H -4-2- 
7,@O, 5 OO, 和 公 ABC 的 三 边 所 在 的 3 条 直线 都 相 切 , 尼 .下 、 P 
GH 为 切 点 ,直线 EG 与 FH 交 于 点 P. 求 证 :PA | BC. 
【 注 】 如 下 给 出 的 方法 不 同 于 命题 组 给 出 的 方法 . 


证 明 :过 A 作 AD | BC 于 DD, 延 长 DA 交 直 线 HF FAP, h 


“sa DPK 


“BF=BH,.. or Fl EB D CF 
OE // AD // O}F,AAGO, co AAHO; 
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由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 P” G E 三 点 共 线 , 即 P 为 直线 EG 与 FH 的 交点 . 

因此 ,点 P' 与 已 重合 . 

“^ AP BC. 

【评注 】 这 个 证 明 中 所 连 的 辅助 线 与 命题 组 给 出 的 答案 相同 ,但 论证 方法 和 推导 过 程 要 比 命题 
组 答案 巧妙 和 简捷 ! 

例 4 公 ABC 中 ,人 A 内 的 旁 切 圆 切 ZA 的 两 边 于 A, AA, HR AA 与 直线 BC 交 于 A3; 相 仿 
地 定义 B1、B;、B3 和 Ci、C2、C3, 求 证 :A3、B3、C3 共 线 . 

证 明 :如 图 I ~ 4 -2 - 8, 由 梅 氏 定理 有 : 

AC, BC; . CC _ 1 

BG, ` CC; ` AC, 

BA; , CA3 , AA; | 

CA, AA; BA 

CB, , AB, . BB 

AB, ` BB; < 
注意 到 有 ,AA1 = AA;, BB, = BB}, CC, = CC:, 故 由 上 述 三 式 可 分 别 
得 到 ; 


AG; ,40 BA; „ BA, CB; _ CB, 


BC, BC! CA, CA 45 7 AB; 图 I -4-2-8 
再 将 此 三 式 相 条 有 
AG, , BÀ; , CB _ ACi , BA, , CB, ey 
BC CA, AB, BC CA: AB; 
i AB 与 OO; 的 切 点 为 K ,AC 与 OO: 的 切 点 为 了 上 , 则 由 BB, = BB. PIB BC, = BK = + 
(Bı C2 -KB)， 同 理 ”CB, = CL = (BAC; - LiCD ,再 由 两 内 公 切 线 LC! = KBs, 便 有 BC, = 


Bl, 同 理 可 证 CA; = ACi, AB = BA RACO 中 便 有 人 CE S = 1, 故 由 梅 氏 定理 的 六 定 
AMZA A3, B,C 共 线 . 

【评注 】 在 例 4 的 证 明 的 开始 ,就 三 次 使 用 梅 氏 定理 ,这 就 是 梅 氏 定理 的 迁 用 . 例 4 本 是 一 个 较 复 
杂 的 问题 ,但 由 于 选用 梅 氏 定理 ,再 注意 等 量 代 换 ,很 快 由 梅 氏 定理 的 着 定理 使 问题 得 到 证 明 . 

下 面 的 例 5 是 二 次 曲线 蝴 红 定理 的 推论 ,是 一 道 难题 ,但 选用 梅 温 芝 斯 定理 则 可 简洁 获 证 . 

例 5 ”任意 四 边 形 ABCD 的 一 组 对 边 BA 与 CD 交 于 M, 过 M 作 和 市 线 交易 一 组 对 边 所 在 直线 于 是， 
工 , 交 对 角 线 所 在 直线 于 HL .求证 :下 + ME = Mp + MD 

证 明 :如 图 1 - 4 - 2 - 9, 设 ADX BC ,而 是 相交 于 O, ABML .CML 被 
直线 AO 所 截 , 则 由 梅 氏 定理 得 : 


CD _ HL , OB- LC + OC ° BL 


BA 
LC: AM t BL ` DM MH LO © 
但 OB - LC + OC- BL = BC: LO,@ E} 
BA .CD pgo. HL 
LC AM * BL ` DM BC ` MH @ 


如 AD // BC,@ 式 显然 . 
又 由 BD 截 人 LCM HAC R A LBM 得 


LL’ _ p DC 

BC- TM = EL MD @ 
LH _ AB š 

BC FM = LC AM @ 


将 回 .@ 代入 @ 整理 , 即 可 得 欲 证 . 

例 6 (1996. 中 国 集训 队 选拔 赛 试题 ) 以 A ABC 的 底 边 BC 为 真 径 作 半圆 ,分 别 与 边 AB、AC X 
于 点 DD 和 EE, 分 别 过 点 D.E ff BC 的 垂 线 , 垂 足 依 次 为 F、G ,线段 DG 和 EF 交 于 点 M. 求 证 :AM L 
BC 

证 法 一 :如 图 N - 4 - 2 - 10, 记 直线 AM 与 BC 交 于 点 M, 连 接 BE、CD. 有 
人 BEC = BDC = 90". 直 线 FME 与 人 AHC 相 截 ,直线 GMD 与 A ABH 相 截 ， 
由 梅 涅 劳 斯 定理 有 


HG = CE + BG - AD Ds 
图 三 -4-2-10 


CE 
BG = BE? @ 


` BD 
TAD 9 


HG BE:CE Same EG MG 
MH // DF 
DF | BC MH 1 BC 
AM 上 BC 


证 法 二 : 作 高 AH ,连接 BE ,CD. FÆ Z BDC = 90* = 人 BEC 
DF = BD +: sinB = BC .cosB .sinB，EG = BC .cosC' snC 
GM _ EG _ œC- sinC _ AB , œC 
MD ` FD ` oB- sinB — AC ` cosB 
BH = AB + osB, HG = AE - oC 


BH _ AB- œsB _ AC : oosB BH , GM _ AB 
HG 7 AE .easC 7 AD + cosC HG ` MD ` AD 
BH ,GM DA _ , 

”HG MD ` AB 

由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 H M A 三 点 共 线 . 

AH BC -. AM L BC 


对 例 6, 我 们 再 给 出 将 梅 涅 劳 斯 定理 与 塞 瓦 定理 联合 使 用 证 明 的 一 种 方法 如 下 - 
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证 法 三 : 作 高 AH ,连接 BE,CD. 则 AH、BE、CD 交 于 一 点 , 即 A ABC 的 三 心 .由 塞 瓦 定理 有 
AD.BH.CE_, 
DB HC EA 


EG // DF, AMDE c° AMGE 


由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 知 A、M、H 三 点 
AM L BC 
【评注 】 使 用 梅 涅 劳 斯 和 塞 瓦 定理 证 明 本 题 ,还 可 找到 一 些 不 同 的 方法 ,但 限于 篇 幅 , 不 再 一 一 列 
举 , 留 给 读者 去 思考 ,相信 读者 还 会 找到 更 好 的 证 法 . 
例 7 (第 37 届 即 1996.1MO 预 选 题 ) čt A ABC 是 等 边 三 角形 ,P 是 其 内 部 一 点 ,线段 AP、BP、CP 
依次 交 三 边 BC .CA ,AB FAB Ci 三 点 .证 明 :A1Bi* BiCi. CIA, > A,B + B,C + CIA 
证 明 :如 图 ~ 4- 2- 11, 由 余弦 定理 
AB} = AiC2 + B,C2 - AiC .BiC À 
22A(C+: BIC- AıC + BC 
= AC: B.C. B, 
同 理 B,C12 BAA + C,A,C,Aĵ > GIB .AIB 
由 塞 瓦 定理 得 z 
AC.BA.GB_, 
AB BC CA ` mI -4-2-11 
所 以 AiBi* BG, CiA! 
>VAC HC BA GA: CEB A,B 


nu [MC BA GB 
= MAB BC .CA AM AB- BC- CA 


= AB: B.C: CIA 
【评注 】 从 例 7 证 明 过 程 可 看 出 , 塞 瓦 定理 的 应 用 起 着 关键 的 枢纽 作用 ,沟通 了 余弦 定理 与 要 证 结 
论 的 联系 . 
例 8 设 己 为 人 ABC 内 任 一 点 , 在 三 角形 内 作 射线 AL、BM、CN, 使 得 CCAL = 人 PAB， 
MBC = Z PHA ,Z NCA = 人 BCP. 求 证 :AL .BM.CN 三 线 共 点 . 
【分 析 】 将 射线 AL 、.BM、CN 画 到 与 对 边 相 
交 , 则 恰好 出 现 塞 瓦 定理 的 图 形 , 且 若 把 AP、BP、 
CP 延长 到 与 对 边 相交 , 则 得 到 另 一 个 塞 瓦 定理 的 > 
标准 图 形 .所 以 此 题 证 明 宜 用 塞 瓦 定理 进行 . M 
证 法 一 :如 图 I -4-2-12(), 记 ALmn BC 
= L,BM CA = M,CN N AB = N, 由 正弦 定理 B L C 
有 : 


A, c 


BL _ AB +: sn BAL _ AB : sing PAC — 4-4 
LC ` AC sinZCAL ` AC +: sin PAB Dh 


同 理 可 证 : 


Page EH 


CM _ BC- sin PBA AN _ AC : sin PCB 
MA ` AB -sinZPBC'NB BC + sZ PCA 
将 上 述 三 式 相 乘 ,再 由 正弦 定理 即 得 


BL .CM , AN _ sinZPAC : sin PBA .sin/PCB _ PC , PA , PB _ 


LC ` MA ` NB ™ sinZ PCA + sinZ PAB + sinZ PBC ~ PA ` PB ` PC 7 


由 塞 瓦 定理 的 道 定理 知 AL .BM.CN 三 线 共 点 . 


1 


证 法 二 :如 图 I — 4 - 2 - 12(2), ië AL N BC = L,BM N AC = M,CNN AB = N,AP N 


BC = D,BP f AC = E,CP f AB = F, 由 塞 瓦 定理 有 


在 公 ABL 和 公 ACL 中 应 用 正弦 定理 ,有 
BL _ BL , AL _sinLBAL  _sinC _ _ sinCPAC .sinC 
LC AL LC sinB `snZLAC ` sinZPAB ` sinB 


NB FA sin2A 


由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 知 AL ,BM CN 三 线 共 点 . 
【评注 】 例 8 证 明 过 程 可 见 ,在 使 用 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 证 题 的 过 程 
中 ,正弦 定理 起 着 重要 的 作用 ,这 不 是 偶然 的 ,因为 二 者 结论 和 条 件 都 是 


边 形 ABCD 中 ,对 角 线 AC 平 分 人 BAD. 在 CD 上 取 一 点 E,BE 与 AC 相交 
于 下 ,延长 DF 交 BC 于 G. 
求证 :人 GAC = ZEAC 

证 法 一 :( 命 题 组 给 出 的 方法 ) 如 图 [ - 4- 2- 14, 连 接 BD AC +H. 
Xt ABCD 用 塞 瓦 定理 ,可 得 


ma BHL 48 


过 点 C IE AB 的 平行 线 交 AG 的 延长 线 于 了 ,过 点 C 作 AD 的 平行 线 交 M I-4-2-14 


AE 的 延长 线 于 J. 


C 
C 


图 -4-2-13 


° 


又 因为 CI // AB,CJ // AD 

故 ~AACI = x- ZBAC = x- ZDAC = ZACJ 

因此 AACI 2 AACJ 

从 而 和 IAC = ZJAC 

即 GAC = ZEAC 

证 法 二 : 设 人 BAC = 人 CAD = 6, 人 GAC = a,ZEAC = B,( tn ll 
-4-2-15) 

fE A BCE 中 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 


FB ` AB + sinò 图 工 -4-2-15 
AC -sinò ,AE:sing _ 
本 ` AE sin(6 — B) ` AB ~ sinô 
即 sin( ë — a)sing = sina + sin(6 — 0) 
cos($ — a + B) — cos(ó — a — B) 
= cos(a + Š — B) — cos(a — ò + B) 
即 oos(8 - a + B) = osla +à - p) 
~ 8-ath,a+6-pE (0,n) 
8-a+p=a+6d-p 
= 有 
故 LGAC = ZEAC 
证 法 三 :如 图 H - 4 - 2 - 16, 连 接 BD 交 AC FH. i ZDAE = a, 
人 CAE = B,fE ZCAG' = B, 交 BC 于 G“, 连 接 DG', 则 Z BAG” = a 
AC 平 分 人 BAD 


> 


TE A BCD 中 ,由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 知 , BE, CH, DG 共 点 . 

又 BE,CH 交 于 下 点 , 故 D.F.G RR, B G 是 DF 与 BC 的 交点 ,所 以 G 与 G' 重合 , 从 而 
LEAC = XGAC 

【评注 】 ”本题 还 可 以 用 解析 法 证 .这 里 不 做 介绍 , 望 读者 自己 研究 . 

例 10 〈1997. 中 国 数学 奥林匹克 ) 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 , 其 边 AB、DC 的 延长 线 交 于 点 P,AD 和 
BC 的 延长 线 交 于 点 Q, 过 Q 作 该 辆 的 两 条 切线 , 切 点 分 别 为 EF RE:P EF 三 点 共 线 . 

证 法 一 : 先 证 一 个 引 理 . 
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引 理 :过 OO 外 -点 Q fE OO 的 两 条 切线 QE、QF MRR QDA. RE EF 和 AD 交 于 点 M( 如 
8 I -4-2-19.WAM = AQ 


图 工 -4-2-17 图 T-4-2-18 


证 : 连 辅助 线 如 图 H — 4 - 2 - 17 所 示 , 由 切割 线 定理 和 射影 定理 有 : 
QD : QA = QF? = QL - QO 

D.L.O.A WASH]. 

LQLD = LDAO = ZODA = ZOLA 
HJ QL 为 人 LAD 的 内 角 Z ALD 的 外 角 平 分 线 . 

EF | OQ,-. EL ¥5} ZALD 

AM -AQ 
— DM DL ` DQ 
引 理 得 证 . 
再 来 证 明 本 题 ,如 图 H - 4 - 2 - 1858. 
连接 对 角 线 AC 与 BD 交 于 点 K ,连接 PK 并 延长 分 别 交 AD、BC FAM, N. 由 塞 瓦 定理 有 : 


sË Ë sË 
3 
š 


ZE SS 8 S 
> 
Al 


“A 
,连接 EF ZAD 于 点 M ,由 引 理 有 : 


IRT 
B 


Ra 


DM 


" 


故 点 M 与 M 重合 . 

于 是 ,点 M 在 直线 EF 上 , 同 理 ,点 N 也 在 EF E, 

从 而 ,直线 PMN 与 EF 重合 . 

因此 ,P、E\F ZARR. 

证 法 二 :连接 EF 分 别 交 AD、BC 于 点 M、N. 由 证 法 1 中 的 引 理 有 : 


š 


MQ _ | , PQ _ , , DQ + QA _ 24Q 
DM DM AD AD 

QN _ 2QB 

CN BC 


直线 PBA 与 人 QCD 的 三 边 延 长 线 都 相交 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 有 : 


由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 可 知 PMN 三 点 共 线 ,所 以 P.E FEARR. 

西 姆 松 定理 和 托 勒 密 定理 ,在 一 般 人 看 来 是 两 个 独立 定理 ,实则 两 个 定理 是 等 价 的 ,下 面 的 例 11 就 
是 证 明 这 两 个 定理 的 等 价 性 的 . 

例 11 证 明 : 西 姆 松 定理 与 托 勒 密 定理 等 价 . 

西 姆 松 定理 ;三 角形 外 接 园 上 任 一 点 在 三 边 所 在 直线 上 的 射影 共 线 . 

托 勒 密 定理 :车 四 边 形 ABCD 是 国内 接 四 边 形 , 则 AB * CD + AD : BC = AC : BD 

证 明 :(1) 用 西 姆 松 定理 证 明 托 勒 密 定理 . 

ABCD 是 任 一 圆 内 接 四 边 形 , 连 接 AC, 如 图 有 -4-2-19, 过 DD 
É) A ABC 各 边 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 C1、A1、Bl ,连接 CiB1,B1A1, 由 西 
姆 松 定理 得 ; 

CiB + BiA! = CiA! (*) 

H ACBD WARN, A AD 是 该 加 的 直径 及 正弦 定理 : 

CiB1 = AD : sZ C)DB, = AD ,sin 人 Ci4B， 


inZ BAC = PER 3 O 的 半径) 


cai = AD. Bc 


BBN. BA = 2AB, ca = AG 


将 以 上 三 式 代 人 上 D 式 得 ; 

AD'BC+AB.CD=AC:BD 

(2) 用 托 勒 密 定理 证 明 西 姆 松 定理 . 

由 四 边 形 ABCD 是 圆 O 的 内 接 四 边 形 ,根据 托 勒 密 定理 可 得 : 

AD : BC + AB * CD = BD + AC fo] 

“ DC | AB,DB, L AC 

ACi Bi D 四 点 共 圆 , 且 AD ERAKAR, HEEM: 
二 

sinZCiDB! ` sinZC,AB, 

CiB = AD : snZC,AB, 

而 sinZCiAB, = PZ (R SLO 的 半径 ) 

则 AD: BC = 2R CB, 

同 理 AB. CD = 2R : AıB,,AC : BD = 2R : A.C, 

把 以 上 三 式 代 人 @ 得 : 

2R + CiBi +2R + A;B, = 2R + A.C, 

即 CiBi+ AB; = A G, 

A..B..C, 三 点 在 一 条 直线 上 . 

例 12 设 Ci,C2 是 同心 加 ,C2 的 半径 是 Ci 的 2 售 .四 边 形 AiA2A3A。 
ARFA C,, A,A: 延长 交 国 C, 于 Bi; A1A2 延长 交 贺 C, 于 B;; A, As 延长 交 图 C, 于 B3;A3A4 延长 
ZXM C, F B4. 试 证 :四 边 形 B, B;BsB, WAK > 2 四 边 形 A1A2A3As WAK. 

证 明 :对 O, As, Ba, B, 用 Ptolemy 不 等 式 得 

B1B, © OA, + A,B; © OB, > A.B, * OB, 

BB, + 244B4 之 244Bi.( 这 里 用 到 C, 的 半径 是 C, 的 2 售 ) 
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mI -4-2-19 


图 -4-2-20 


TE BiBs +2A,B, > 2(A4,A; + A1B1) 
同 理 BB, +2A,B, > 2(A,A + A2B2) 
B3B, + 2A2B > 2(A2A3 + A3B3) 
BB; + 243B3 > 2(A3A4 + A.B.) 
将 以 上 四 式 相 加 , 即 得 四 边 形 B, BBB: 的 周 长 > 2 四 边 形 A1A2A3As 的 周 长 . 
证 毕 . 
【评注 】 Ptolemy 定理 总 是 给 人 一 种 轻 灵 的 感觉 ,从 一 个 很 不 起 眼 的 四 边 形 人 手 却 得 到 极为 有 用 的 
结论 .但 是 真正 的 感觉 还 需要 各 位 细 细 去 寻找 . 
例 13 〈 第 38 届 IMO 预选 题 ) 设 ABCDEF 是 凸 六 边 形 , 且 AB = BC,CD = DE,EF = FA WE: 


EB t DA t FC > 2 ,并 指出 等 号 成 立 条 件 . 


证 明 :如 图 H —4-2- 21538, AC = a,CE = b,AE = c. 对 四 边 形 
ACEF 运用 托 勒 密 不 等 式 ,得 
AC: EF +CE:AF>AE.CF 


FA c 
FC a+b 


EI -4-2-21 
CAO AATETTA ° 
要 等 式 成 立 ,必须 @ 是 一 个 等 式 , 即 每 次 应 用 托 勒 密 不 等 式 时 也 要 等 式 成 立 . 从 而 ACEF 、ABCE 、 
ACDE 都 是 贺 内 接 四 边 形 ,所 以 ABCDEF 是 圆 内 接 六 边 形 , 且 a = b = c 时 ,GD RESER. 
因此 , 当 且 仅 当 六 边 形 是 正六 边 形 时 ,等 式 成 立 . 
【评注 】 KER D 是 熟知 的 ,如 果 不 知 道 , 也 没有 什么 困难 .例如 ,在 代入 z = e+by = cta, 
= b+ c 后 不 等 式 具 有 形式 : 


L(zte=y,zty=z,ytz-z) 


这 是 显然 的 . 

例 14 〈 第 35 届 IMO 预选 题 ) 如 图 IJ -4-2-22 所 示 , 一 条 直线 /与 
OO 不 相交 ,已 是 ! 上 一 点 ,OE | 1,M 是 1 上 任意 异 于 EE 的 点 ,从 M ER 
的 两 条 切线 分 别 切 圆 于 AMB, A CMA 上 的 点 ,使 得 EC | MA,D 是 
MB 上 的 点 ,使 得 ED 上 MB ,直线 CD % OE FF. RIE: F 的 位 置 不 依赖 于 
M 的 位 置 . MI -4-2-22 

证 明 : 设 EM = z,OE = a, WA R ,连接 OM. Ë OM Z AB 于 J ,OE % AB 于 于, 则 易 知 OJ 
上 AB, 从 则 人 AJM = ZOEM = 90°,J ME H WAJE. 

OH : OE = OJ + OM = OA? 


a a 
设 EE 在 AB 上 的 射影 为 G, 由 于 EE、A、B 都 在 以 OM 为 直径 的 圆 上 ,对 这 个 国 的 内 接 三 角形 MAB, 
点 下 的 西 姆 松 线 CD 通过 点 G. 
连 EB, H E,G,B,D 30, ZEGD = ZEBD, Ñ E.B.O.M 共 圆 ,EBD = 人 EOM = 90' - 


人 GHE, 所 以 LFGH = 90" - ZEGD = 人 GHE. 从 而 下 是 直角 三 角形 EGH 斜 边 的 中 点 .EF = L 
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EH = SE 为 定 值 , 故 F 为 定点 , 它 的 位 置 与 点 M MEREK. 
例 15 AABC 中 ,AC > BC, F E AB 的 中 点 ,过 下 作 它 的 外 接 圆 的 直径 DE ,使 C fii E fE AB 的 同 
一 侧 .又 过 C fE AB 的 平行 线 交 DE 于 上 ,求证 :(AC + BC}? = 4DL - EF 
证 明 :如 图 H - 4- 2- 23A D É AC, CB 的 延长 线 作 垂 线 DH,DJ， 
FEHIM H.J MAARRE H, F, J] ZARR. = 
连接 DC 3 HJ + O, F fE FG // DC, 交 CE 于 G, 则 由 DD 是 4B 的 
中 点 知 ,DC 平分 ZACB 
连接 AD、BD, 易 证 
RA CDH 2 RA CDJ 
RtAADH $o RtA BDJ 
即 有 CH= GJ,AH = BJ 
CH = +(AC + BC) © 
又 DCL H, DC 1 CE 
EC / HJ 
因此 CH?= CO ,CD = GF: CD © 
但 ”RtADCL S RtAFEG 
DC : DL = FE : FG 
即 GF- DC = DL + EF @ 
故 由 上 @,@, 得 (AC + BC} = 4DL - EF 
@ 16 〈 第 34 届 1MO 预选 试题 ) 已 知人 ABC 的 外 接 圆 & 的 圆心 为 O , ERA R , Pa D00918] t I, 
半径 为 ~. 另 一 个 图 ko 与 边 CA ,CB 分 别 切 于 点 DD,E, 且 与 圆 内 切 .求证 内 心 1 是 线段 DE 的 中 点 . 
证 明 :( 如 图 H ~ 4- 2 - 24), 设 圆 ko 的 圆心 为 O1 ,半径 为 p 


于 是 ”CI = ro 10, = =E 
sn% s| Ç sn > 
IO, = 
= 
因而 有 = =1 0 


对 于 A COO, 和 塞 瓦 线 or 应 用 斯 德 瓦特 定理 ,有 
OOl : CI + OC? - 10, = OP + CO, + CI + OO, : IO, 
将 O01 = R - p,OÊ = R(R - 2r),OC = R 代入 上 式 ,得 到 


s$ esit © 图 工 -4-2-24 

由 中 种 得 到 

IOs - szC = (Z) 

CO 2 CD 

IO, + OO, = pz = 01E? @ 
因为 OLE | CE,CD L DE 且 平 分 DE, 记 DE 中 点 为 ,由 射影 定理 有 

TO, : CO, = OiE? @ 
H Q mQ Bl I 5 RA. 

B, I XDE 中 点 . 


92.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.(1984. 希 腊 数 学 奥林匹克 题 ) 如 图 I — 4 一 2 一 25, 在 人 ABC 中 ,人 A 


= E, ZB = 香 , 求 证 它 的 内 和 角 平分 线 CF 中线 BE 和 高 AD 三 线 共 点 . < 


É 5 e 


图 -4-2-25 
2.(1992. 日 本 数学 奥林匹克 预选 题 6) 在 正 A ABC 的 边 BC .CA AB 上 有 内 分 点 D、E、 下 将 边 分 成 
3: (n -6)(n > 6). 线 段 AD、BE、CF 相交 所 成 的 三 角形 面积 是 正三 角形 面积 的 4/49 时 , 求 n 的 值 . 


3. (1990. 3 29 届 IMO 预选 题 ) (£ A ABC 中 ,AB = 12,AC = 16,M 是 BC 中 点 ,EF 分 别 在 AB、 
AC 上 ,EP 交 AM 于 G,AE = 24F, 求 比值 路 


4.(1996. 江苏 省 竞赛 题 3) 在 A ABC 中 ,AM 是 A 到 ZC 的 平分 线 所 作 的 垂 线 ,M 为 垂 足 ;AN .CL 
DIE ACR ZB 的 平分 线 所 作 的 垂 线 ,N L 为 垂 足 , MN 的 延长 线 交 AC FF, BF 的 延长 线 交 CL 于 
E, BL. % AC 于 中 .求证 :DE // MN 


5.(1994. 加 拿 大 奥林匹克 数学 试题 5)A ABC 为 锐角 三 角形 ,AD 为 BC 边 的 高 ,HH 为 AD 内 一 点 . 直 
线 BH、CH 分 别 交 AC、AB 于 E、F, 证 明 :人 EDH = ZFDH 


6.©O 是 入 ABC 的 外 接 圆 ,P 是 内 心 ,射线 AP 交 @O 于 D. 求 证 :AB、BC、CA4 成 等 差 数列 的 充 要 
条 件 是 SAPac = Sanc 


7.( 第 14 届 爱 尔 兰 数 学 奥林匹克 竞赛 题 ) 三 角形 ABC 为 锐角 三 角形 ,AD 为 该 三 角形 的 一 条 高 . 设 
P 为 线段 AD 上 一 点 ,直线 BP、CP 分 别 交 AC、AB 于 点 下 .下 ,证 明 :AD 平分 人 EDF 


8. wE I -4-2-26, 设 已 是 人 ABC 内 一 
BC,CA,AB 交 于 D、E、F, 过 DD、E\F 三 点 作 图 ， 
求证 :AD'、BE”“、CF” 三线 交 于 一 点 . 


AP,BP,CP 分别 与 边 
三 边 又 交 于 DEF, 


图 工 -4-2-26 
9. 在 梯形 ABCD 中 , 腰 AB = CD ,将 A ABC 绕 点 C 转 过 一 个 角度 ,得 到 人 ABC. 证 明 :AD,BC 
和 B'C 三 线段 的 中 点 共 线 . 


10.PA PC 是 图 的 切线 ,A、C 是 切 点 ,PBD 是 回 的 割 线 ,与 图 交 于 B、D, 求 证 :AC : BD = 2AB ` 
CD 


11.( 第 3 属 CMO 试 题 ) 设 C\\C: 是 同心 圆 ,C 的 半径 是 C, 的 半径 的 2 倍 .四 边 形 AAAA; 内 
接 于 C, ,将 A,A) 延长 交 图 C, 于 Bi ,将 A,A; 延长 交 图 C 于 B,, 将 AA, 延长 交 图 C; FB, H AAs 
延长 交 贺 C: 于 B4, 试 证 :四 边 形 B, B; B3B4 的 周 长 > 2 x 四 边 形 A1A2A3A4 的 周 长 ,并 确定 等 号 成 立 
的 条 件 . 


12. 在 全 ABC 中 ,人 ACB = 90",DD 是 斜 边 AB 上 一 点 ,求证 :(AB + CD)? = (AC + BD)? + (BC -+ 
AD)? 


也 组 


1.(1998. IMO 预选 题 ) 设 M.N 是 全 ABC 内 部 的 两 个 点 , 且 满足 ZMAB = 人 NAC, 人 MBA = 


AM: AN , BM ° BN , CM- CN 
ANBC ,证 明 :AB AC + BA- BC + CA + CB = 


1 
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2. 设 D 为 锐角 A ABC 内 部 一 点 , 且 满足 条 件 :DA . DB -+ AB+ DB -+ DC + BC+ DC * DA * CA = 
AB +: BC ' CA. 试 确定 D 点 的 几何 位 置 ,并 证 明 你 的 结论 . 


3. 给 定 七 个 圆 ,六 个 小 圆 在 一 个 大 圆 内 ,每 个 小 圆 与 大 圆 相 切 , 且 与 相 邻 两 个 小 圆 相 切 , 若 六 个 小 
圆 与 大 圆 切 点 依次 为 A1,A2,A3,A4,As,As. 证 明 :A1A2* A3As* AsAs = AzA; © AsAs* AçA1. 


4. (35 36 届 IMO BRAR) A ABC 的 内 切 圆 分 别 切 三 边 BC、CA、AB 于 点 D、E、F, 点 X 是 人 ABC 的 
一 个 内 点 ,全 XBC 的 内 切 贺 也 在 D 点 与 BC 边 相 切 ,并 与 CX、XB 分 别 相 切 于 点 Y、Z, 证 明 :EFZY 是 图 
内 接 四 边 形 . 


5.( 第 38 届 IMO 预选 题 ) 设 A.A, A.A 为 非 等 腰 三 角形 ,内 心 为 贡 ,Ci(i = 1,2,3) X I SAA 
和 AA 相 切 的 小 圆 (增加 的 角 标 作 模 3 FIR), B; = (i = 1,2,3) 为 贺 Cw 和 C;,2 的 另 一 交点 .证 明 ; 
全 A1B11、. 人 AzB21\ 全 A3B31 的 外 心 共 线 . 


6. 设 D、\E、F 分 别 是 人 ABC 的 BC、CA、AB 边 上 的 点 ,车 AD、BE、CF 相交 于 一 点 , 试 证 ;Sapey < 
十 Sanac, 并 说 明 等 号 成 立 的 条 件 . 


7. 设 P 为 人 ABC 内 任 一 点 , 在 形 内 作 射 线 AL、BM、CN, 使 得 人 LAB = 人 PAC, 人 人 MBC = 
PBA, Z NCA = 人 PCB. 求 证 :AL .BM.CN 三 点 共 线 . 


8.( 史 坦 纳 定理 ) 设 A ABC 垂 心 为 HH, 其 外 接 贺 上 任意 一 点 P, 则 A ABC 关于 P 点 的 西 姆 松 线 过 线 
Ë PH 的 中 点 . 


9. 设 Va VE We 分 别 是 共 线 的 三 点 A、B、C 对 于 @O 所 作 切 线 的 长 ,求证 : 
av BC + c + AB- b AC = BC - AC - AB 
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10.( 第 35 届 IMO 预选 题 ) 在 一 条 直线 ! 的 一 侧 画 一 个 半圆 P,C、D 是 也 上 的 两 点 ,下 上 过 C TD 
的 切线 分 别 交 ! T B 和 A ,半圆 的 圆心 在 线段 BA 上 ,EE 是 线段 AC 和 BD 的 交点 ,下 是 ! 上 的 点 ,EF 8 
直 /, 求 证 : EF 平分 人 CFD 


11.( 第 36 届 IMO 试 题 ) 设 ABCDEF 是 凸 六 边 形 ,满足 AB = BC = CD,DE = EF = FA, BCD 
= ZEFA = 60°. Ë G WH 是 这 六 边 形 内 部 的 两 点 ,使 得 人 AGB = 人 DHF = 120", 试 证 :AG + GB + 
GH + DH + HE CF 


12. (2000. IMO 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 如 图 H - 4 - 2 - 27, 在 A ABC 
中 ,AB = AC ,线段 AB 上 有 一 点 站, 线段 AC 延 长线 上 有 一 点 EE, 使 得 DE = AC. 线 
Bt DE 与 公 ABC 的 外 接 贺 交 于 点 T,P 是 线段 AT 的 延长 线 上 的 一 点 .证 明 : 点 P 满 
足 PD + PE = AT 的 充分 必要 条 件 是 点 已 在 A ADE 的 外 接 国 上 . 


E 


13.( 第 39 届 IMO 预 选 题 ) 设 M、N 是 和 ABC 内 部 的 两 个 点 , 且 满 足 LMAB = 图 卫 42“ 27 


u AM .AN , BM: BN , CM ` CN _ 
NAC, ZMBA = CNBC ,证 明 :4 ° AC + AP G = 1 


14. 如 图 Í — 4 - 2 — 28, 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 ,AB ,DC 延长 线 交 于 E， 
AD, BC 延长 线 交 于 下 ,P 为 圆 上 任 一 点 ,PE,PF 分 别 交 贺 于 R,S, 若 对 角 线 
AC 与 BD 相 于 全. 求证 :R、T、S ZARR. 


共 圆 , 共 线 , 共 点 


$3.1 知识 .方法 技能 


本 讲 中 共 圆 是 指点 共 圆 ”, 共 线 是 指 "点 共 线 ”, 共 点 是 指 " 线 共 点 ”. 这 三 个 问题 是 典型 的 几何 问题 、 
同时 又 是 综合 几何 问题 的 基础 ,因此 ,我 们 来 研究 这 三 类 问题 的 解 题 方法 
I . 点 共 圆 问 题 
证 明 四 点 共 圆 的 方法 有 : 
1. 利用 四 的 定义 . 
即 要 证 ABCD 四 点 共 圆 ,只 须 找到 一 点 已 ,证 得 PA = PB = PC = PD 即 可 
2. 利用 圆 内 接 四 边 形 性 质 定理 的 逆 定 理 
(1) 若 四 边 形 的 两 个 对 角 互补 , 则 四 项 点 共 圆 ， 
(2) 若 四 边 形 的 一 个 外 角 等 于 它 的 内 对 角 , 则 四 顶点 共 国 . 
3. 利用 圆周 角 定 理 的 逆 定 理 , 即 
两 三 角形 有 公共 底 边 , 且 在 公共 底 边 同 侧 又 有 相等 的 顶 角 , 则 四 顶点 共 圆 . 
4. 利用 图 宕 定理 的 逆 定 理 , 即 
(1) 车 二 线段 AB 和 CD 相交 于 E, 且 AE* EB = CE * ED, 则 A,B,C,D 四 点 共 圆 ; 
(2) 车 相交 于 PP 点 的 二 线段 PB、PD 上 各 有 一 点 A、C, 且 PA -+ PB = PC + PD, 则 A、B、C.D 四 点 
BEN. 
5. 利用 托 勒 密 定理 的 逆 定 理 , 即 
如 果 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 乘积 的 和 等 于 它 的 两 条 对 角 线 的 乘积 :4AB' CD + BC - DA = AC + 
BD, 则 A,B,C,D 四 点 共 圆 . 
6. 利用 位 似 变 换 
如 果 两 个 几何 图 形 FAF 的 任意 一 对 对 应 点 A 和 A“ 的 连 线 都 通过 同一 定点 O, 且 OA” = K + 
OA4( 其 中 K 是 常数 ) ,那么 这 两 个 图 形 叫 做 位 似 图 形 . O 点 叫做 位 似 中 心 K 叫做 位 似 系数 . 通常 把 
从 图 形 下 到 大 的 变换 叫做 位 似 变换 . 如 通过 位 似 变换 ,图 形 F 中 共 线 的 点 在 图 形 严 中 仍然 共 线 , 反 
之 亦 成 立 . 
7. 利用 画图 法 (平庸 中 见 真 谤 ) 
画图 的 原则 是 
(1) 图 形 性 质 中 漂亮 的 东西 先 画 ; 
(2) 画图 的 关键 问题 :注意 先后 次 序 ; 
(3) 画图 必须 精确 
8. ZARE 
(1) 通常 先 证 其 中 四 点 共 图 ,再 证 其 余 点 中 一 一 与 共 圆 四 点 组 中 的 三 点 共 贺 ; 
(2) 利用 位 似 变换 . 
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I. 点 共 线 问题 
在 同一 直线 上 的 车 于 个 点 称 为 共 线 点 ,或 称 为 这 些 点 共 线 . 多 点 共 线 的 问题 一 般 转 化 成 三 点 共 
线 的 问题 来 解决 .证 明 三 点 共 线 的 方法 一 般 有 : 
1. 利用 射线 定义 ,平角 定义 或 对 顶 角 逆 定 理 
即 要 证 A,B,C 三 点 共 线 ,可 证 
(DZABC = 180'[ 如 图 II — 4 - 3 —- 1(1)] 
(2)ZDAB = 人 D4C 或 人 DAB + Z EAC = 180'[Ë8 I - 4- 3 - 1(2)] 
(3) DAC = 人 BAE 或 人 DAC + ZDAB = 180'[Ë8 I - 4-3- 1(3)] 


2. 利用 平行 关系 或 垂直 关系 
(1) 要 证 明 A.B.C 三 点 共 线 , 只 需 证 AB // BC; 
(2) 要 证 明 A、B、C 三 点 共 线 ,只 需 证 AB、AC 与 同一 条 直线 垂直 . 
3. 利用 面积 
这 是 一 种 处 理 三 点 共 线 的 有 效 方法 .我 们 的 思路 是 :不 共 线 三 点 组 成 三 角形 , 则 这 个 三 角形 的 
面积 不 为 零 ;反之 ,如 果 三 点 所 组 成 的 三 角形 面积 为 零 , 则 这 三 点 就 不 能 不 共 线 . 
4. 利用 同一 法 
要 证 明 A,B,C 三 点 共 线 , 只 要 在 AC 上 找到 一 点 B', 并 证 明 B fl B° MART. 
同一 法 的 两 个 实用 技巧 实 线 “等 线段 比 ” 和 “等 面积 比 ” 
如 图 了 -4 一 3 一 2(1) 希望 证 明 AB, PiQi,Pz:Q: 共 线 .这 里 重要 的 一 点 
请 记 住 ,是 P, Q, 和 P,Q; 在 地 位 上 是 对 称 的 ,而 AB 和 它们 在 地 位 上 是 
不 对 称 的 .我 们 的 想法 是 先 假设 P Q, 和 P Q 分 别 与 AB 交 于 点 Ri 
和 R2, 那 么 我 们 关心 的 是 由 PQ 引入 Ri 和 由 P,]Q, 3| A Ra 有 什么 4 


区 别 .我 们 于 是 选择 用 人 来 措 述 ,所 以 我 们 要 证 明 的 就 是 人 中 = o; 


P, 


S, 
条 .如 果 对 面积 法 比较 习惯 的 话 , 可 以 转化 为 证 明 QQ = 
a P,a 


S, 
可 ,这样 的 好 处 是 ,不 需要 对 点 Ri 和 Rs 进行 讨 
0 


论 , 省 掉 很 多 的 麻烦 . 最 后 , 提醒 读者 们 注意 这 里 ， 

P Qi 和 P Q 依然 是 对 称 的 ,这 是 同一 法 的 一 个 基本 

原则 . 3 B 
5. 证 三 点 共 线 的 两 个 等 价 条 件 < Š 

定理 : mA I — 4 - 3 - 3(1),P,Q,R 共 线 S 

sin 人 LPAR _ sinZ PAQ , sinCQAR 

AQ AR AP 
DE) 称 此 定理 为 张 角 定理 . MI -4-3-3 
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MA . inZ AMP _ NA - sn ANP 
ERME I - 4 - 3 - (2)A,P,B 共 线 口 MA sinc AM = NA -inc AN 
6. 利用 定理 法 


例如 (1) 梅 涅 劳 斯 定理 和 其 着 定理 ,(2) 西 姆 松 线 等 等. 
7. 利用 位 似 变换 
8. 利用 解析 法 
将 要 证 共 线 的 三 点 A.B.C 置 于 平面 直角 坐标 系 中 , 得 三 点 坐标 Ala ya) Bls, ys) Clc, 
xc), M A,B,C EARR a TAT m 各 
9. 第 沙 格 定理 
( 见 第 二 讲 :知识 ,方法 ,技能 中 V) 
10. 巴 斯 加 (Pascal) 定理 : 
内 接 于 一 个 非 退 化 二 阶 曲 线 的 简单 六 点 形 的 三 对 对 边 的 交点 共 线 ; 这 条 直线 称 为 巴 斯 加 直线 
I. 线 共 点 问题 
通过 同一 点 的 若干 条 直线 称 为 共 点 线 ,或 称 为 这 些 直线 共 点 .证 明 三 条 或 三 条 以 上 直线 共 点 的 方法 有 : 
1. 利用 特殊 点 的 惟一 性 
(1) 利用 已 知 线段 中 点 ,内 定 比分 点 ,外 定 比分 点 的 惟一 性 . 
(2) 利用 已 知 由 边 形 对 角 线 交点 的 惟一 性 . 
(3) 利用 三 角形 各 心 的 惟一 性 . 
2. 利用 三 点 共 线 证 明 三 线 共 点 


从 一 般 的 意义 来 说 ,证 明 三 条 直线 ABCD EF 交 于 一 点 的 问题 ,可 转化 为 证 明 AB 和 CD 的 交点 已 
MA FE ZARR. 


3. 利用 同一 法 


要 证 AB、CD、EF 三 条 直线 共 点 ,可 设 AB 与 EF 交 于 M,CD 与 EF 交 于 N, 如 果 证 明 M 和 NN 重合 ， 
MJ AB.CD.EF 三 线 共 点 . 


4. 利用 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 
5. 利用 位 似 图 形 
如 果 能 证 明 两 个 图 形 是 位 似 图 形 ,那么 对 应 点 的 连 线 共 点 . 
6. 利用 笛 沙 格 定理 的 逆 定理 
( 见 第 二 讲 :知识 方法 ,技能 中 VI) 
7. 利用 “ 布 列 安 桑 "定理 


外 切 于 一 个 非 退 化 的 二 阶 曲线 的 简单 六 点 形 的 三 对 对 顶点 的 连 线 交 于 同一 点 ,这 个 点 称 为 布 列 安 
ŽA. 


83.2 赛 题 精 讲 


例 1 (2000. 世 界 城 际 间 数 学 联赛 (高 中 试题 )) 人 ABC 中 ,X 是 AB 上 的 一 点 ,了 是 BC 上 的 一 点 , 线 
Bt AY 和 CX 相交 于 Z, 假 如 AY = YC RAB = ZC, 求 证 :B、X、Z、Y MARE. 
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证 明 :首先 ,注意 到 CY = AY < CZ = AB 


假设 AY 上 BC ,要 不 然 AYB, 人 AYC 中 有 一 个 是 印 角 . S A =p 
在 前 一 情形 下 ,AB > AY, 在 后 一 情形 下 ,CZ > CY, (如 图 < 
H -4-3-4) 
构造 平行 四 边 形 ABCD. 并 在 AD 边 上 取 一 点 W. 使 得 ” 
LWCY = 人 LAYC, 则 图 了 -4-3-4 
CY = CW,CZ = AB = CD 
H ZAYC = ZWCY = ZDWC 
AB > AY,AZYC 2 ADWC 
所 以 ZAYC = ZWCY = ZDCZ 
于 是 AYACo ADZC 
ZZAC = ZZDC 
A.D.C.Z 四 点 共 圆 
故 XBY + ZXZY = LADC + Z AZC = 180° 
"^ B,X,Z,Y WAKA 
【评注 】 证 明 过 程 中 两 次 共 圆 ,分别 利用 * 加 周 角 定 理 的 逆 定 理 "和 
“ 贺 内 接 四 边 形 性 质 定理 的 逆 定 理 ;而 构造 C2 ABCD ,并 在 AD 边 上 取 一 
点 W, 使 人 WCY = 人 AYC, 是 证 明 的 关键 
例 2 (第 36 届 IMO 预选 题 ) 如 图 — 4- 3 一 5 所 示 ,AABC 的 内 
切 圆 分 别 切 三 边 BC .CA 、AB 于 点 D、E、F, 点 XX 是 公 ABC 的 一 个 内 点 ， 
A XBC 的 内 切 图 也 在 点 与 BC 边 相 切 , 并 与 CX 、XB 分 别 相 切 于 点 Y、 
Z. 证 明 :EFZY 是 圆 内 接 四 边 形 . 
证 明 :如 果 EF 平行 于 BC, 则 AB = AC,AD 是 EFZY 的 对 称 轴 , 因 而 
四 边 形 是 贺 内 接 四 边 形 . 
了 BC, 设 BC 与 FE 的 延长 线 相交 于 ,直线 FEP R 人 ABC, 由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 


N E-4-3=3 


MESIRE A Z.Y.P 三 点 共 线 于 是 

PE + PF = PD? = PY + PZ 

Ep PE- PF = PY - PZ 

由 割 线 定理 的 逆 定 理 , 有 E.F.Z.Y 四 点 共 圆 . 

证 毕 

【评注 】 本 题 是 用 加 宕 定 理 的 北 定 理 求证 四 点 共 贺 的. 

例 3 〈1992. 全 国联 赛 二 试题 1) WA H —4-3 6, A AAA; 
为 @O 内 接 四 边 形 ,Hi、H2、H3、Hs 分 别 为 AAAA, AAAA 
AAA A2 AAAA; 的 垂 心 .求证 :Hi、H,、H3、Hs 四 点 共 圆 ,并 确定 
该 圆 圆心 的 位 置 . 


证 明 : 作 O 点 关于 AlA3 的 对 称 点 Oi, 关 于 AA, 的 对 称 点 O;, 完成 平行 四 边 形 O010'O,, 连 
A3O1,A30, 则 易 知 

A;H, Z oo, Z O,O' AT A3H1O'O1 是 平行 四 边 形 , 故 OH = A301 = A30 = R 

同 理 可 证 O °H, = O01 

Ë HoH H, H, 共 加 

【评注 】 此 题 是 应 用 圆 的 定义 证 明 四 点 共 圆 的 . 

例 4 如 图 下-4-3-7, 已 知 点 也 是 全 ABC 形 内 一 点 ,满足 DA 
* DB .4B+DB.DC.BC+DC.D4A.CA=AB.BC.C4, 把 AADC “po 
W CB 方向 平移 至 人 A1D1B, 求 证 :A、D、B、Di、Al 五 点 共 贺 . 

证 明 : 连 接 AD、 AD， 

AA, Z DD, £ CB 5 
DiA = DA,DIB = DC,AIB = AC 

在 四 边 形 A DBA 中 ,由 广义 的 托 勒 密 定理 ,有 

D.A, : BA + BD, + AA, > A,B + DIA 

MD DA : BA + CD + BC > AC + DIA 

在 四 边 形 ADI BD 中 ,由 广义 的 托 勒 密 定理 ,有 

BD, * DA + BD + DiA>DD.:AB 

即 DC- DA + BD : D.A > AB + BC -®© 

H O x DB + @ x AC, 有 

DA +: DB - AB + DB - DC + BC + DA + DC + AC + AC + BD + D.A Z: AC `: BD + D,A + AB + BC -AC 

即 DA +: DB + AB + DB : DC : BC + DA + DC + AC > AB + BC ` AC @ 

由 已 知 条 件 知 , 不 等 式 @ 取 到 等 号 ,从 而 不 等 式 D .@ 必须 同时 取 到 等 号 

即 DA: BA + BD; : AA, = A,B + DIA 

且 BD, + DA + BD- DIA = D.D : AB 

由 托 勒 密 定理 的 逆 定 理 , 知 : 

四 边 形 A1D1BA 是 圆 内 接 四 边 形 , 且 四 边 形 AD, BD 是 圆 内 接 四 边 形 . 

Ë A.D.B.D, A, TAIM. 

【评注 】 本 例 是 通过 托 勒 密 定理 的 逆 定 理 证 明 四 点 共 圆 , 从 而 证 明 五 点 
共 圆 的 . 

例 5 (三 角形 九 点 贺 的 性 质 ) 公 ABC 中 各 边 中 点 ,三 条 高 的 垂 足 , 各 顶点 
和 垂 心 连 线 的 中 点 ,这 九 点 共 圆 ,圆心 记 为 K , 则 K 在 三 角形 的 Euler 线 上 ,并 
Ħ OK = KH 

【分 析 】 这 是 一 个 经 典 的 定理 ,我 们 将 给 出 一 个 完全 利用 位 似 的 证 明 . 事 
实 上 ,我 们 将 证 明 , 九 点 圆 和 外 接 圆 以 重心 为 位 似 中 心 , 且 相似 比 为 1 : 2 


证 明 :我 们 讨论 外 接 圆 以 点 甩 为 位 似 中 心 的 相似 比 为 于 的 位 似 图 像 , 它 图 了 -4-3-8 
是 一 个 圆 ,圆心 设 为 K,OK = KH. 我 们 的 目标 是 证 明 题目 所 述 的 九 个 点 都 在 这 个 加 上 . 


首先 ,X,Y,2 分 别 是 AH,BH,CH 的 中 点 ,所 以 位 似 变换 将 点 A,B,C 变 到 了 点 X, Y,Z. 所 以 ,X， 
Y,ZÆ OK Ł. 


然后 考虑 延长 AD 交 外 接 圆 于 点 已 ,由 我 们 熟知 的 结论 HD = DP, 所 以 位 似 变换 将 点 了 变 到 了 点 
DD. 所 以 ,D 也 在 OK 上 . 同 理 ,E,F 都 在 OK 上 . 


最 后 来 看 点 上, 作 外 接 国 的 直径 AR ,由 于 OL = 到 AH, 可见 H,L,R 共 线 ,并 且 HL = LR. 这 说 
明 位 似 变换 将 点 R 变 到 了 点 上 ,所 以 ,L 也 在 OK 上 . 同 理 ,M,N 都 在 OK 上. 
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证 毕 . 

【评析 】 由 本 题 的 结论 和 上 题 Euler 线 的 定理 可 以 得 到 如 下 的 结论 . 三 角形 中 ,外 心 O, 
点 圆 圆 心 K , 垂 心 日 共 线 ,并 上 且 OG : GK : KH = 2: 1: 3. 

例 6 如 图 下 -4-3-9, 圆 内 接 四 边 形 ABCD 的 边 AD 和 BC 的 
延长 线 交 于 点 P, G1, Gs 为 全 PAB 和 公 PCD 的 外 接 圆 圆心 , H, , HH; 为 
公 PAB 和 A PCD 的 冬 心 .求证 : H, , H2, G1, G2 HA. 

【分 析 】 这 是 笔者 当年 参加 市 里 集训 的 测验 题目 ,笔者 在 考试 的 
时 候 没有 仔细 的 画图 ,结果 感到 题目 好 像 一 头 雾 水 ,没有 什么 好 的 方 
法 


如 果 你 用 尺子 和 圆规 ( 不 是 尺 规 作 图 ,一 定 要 记 住 尺子 上 还 有 刻 MI -4-3-9 
度 呢 !) 把 图 精确 一 点 画 出 来 ,你 就 会 发 现 P .H,,G, 和 P, H,G 居然 是 共 线 的 ! 这 个 共 线 结论 的 证 明 
是 显然 的 ,然而 它 的 发 现 却 是 这 道 题目 的 考点 所 在 . 

以 下 的 证 明 就 非常 容易 了 ,利用 APH, G, 和 APH G 相似 就 可 以 得 到 共 贺 的 结论 了 .我 举 出 这 道 
题目 的 目的 就 是 为 了 让 读者 亲身 体验 一 下 精确 作 图 的 必要 性 .事实 上 ,在 考试 的 时 候 作 图 的 时 间 是 非常 
少 的 ,然而 带 来 的 作用 却 是 巨大 的 ,所 以 请 读者 在 以 后 做 题 的 时 候 一 定 要 夯 精 确 的 图 . 

略 证 :容易 计算 得 到 人 G1PA = 90' - 人 LB, 而 LPH2D = 90 - 人 PDC 

LGIPA = ZPH,D 

MTI P, H,G 共 线 . 

"AH, P, H, , G; 共 线 . 

而 由 全 PAB 和 A PCD 相似 , 易 知 A PH,G, co APH;G; 

所 以 ,Hi,H2,G1, Ga 共 贺 必然. 

证 毕 . 

注 :本 题 及 分 析 , 证 法 是 由 当年 金牌 得 主 现 为 北大 肖 良 同志 得 出 的 

例 7 〈1997. 全 国 高 中 联赛 二 试题 1) 如 图 [[ - 4 - 3- 10, 已 知 两 个 半径 
不 相等 的 OO 和 OO 相交 于 M.N Bi, B @O,.OO; 5 @O 内 切 于 S、 
工 两 点 .求证 :OM L MN 的 充分 必要 条 件 是 SN、T 三 点 共 线 . 

证 明 :如 图 H - 4 - 3 - 10, 由 题 设 , 知 O、O1、S 共 线 ,O、O,、T 共 线 . 连 
接 OS、OT、SN、NT、OIM、OIN、O;M、O2N, 则 有 OS = OT. 

(1) 充分 性 . 

设 SN、T 三 点 共 线 , 则 人 S = ZT.B 介 O1SN AONT 都 是 等 腰 三 
角形 

故 ~S = 人 ONS = ZT = ZO,NT 

从 而 ON / OS,O,N // OT 

OO, NO: 为 平行 四 边 形 , 故 OO, = O,N = O;,M 

OO, = OIN = O,M 

所 以 AO,MO % AO,;OM,MJ 

Saojso = Sao,ow>O,)O; // OM 

又 由 于 O,O, L MN, 故 OM L MN 

(2) 必要 性 . 

设 OM 上 MN,HEI I — 4-3 - 10 8 

OO; - O01 = (OT - O;T) - (OS - O,S) = O,S - OT = MO, - MO:( 定 值 ). 

所 以 ,OLM 分 别 在 以 O1、O, 为 焦点 的 双 曲 线 的 ( 左 \ 右 ) 两 支 上 ,由 OM | MN,O,O, L MN 知 

OM // O,O; 

又 由 双 曲 线 对 称 性 , 知 O, O,MO ESERE. 
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所 以 OO, = OIM = OIN,OO = MO; = ON 

从 而 OO,NO; 是 平行 四 边 形 

所 以 2LOINS +2ZO;NT +2ZO,NO; = (LONS + LS + LSOIN)+ (LONT + ZT + 
ZNO;T) = 360° 

ZO,NS + LONT + LO, NO; = 180° 

"SN、T 三 点 共 线 . 

例 8 (1997. 中 国 数学 奥林匹克 ) 如 图 H - 4 - 3 - 11 ,四 边 形 ABCD 内 接 
于 圆 ,其 边 AB 与 DC 的 延长 线 交 于 点 已 ,AD 与 BC 的 延长 线 交 于 点 Q, 由 Q fE 
该 圆 的 两 条 切线 QE 和 QF, 切 点 分 别 为 E 和 下 .证 明 :PE FEARR. 

证 明 :在 线 PQ 上 取 一 点 G, 使 P.B、C、G 四 点 共 圆 , 则 人 CGP = 人 CBA 
= CDQ, 因 此 D.C.G.Q WARM. 

W QE? = QC- QB = QG: QP 

QP? - QE? = QP? - QG * QP = QP : GP 
X `: OP2:- OE? = (OP + OE) : (OP - OE) 
= PC : PD = PG : PQ WI -4-3-11 
QP? - QE? = OP? - OE? 
PE L OQ, X3 EF L OQ 

n PEF 三 点 共 线 . 

【评注 】 本 是 证 法 是 利用 “垂直 关系 ”. 

例 9 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 与 BD 交 于 形 内 一 点 0, 已 知 AO = CO, 


B 
DO = 380, 分 别 在 AC.CD 上 取 点 MSN, 使 A = CN = Bonm I -4- 
3 - 12). 求证 :B、M、N 在 一 条 直线 上 . 


证 明 : 如 图 下 -4-3-12, 设 人 4ACD 的 面积 为 S, 于 是 b N c 


-Om Sam = 全 sm 


【评注 】 由 Saaw = 0 得 B.M.N 三 点 共 线 ,思路 巧妙 ,十 分 奏效 ,注意 运用 . 
例 10 如 图 下 -4-3 一 13 所 示 , 公 ABC 中 BD 和 CE 是 高 ,CG 和 BF 是 角 平 分 线 ,I 是 内 心 ,O 〇 是 
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外 心 .如 果 D,1,E 三 点 共 线 ,求证 :G,O,F 三 点 共 线 . 

【分 析 】 这 两 个 共 线 都 比较 奇怪 ,至 少 不 是 常规 类 型 的 共 线 ,也 没有 什么 
特殊 的 性 质 . 所以, 我们 只 能 去 考虑 使 用 张 角 定 理 来 转化 条 件 . 在 这 道 题 目 中 ， 
恰好 那个 等 价 条 件 中 的 变量 都 是 很 容易 求 出 的 ,所 以 使 用 这 个 定理 已 经 成 为 必 
然 了 . 

在 证 明 过 程 中 不 可 避免 的 会 用 到 一 些 计算 ,有 的 同学 会 觉得 很 野蛮 的 样 
子 , 但 是 有 的 时 候 面 对 一 道 没有 办 法 的 题目 也 只 好 如 此 了 . 

证 明 : 连 接 AO, AI. 


WI -4-3-13 


由 ,1 三 点 共 线 二 SPA = + 
sinA sng sin 2 
于 是 Z À ` 2RosAsinB + 2RosAsinC 
2 


Ep (sinB + sinC) = 2RsinAsinBsinCoosA 0 
r(sinB + sinC) = ScosA/R 
R(sinB + sinC) = + 8+ cosA 
b +c = (a + b + c)eosA @ 
这 头 算 到 这 里 就 可 以 了 ,再 算 下 去 没什么 太 大 的 意义 ,因为 我 们 根本 不 知道 我 们 需要 的 是 什么 , 讶 
目的 把 cosA 打开 可 能 有 百 害 而 无 一 利 ,其 实 得 到 O 本 来 就 应 该 结束 了 ,但 是 我 们 总 是 讨厌 内 切 圆 半径 
,所 以 我 们 趁 着 右边 正好 有 一 个 面积 的 机 会 先 把 它 搞定 . 这 时 应 该 去 看 看 证 明 需 要 什么 ,从 结论 走 一 
走 . 
z nA B ，cosC 
G6,0,F EARR AÓ = AG * AF 
inA _ _cosB C 
i 
a+b ate 
ShsinA = R[(a + b)cosB + (a + c)eosC] 
这 时 有 一 个 眼力 的 问题 ,你 要 知道 bcosB + ccosC 也 是 一 个 可 以 变化 的 东西 . 
… 上 式 等 价 于 
besinA = Ra(cosB + cosC) + R?(sin2B + sin2C) 
besinA = 2R?[sinA (sB + cosC) + sin(B + C)cos(B - C)] 
be = 2Rz[cosB + oC + cos( B — C)] @ 
这 时 我 们 看 到 @ 和 @ 似乎 关系 比较 隐 讳 ,所 以 只 好 去 寻求 一 些 三 角 变形 的 帮助 . 
@ S4R?sinBsinC = 2Rz[cosB + cosC + ecs(B - C) 
S(B - C) - cos(B + C) = cosB + oC + cos( B — C) 
全 cosA = cB + cosC @ 
现在 再 看 我 们 的 已 知 和 求证 好 像 依然 没有 什么 关系 ,但 是 似乎 还 是 有 一 点 进展 的 . 因为 现在 剩 下 的 
只 是 三 个 角 的 余弦 ,我 们 总 是 可 以 用 边 把 它 表 示 的 ,那样 将 必然 得 到 两 个 恒等式 ,否则 题目 就 不 正确 了 . 
DSbte= (atore) ta 
2b?c + 2b? = ab? + ac? — a? + b + ix? — a?b + cb? + cè- a?e 
而 另 一 方面 
i T E E E 
OP E E 
Sab? + ac? — a? = ba? + be? — b? + b2c + a?e- e? 
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请 读者 自己 验证 一 下 上 面 两 式 的 等 价 性 .( 事 实 上 ,只 要 移 项 整理 即 可 ) 

EE. 

[评注 】 当然 笔者 不 知道 此 题 是 否 还 有 高 明 的 解法 ,但 是 我 想 对 于 这 个 很 不 着 边际 的 条 件 和 结 
论 , 张 角 定 理 是 最 好 的 以 暴 治 暴 的 手段 了 . 

另外 ,我 要 提 的 一 点 是 证 明 的 计算 . 证明 中 没有 用 到 什么 特别 高 明 的 技巧 ,只 是 问 着 头 营 算 ,但 是 我 
们 要 学 习 的 是 对 得 到 的 式 子 恒 等 变 形 时 应 该 往 哪 个 方向 去 走 ,- 定 要 思考 什么 情况 下 要 往 三 角 方 向 转 ， 
什么 情况 下 要 考虑 直接 化 为 边 的 关系 .这 是 计算 中 要 万 分 注意 的 ,否则 就 会 隐 入 苦 算 ,永远 也 得 不 到 最 
后 的 结果 . 

(上述 证 法 是 肖 良 同志 得 出 的 ) 

例 11 (第 11 届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 试题 1,1996) 设 H Bf fl 4 
人 ABC 的 筹 心 ,由 A 向 以 BC 为 直径 的 贺 作 切线 AP、AQ, 切 点 分 别 为 PQ. 

RE: P.H Q 三 点 共 线 

【分 析 】 此 题 可 引用 平角 定义 即 可 证 明 ,这 里 不 再 重 述 . 读者 证 起 来 
不 会 有 太 多 的 困难 ,这 里 我 们 着 重 讨论 的 是 此 题 可 以 推广 P, 

如 图 H -4 -3- 14,4 ABAC 分 别 交 贺 于 F.E, 连 BE CF. P BC 是 o 
直径 , 则 BE | AC,CF | AB, 因 此 , BE 与 CF 的 交点 即 为 人 ABC 的 重心 H,，// 关 À 
因此 ,上 述 命 是 的 结论 可 以 改 述 为 图 内 接 四 边 形 BCEF 的 对 角 线 BE 与 CF 图 T 43 ya 
MZH IP QRR. 

下 面 将 此 是 推广 到 一 般 情形 , 即 为 97 年 冬令 营 训练 题 ,将 给 出 四 种 证 法 . 

推广 命题 :如 图 II - 4 - 3 15, 四 边 形 BCEF 内 接 于 OO, Jh CE 与 BF 的 
延长 线 交 于 点 A, 由 A f OO 的 两 条 切线 AP 与 AQ, 切 点 分 别 为 P.Q,BE 与 CF 
的 交点 为 用 ,求证 :PH、Q ZARR. 

证 法 一 :连接 BP、PF .EQ .QC W PQ 交 BF 于 点 K, 连 FQ 交 BE 于 L , 连 BQ 
* Fe: FM. 

ABPK # AKPF 共 边 


4 * PB + PK +: inZ BPK 


M an 图 -4-3-15 
Ñ . PF ` PK + inZ FPK 
_ PB ` sin BPK 
= PF + sinZ FPK 
同 理 = EF- sing FEB QM _ QC- sin QCF 
Ld = BQ aa Ma = CS TSP 
ZPAF = ZPAB,ZAPF = Z ABP 
AAPFcnAABP 
BP _ AP EF _ AF QC _ AC 
PF = AF FE BC = AC,EG = AQ 
3X © LBPK = ZBEQ,ZFEB = ZFCB,ZQCF = ZFPK,B AP = AQ 


BK, FL, QM _ | 
KF `LQ ` MB 一 
由 塞 瓦 定理 的 道 定理 知 , PQ .BE ,CF 相交 于 一 点 互 , 即 P.Q .本 三 点 共 线 . 


【评注 】 塞 瓦 定理 的 道 定理 是 证 明 三 线 共 点 的 根据 ,但 有 时 我 们 可 以 把 三 点 共 线 的 问题 化 为 三 线 
共 点 的 问题 来 处 理 ,证 法 一 就 是 一 个 典型 的 例子 . 


证 法 二 :如 图 H - 4 - 3 一 16, 在 射线 AH 上 取 一 点 M, 使 AH - AM = AB .AF, 从 而 B.H、M.F 
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四 点 共 圆 , CH. ME 四 点 共 贺 , 故 
LFME = 360° - ZFMH - ZEMH 
= (180° - CFMH) + (180° — Z EMH) 


= ZFBE + LFCE = 2ZFBE = ZFOE 


Am F.O.M.E 3k. 


ZAMO = 360° - ZAME - ZOME 
= (180 ~ ZAME) + (180° — ZOME) 


= LFCE + LOFE = 90° 
连 PQ % AO FN, X AM FH 
则 
又 LHNO= 
则 AN AO = AH .AM 
因此 AH ,AM = AH .AM 


AN : AQ = AP? = AB : AF = AH ' AM 
= ZH'MO,# N.H'.M.O 4E 


即 AH = AH',B H.H' 均 在 射线 AM E, 


H HSH 重合 ,H\P、 
【评注 】 


证 法 二 用 的 就 是 “同一 法 ”下面 我 们 再 给 出 一 种 同一 法 即 证 法 三 .虽然 都 是 同一 法 ,但 是 


归纳 的 方式 确 是 不 一 样 的 ,通过 比较 ,认真 体会 ,大 家 证 明 三 点 共 线 运用 同一 法 就 可 以 机 动 灵活 了 . 


证 法 三 :如 图 H - 4 - 3 - 17, 连 接 BP.BQ.CP.CQ.EP.EQ.FP.FQ. 
设 BE 交 PQ 于 点 Fi, 则 Hl 分 PQ 所 成 的 比 为 


PH, _ Sami 
HQ Sama, 
_ BP ° BH. ' siZPBH, 
BQ : BH. ` siZQBH, 
= BP , sin PBH) 
= BQ ` snZQBH, 
S PBH, = 2R,SZ = 2R(R X OO *ë) 
PH, _ BP.PE © 
HiQ 7 BQ ` QE 
PH, _ CP , PE 
设 CF % PQ FA Ha. FIE, H 分 PQ 所 成 的 比 为 :iG = CQ ` QF @ 
BP -AP 
H AAPBCO AAFP,8 PE = AF 图 
BQ _ AQ 
HAAVAA GE = AF @ 
S BP _ PE 
由 @.@ 及 AP = 4Q, 得 Ë= OE @ 
ma G-E @ 


h OOTO = @,# HiH: 4 PQ 所 成 的 比 相等 ,从 而 H, 与 H, 重合 . 


* PQ、BE、CF 交 于 一 点 HH 
因此 ,P、H、Q ZARR. 


【分 析 】 有 一 位 高 手 给 出 了 一 个 极 具 思想 性 的 证 明 , 首 先 A 作为 BF 和 CE 延长 线 的 交点 出 现 就 显 
得 很 被 动 ,所 以 为 提高 A 的 地 位 ,而 把 题目 叙述 成 :“A 是 @O 外 一 点 ,AP,AQ 是 OO 的 两 条 切线 ,P、 
Q 为 切 点 , 任 作 两 条 割 线 AFB,AEC. FC 与 BE 3 + H. RE: H 在 直线 PQ E.” 

(1) 请 读者 仔细 品味 和 原 题 的 区 别 .改动 后 使 我 们 看 到 面 对 的 问题 是 多 么 的 诡异 ,居然 你 随意 作 两 
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条 割 线 就 会 使 得 对 应 的 交 线 在 直线 PQ 上 ,这 位 高 手 的 思想 就 是 既然 任 给 两 条 割 
线 都 有 这 样 好 的 性 质 ,那么 我 们 不 妨 先 把 其 中 之 一 取 成 直径 !! 如 图 下 -4-3- 
18,EB 就 是 OO 的 直径 ,于 是 就 算 FC, EB 与 PQ 的 交点 喂 ,再 不 济 , 用 解析 几何 
算 也 不 会 超过 15 分 钟 . 
(2) 真正 的 困难 在 你 现在 只 是 证 明了 一 个 特例 ,关键 是 如 何 把 这 个 证 明 应 用 7 o 
到 原 题 呢 ? 
注意 到 ,在 原 题 中 如 果 作 OO 的 直径 AST, 则 由 前 面 证 明 的 结论 有 FT 和 SB 
的 交点 X,SC 和 ET 的 交点 Y 都 在 直线 PQ 上 ,那么 怎么 证 明 FC 和 BE 的 交点 媚 È Š 
也 在 PQ 上 呢 ? 证 明 这 个 问题 的 有 力 工具 就 是 Pascal 定理 . 
证 法 四 :过 A 作 OO 的 直径 AST, 设 X 和 了 Y 分 别 为 FT 与 BS,ET 与 CS 的 交 图 工 -4-3-18 
点 ， 
先 证 明 X 在 直线 PQ 上 , 见 图 了- 4-3 - 19 
以 圆心 为 原点 , TA 为 y 轴 建 立 直角 坐标 系 
记 @O 半径 为 r,ZBAP = 0 
于 是 @O 的 方程 为 zz +y = ,点 A 坐标 为 (0,r/eosb) 
BNR AFB 的 方程 为 x = kly- r/cos0) 
则 AR AFB MAST 的 方程 就 是 
fi = z[=z — k(y — r/eos0)] = 0 
R f,== +y - r (QO 的 方程 ) 
则 FT 和 BS 的 方程 就 是 /1 和 f, 的 线性 组 合 . 
X FT 和 BS 的 方程 是 y- kiz + r)(y - kaz - r) = 0 
把 二 者 写成 等 式样 子 : 


a (a? = kry + ÈE) (a? = 32- r) = (y = hz + rly = bz = r) 


要 证 点 X 在 直线 PQ 上 , 即 证 X 点 的 纵 坐 标 为 rcos6 ,那么 由 FT 和 BS 的 方程 不 难 解 得 点 X 的 纵 坐 


图 了 -4-3-19 


注意 到 xy 项 的 系数 对 应 于 Ai + kz, M z 项 系数 对 应 于 1 一 kz 

比较 系数 有 + == 内,r(hh 一 和) = à Eg 

两 式 相 除 易 见 。 外 二 各 ，r = reg 

故 X 在 直线 PQ E, 

同 理 , Y 在 直线 PQ 上. 

最 后 由 Pascal 定理 知道 ,X,Y,H 共 线 ， 

“…P,H,Q 共 线 . 

证 毕 . 

[Wi] (1) 这 个 解答 是 极 具 哲 理 的 证 明 , 基 本 思想 是 特殊 点 的 原则 ,特殊 向 一 般 转 化 . 

(2) 特殊 向 一 般 转 化 的 关键 是 Pascal 定理 的 应 用 . 

(3) 本 例 给 出 了 Pascal 定理 的 一 种 用 法 . < 

《证 法 四 是 肖 良 同志 得 出 的 1) 

例 12 mÆ I -4-3-20,RtAABC H, ZC = 90°,CD | AB FD. O, 和 0; 分 别 是 全 ACD 和 
ABCD 的 内 心 ,DOIX MO: Y HIE ADO O: 的 角 平 分 线 的 反 向 延长 线 ,X 和 Y 为 与 AC 和 BC 的 交点 . 
若 0 是 全 ABC 的 内 心 ,求证 :X,O,Y RR. 

【分 析 】 初 拿 到 题目 感觉 就 是 要 证 明 这 个 结论 确实 很 有 难度 ,关键 是 我 们 对 点 X 和 Y 几乎 没有 任 
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何 的 了 解 ,而 要 证 明 关于 它们 的 共 线 显然 很 不 现实 ,所 以 从 实用 的 角度 
来 讲 采 用 张 角 定 理 是 一 个 很 好 的 选择 . 

先 来 看 看 张 角 定理 的 条 件 还 差 什 么 ,三 个 角度 还 是 很 容易 知道 的 ， 
CO 是 一 个 很 容易 知道 的 东西 , 差 的 一 点 就 是 CX 和 CY 的 长 . 当然 求 一 
个 就 够 了 , 另 一 个 显然 是 同 理 的 . 和 X 相关 的 只 有 OX ,所 以 我 们 就 只 关 
心 OIX 了 . 

这 道 题目 因为 一 个 很 出 人 意料 的 小 结论 而 变 得 简单 许多 ,这 个 结论 
就 是 人 DO1O, 的 内 心 P 就 在 线段 CD 上! 这 就 是 说 我 们 可 以 通过 PO, 和 
PO, 来 确定 X Ta Y 的 位 置 , 喜 欢 计算 的 同学 现在 一 定 欣喜 若 狂 , 因 为 现 
在 已 经 可 以 开始 用 解析 几何 来 计算 了 . (请 读者 自己 用 脑子 过 一 下 大 概 
需要 计算 的 东西 ,会 发 现 这 确实 并 不 是 一 件 很 困难 的 事情 ) 笔者 认为 如 
果 可 以 得 到 这 样 的 算法 ,可 以 说 已 经 是 很 不 错 的 结果 了 . 但 是 其 实 还 有 

-个 稍微 好 一 些 的 方法 , 就 是 你 要 敏锐 的 猜测 隐藏 结论 :全 DO;O; co 
ACAB 和 CX = CP = CY! 当然 还 有 一 些 中 间 结 论 , 如 人 CDIP = 图 了 -4-3-21 
< CO,P = 90° 


于 是 我 们 不 用 太 多 的 计算 ,而 用 纯 几 何 的 方法 就 可 以 将 此 题 搞定 (但 请 读者 一 定 要 在 脑袋 里 面 过 一 


下 ,如 果 你 迫不得已 要 去 计算 ,你 应 该 如 何 计算 . ) 

证 明 : 设 A DO,O, 的 内 心 为 P, 连 接 CO. 由 条 件 易 知 CO2DC = ZO,DC = 45° 
PP 在 线段 CD 上 

记 LC4B = a 

H AAD o ACBD, BAMA AE 

MA Do, = B 

于 是 ,可 以 得 ADO,O; co ACAB 
ZDO;0; = a 

进而 有 DOIP = $ 


X O, 是 AACD 的 内 心 这 个 性 质 得 到 ZCO,D = 90' + + Fk, ZCO,P = 90 
又 CO, 是 Z ACD 的 角 分 线 ,所 以 知 CX = CP, PO, = O, X 

同 理 CY = CP,PO; = O,Y 

下 面 就 要 证 明 X,O,Y 共 线 了 , 先 计算 XY 的 长 

由 PO, = OIX 和 PO, = O; Y %10,0, È 人 PXY 的 中 位 线 

所 以 XY = 2O,O; 

而 010, = AB . DQ: = (AD AG) = (AC + BC - AB) 


2 
= CO( 这 个 式 子 中 小 跳 了 几 步 ,请 读者 自己 补 全 ) 


+E XY = 2CO 
易 见 ,X,O,Y 共 线 . (请 读者 想 想 为 什么 ) 
证 毕 . 


【评注 】 关于 整个 解法 我 不 想 再 说 什么 了 ,因为 这 个 解法 很 多 都 是 依靠 观察 而 得 到 一 些 中 介 的 结 


论 ,最 后 进行 很 少 的 计算 得 到 结果 . 
以 上 是 三 点 共 线 问题 ,下 面 我 们 讨论 三 条 或 多 条 直线 的 共 点 问题 . 


例 13 OA 与 B 相等 且 相 交 , 画 两 个 外 切 的 OC 与 OD ENAR OA 内 切 ,又 同时 与 
OB 外 切 , 记 @C,@D 的 内 公 切 线 为 1. 显 然 符 合 条 件 的 OC,@OD 可 以 画 出 无 数组 .证 明 :无 数 条 内 公 
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切线 相交 于 一 点 . 


【分 析 】 如 图 工 -4-3-22, 设 @C,OD 外 切 于 点 N, 取 4AB 中 点 M， 


证 明 直线 MN 就 是 内 公 切 线 /. 关键 是 证 明 MN | CD 63) 


证 明 : 记 @A,OB 的 半径 为 R,OC,OD 的 半径 各 为 c,d ,连接 AC, G 


BC,MC;AD,BD,MD 


利用 三 角形 中 线 公 式 , 有 
AC? + BC? = 2 + CM? +2- AM? 
AD? + BD? = 2 - DM? + 2 - AM? 


Pana ®II -4-3-2 
2(CM? - DM?) 

= (AC? + BC?) - (AD? + BD?) 

= (R -¢)? + (R + c)? - (R - d)? - (R + d}? 


= 2(c? - d?) = 2(CN? - DN2). 

故 CM? - DM? = CN? - DN? 

由 此 式 易 推 得 MN | CD. 从 而 证 明了 OC, OD 的 内 公 切 线 / 通过 已 知 线段 AB 的 中 点 M 
【评注 】 HAREN OC OD 不 论 画 出 多 少 组 ,所 得 到 的 不 论 多 少 条 内 公 切 线 ,都 可 证 明 通过 


AB 的 中 点 M. 由 于 AB 的 中 点 具有 惟一 性 ,从 而 证 明了 无 数组 相 外 切 的 两 加 内 公 切 线 相交 于 一 点 . 


例 14 (1990. 全国 高 中 数学 联赛 二 试题 1) 四 边 形 ABCD 内 接 于 OO, 对 角 线 AC 与 BD 交 于 P, 如 


Æ T -4-3 -23,8 AABP ,ABCP,A CDP, ADAP 的 外 心 分 别 为 O,、.O,、O3、O4. 求 证 :OP 、O1O3、 


CD 为 OO 与 日 O; 的 公共 弦 , “003 L CD 
又 `. APO, + PCD = ZAPO, + LPBA = Z APO, + 4 ZAO,P = 


OP | D 
从 而 OO, / OP 
AB 3p @O 与 @OO 的 公共 弦 
OO, 上 AB 
X. CPO, + ZPAB = CPO; + Z PDC 


= LCPOs + +ZPO;C = %° 


OP | AB 
从 而 OO, OP 
故 四边形 O, PO;O 为 平行 四 边 形 . 
从 而 ”O103 与 OP 互相 平分 . 
即 ”O103 过 线段 OP 的 中 点 . 
依 上 类 似 地 可 证 明 ,OO。 过 线段 OP 的 中 点 ,因此 ,OP、.OO .OO4 三 线 共 点 . 
【评注 】 例 13 选 定 的 特殊 点 是 AB 的 中 点 , 例 14 选 定 的 特殊 点 是 OP 的 中 点 ,当然 例 14 也 可 以 是 


线段 O, Os R O,O, 的 中 点 .利用 直线 经 过 特殊 点 是 证 明 线 共 点 的 重要 方法 . 


例 15 如 图 下- 4-3- 24, 已 知 止 四 边 形 ABCD 内 接 于 圆 O, 对 角 线 AC、BD 相交 于 QQ, 过 QQ 分 


别 作 直线 AB.BC.CD.DA 的 垂 线 , 垂 足 分 别 是 EE.F、G、H. 求 证 :EH、BD、FG 三 直线 共 点 或 互相 平 


行 . 


证 明 : 设 EH 与 BD 相交 时 ,交点 为 已 ,直线 EHP $ AABD, h 
梅 涅 劳 斯 定理 ,有 ` 


3 X BAC = BDC = 0,ZDBC = LCAD = B,ZABD = 
Z DCA = y, ZADB = 人 ACB = a, 有 
AE , DH _ tany , tang CF .DC _ tanB .tany 


EB ` HA “ tanĝ ` tana FB “GC tana ` tang 
GEBE DS i MERENER, FG P EARR, E43 
即 ”EH .BD ,FG 三 线 共 点 . 

设 EH // BD, 用 反 证 法 ,假设 FG 与 BD 相交 , 则 由 上 面 的 证 明 可 知 ,EH 与 BD 相交 于 同一 点 ,矛盾 . 
# FG // BD 

例 16 (第 36 届 IMO 预 选 题 ,1995 年 .哥伦比亚 ) 设 ABC 是 个 三 角形 ,一 个 过 B.C 两 点 的 圆 分 别 
与 边 AB、AC 相交 于 C'、B“. 证 明 : BB'.CC'.HH' 三 线 共 点 ,其 中 H 与 H 分 别 是 入 ABC 与 人 ABC 的 
Eò. 

证 明 :如 图 -4-3-25, 由 人 AB'C' = Z ABC, AAB'C 与 AABC 是 相 
似 三 角形 , 同样 ,人 HB'C' 与 AHBC 也 相似 (利用 重心 性 质 及 人 ABC c 
和 ABC )， 

设 BB' 与 CC 相交 于 P 

由 /BBC = LCC'B, 知 LPBH = ZPCH 0 

由 LPB'C= LPCB 知 人 PB'C co A PCB 

作 平 行 四 边 形 BPCD , W| ADBC 与 公 PCB 全 等 .因而 ,人 DBC 也 与 人 PB'C” 相 
似 ,由 此 可 知 BHCD 与 B'H'C'P 相似 .于 是 ,全 BHD 与 B'HP 相似 


因而 LHDB = ZH'PB' @ 图 1 -4-3-25 
作 平 行 四 边 形 HPCE, 则 ZPCH = CHE 

注意 到 BHED 也 是 平行 四 边 形 , 因 而 ¿DHE = 人 HDB @ 
于 是 ,全 BPH 名 人 ADCE ,由 此 知 ZCDE = ZPBH LBPH = 人 DCE @@ 
利用 @,@ 与 @, 可 知 人 CDE = ZCHE 

故 HCED 是 圆 内 接 四 边 形 .由 此 可 知 DCE = Z DHE © 


再 由 @,D,@ 与 @, 知 LBPH = ZH'PB'. 
因此 ,HH' 也 通过 已 点 . 
【评注 】 例 15 和 例 16 是 利用 证 三 点 共 线 来 证 明 三 线 共 点 的 ,一 般 意义 上 来 说 ,证 明 三 条 直线 AB. 
CD 、EF 交 于 一 点 的 问题 ,可 转化 为 证 明 AB 与 CD ZAP MAF E ZARR. 
下 面 我 们 研究 同一 法 证 明 三 线 共 点 问题 . 
例 17 (1996. 第 37 届 1MO 第 2 题 ) 如 图 I - 4 — 3 - 26 所 示 , 设 已 为 人 ABC 内 一 点 ,人 APB - 
人 ACB = 人 APC - 人 ABC, 又 设 D.E 分别 是 人 APB Ë A APC 的 内 心 ,证 明 :AP、BC、CE 交 于 一 点 . 
证 法 一 :延长 AP ZBC 于 点 K, 交 A ABC 的 外 接 贺 于 下 , 连 BF 、CF ` 
LAPC - ZABC = 人 AKC + LPCK - ZABC 
= 人 PCK + ZKCF 
= PCF 
同 理 ZAPB- ZACB = 人 PBF A 
由 假设 ,有 PCF = 人 PBF 
由 正弦 定理 ,有 £ 


BI -4-3-26 


S 


P. — — PE: . 2 Q IR: | 

SinZPFB™ sinZPBF ` sing PCF ` snZPFC 

所 以 PB- snCPEB _ snZACB _ AB 
PC ™ sinZPFC ` sinZABC ™ AC 


记 BD 与 AP 的 交点 为 M, 由 于 BD 是 ZABP 的 平分 线 ,Ed = PB 

记 CE 与 AP 的 交点 为 N, 由 于 CE 是 ZAO 的 平分 线 ,RiY = PC 

“说 = 舱 , 即 M 与 N 重 合 . 

于 是 ,AP、BD、CE 交 于 一 点 . 

证 法 二 :过 已 向 三 边 作 垂 线 ,如 图 I -4-3- 27 所 示 , 垂 足 分 别 为 及 、 
S.T 

连接 RS、ST、TR, 易 知 ,P、.R、A、S;P、T、B、R;P、S、C、T 分 别 四 
点 共 贺 , 则 

Z APB - LACB = 人 PAC + Z PBC = LPRS+ ZPRT = ZSRT 

同 理 APC - 人 ABC = 人 RST 

由 条 件 ZAPB - ZACB = 人 APC - 人 ABC 

有 ~SRT = 人 RST,RT = ST 

H RT = PB. sinB,ST = PC sinC 知 . 

PB +: sinB = PC + sinC 

m PB. FC 

AB ` AC 

i AN _ AC _ AB _ AM 

Ùt BD % AP + M, CE % AP 于 N, 则 NP ` PC “ PB “ MP 

故 M.N 重合 , 即 AP、BD、CE 交 于 一 点 . 


DEEI (D 两 种 证 法 都 是 用 同一 法 ,经 证 外 = AN 从 而 得 到 M、N 重合 . (ES) 


(2) 证 明 的 关键 是 把 证 明 ( x ) 式 转化 成 证 明 最 = PC 

(3) 例 17 中 证 明 三 线 共 点 的 问题 转化 成 证 明 两 点 重合 问题 ;而 应 用 同一 法 归纳 两 点 重合 的 方式 是 
多 种 多 样 的 .为 了 说 明 这 一 点 ,再 以 第 36 届 IMO 试题 1 为 例 用 几 种 不 同方 式 归纳 两 点 重合 . 

例 18 (1995. 第 36 届 1MO 试 题 1) 设 A、B、C、D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 四 个 不 同 的 点 .分 别 以 
AC, BD 为 直径 的 两 加 相交 于 X AY: H XY ZRC 于 2Z. 着 P 为 直线 XY 上 异 于 Z 的 一 点 ,直线 CP 与 
以 AC 为 直径 的 加 相交 于 C BM, HR BP 与 以 BD 为 直径 的 加 相交 于 B 及 NN. 试 证 :AM,DN 和 XY = 
直线 共 点 ， 

【说 明 】 题 中 的 P 点 可 以 在 XY 线段 或 其 延长 线 上 .完整 的 证 明 必须 包括 这 两 种 情形 ,但 对 大 多 数 
证 明 方法 而 言 ,两 种 情形 的 证 明 很 类 似 .限于 篇 由 ,这 里 只 着 重 介绍 其 中 一 种 情形 . 

证 法 一 : 设 P 点 在 线段 XY 上 (如 图 II — 4 - 3 - 28), 并 设 直线 AM 
与 直线 XY 交 于 QQ 点 ,直线 DN 与 直线 XY ZTO 点, 证明 :Q RIQ” N 
合 


6 


图 I -4-3-27 


因为 人 QMC = 人 QZC = 90° ,所 以 Q、M、Z、C 四 点 共 圆 .根据 相交 

RER, NA Al jp 
QP.PZ=MP.PC=XP.PY 

同 理 QP- PZ = NP : PB = XP - PY 

因此 QP = QP,QZ = QZ 国定 
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又 因为 Q fiQ” 都 在 直线 XY 上 ,并 且 在 直线 AD 的 同一 侧 , 所 以 Q 点 与 Q 点 重合 . 
证 法 二 :基本 约定 同 证 法 ,因为 人 QAZ co ACZ 
所 以 oz- Z ZA _ XZ. ZY 


ZP Po 
‘z = BZ - ZD _ XZ- ZY 
同 理 QZ = pe 


F QAM ARA 

证 法 三 :基本 约定 同 前 , 连 线段 MX AMY (mE lÍ — 4 — 3 - 29 BT 
示 ). 作 为 夹 相等 弧 的 贺 周 角 , 人 XMP = 人 PMY .因而 MP 是 人 XMY 的 
平分 线 , 又 因为 MP | MQ, 所 以 MQ 是 人 XMY 的 外 角 平 分 线 ,依据 内 
外 角 平 分 线 的 性 质 ,我 们 得 到 

XQ : YQ = XP : YP 

同样 道理 XQ: YQ = XP: YP 

不 妨 设 ZQ' > ZQ( 如 图 [4-3-29 所 示 ), 约 定 6 = QQ'(20), 
则 有 

XQ: YQ = (XQ + 8) : (YQ + ò) 

ò. XY=0 

HIER S = 0, 即 QAM 点 重合 . 

证 法 四 : 仍 设 P 点 在 线段 XY 上 ,过 A 点 作 AE // BN 交 直 线 XY 于 
EE. 过 品 点 作 DE” // CM 交 直 线 XY FE (WW I -4-3-30 所 示 ). 容 
易 看 出 : 

ZE : ZP = ZA : ZB 

ZE” : ZP = ZD : ZC 

根据 相交 弦 定 理 

ZA : ZC = ZX · ZY = ZB ` ZD 

由 此 得 知 

ZE : ZP = ZE” : ZP 

BUL ERASE 点 重合 . 

因为 AADE 的 三 条 高 分 别 在 直线 AM, 直线 DN 和 直线 XY 上 , 所 以 这 三 条 直线 交 于 一 
点 一 一 全 ADE 的 垂 心 . 

下 面 一 个 例子 是 1988 年 前 苏联 提供 的 一 道 IMO 预 选 题 经 过 改造 ,所 得 到 的 一 个 题目 ,很 有 趣 , 值 得 


例 19 如 图 下 -4-3-31, 给 定 七 个 圆 ,六 个 小 圆 在 一 个 大 贺 内 ,每 个 小 图 与 大 圆 相 切 , 且 与 相 邻 
两 个 小 圆 相 切 . 若 六 个 圆 与 大 圆 切 点 依次 为 Al,Az,A3,A4,As,A6. 证 明 :AiA4,AzA5,A3A6 三 线 共 
点 ， 
引 理 ” 公 ABC 与 A DBC 有 公共 底 边 BC ,连接 AD 交 BC( 或 其 延长 
线 ) 于 E. 则 :AE : DE = ABsin 人 ABC : BDsin 人 CBD. 
证 明 :如 图 H -4-3-32, 过 AD 分 别 作 AF | BC 于 F,DG | BC 
于 G, 由 人 AEF = 人 DECG 得 ReAAEF co RtADEG, 
ʻAE : DE = AF : DG, 
— AB + inZ ABC : BD + sin CBD 
= AF : DG 
= AE : DE. 
引 理 得 证 . 
下 面 运用 引 理 来 证 明 A AAAs AAs 三 线 共 点 . 
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证 明 :如 图 H -4-3-32, 在 人 424346 与 人 444A3A6 中 ,运用 引 
理 得 : 

AF : A,F = A,A; ° sinZA>AsAs : AsAssinZ AsAs3A6 

同 理 可 证 : 

A,E : A6E = A,AssinZ AsAsAs : AsAosin/ AsAsAe 

AsD : A;D = AsA, * sinLAsAiAs : A AssiaZA.,A,A5 

… ZAA5sAs = ZA:AsAs. 

LAsAsAs = ZA:A Aç 
ZA,AA = ZA:AsA,. 

“AiA2 X A3As x A5A6 = AsAs X AsAs X AcAi 

„AF AE AD 

“AF AE AD ` 

由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 得 AE ADAF FRIA, A An AAs AAs 三 线 共 点 . 

本 讲 最 后 一 个 例子 是 一 个 经 典 的 题目 , 它 是 41 届 IMO 的 第 6 题 ,在 历届 IMO 
试题 中 ,几何 题目 出 现在 3.6 题 ,是 极为 少见 的 ,可 见 这 个 题目 的 难度 是 空前 的 . 

例 20 (IMO41 - 6) it AH), BH; , CH; 是 锐角 人 ABC 的 三 条 高 线 ,人 ABC 
的 内 切 图 与 边 BC ,CA ,AB 分 别 相 切 于 点 Ti,Tz,T3. 设 直线 /1 ,1,,13 分 别 是 直线 
HH3,H3Hi, H, H; 关于 直线 TaT3, Ts Ti, Ti Ta 的 对 称 直线 .证 明 :41,1,13 所 
确定 的 三 角形 ,其 顶点 都 在 2 ABC 的 内 切 圆 上 . 

【分 析 一 】 首先 ,无 论 如 何 我 们 都 要 先 画 一 个 精确 的 图 ,因为 题目 的 条 件 都 
比较 经 典 ,所 以 其 中 很 可 能 有 隐 含 条 件 ,尤其 是 我 们 要 知道 一 下 l2 ls 所 确定 
的 三 角形 是 个 什么 东西 . 见 图 l| -4-3 一 33, 我 们 不 难看 到 我 们 关心 的 人 XYZ 好 
像 各 边 平行 于 A ABC 的 各 边 , 或 者 说 两 个 三 角形 似 位 似 的 .这 个 证 明 简单 算 一 下 
角 就 可 以 知道 ,请 读者 自己 完成 . 

于 是 我 们 的 想法 变 了 ,因为 你 去 确定 一 下 两 条 直线 的 交点 总 是 很 困难 的 一 件 
事 ,所 以 我 们 不 妨 使 用 同一 法 , 先 给 出 A XYZ ,然后 再 证 明 直 线 的 对 称 性 . 接 下 来 
就 要 想 了 ,证 明 对 称 性 需要 证 明 哪 些 东 西 呢 ?当然 你 只 需要 证 明 一 组 就 行 了 ,其 余 
同 理 . 我 们 要 证 明 两 件 事 ,一 是 直线 1, T, T. HH; 共 点 ;二 是 在 它们 共 点 的 情 
况 下 ,要 证 明 对 交点 而 言 ,T2T3 是 角 分 线 .读者 一 定 看 出 第 二 条 是 很 容易 的 ,只 
需要 倒 角 就 行 了 , 直 正 的 难点 在 于 第 一 条 如 何 证 明 . 

下 面 介绍 一 种 笔者 的 方法 ,未 必 最 佳 ,但 是 起 码 值得 借鉴 吧 . 基于 的 想法 就 是 
要 去 计算 ,因为 我 是 先知 道 是 一 道 难 题 ,去 赌博 纯 几 何 解 法 没有 什么 意义 .我 的 想 mi 
法 就 是 现在 我 们 对 41,T2T3,H2H3 和 A ABC 的 关系 已 经 很 清楚 了 ,我 们 既然 要 
计算 ,那么 留 着 内 切 圆 没有 任何 意义 ,于 是 我 就 可 以 重新 画 一 个 图 . 

看 一 下 我 们 可 以 算出 什么 , 设 41 与 AB,AC 分 别 交 于 点 M 和 NN, 我 们 可 以 算出 的 是 AT: 和 AT, 
AH: 和 AH3,AM 和 AN 而 要 证 明 的 是 这 三 线 共 点 .显然 了 ,这 一 定 和 梅 氏 定理 有 关 , 我 们 不 妨 把 这 个 作 
为 一 个 引 理 . 

证 法 一 : 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 :如 图 -4-3-35, 记 AX, = zi,AY, = y, AZ, = z;,i = 1,2.X1X2,Y1Y2,2122 不 两 两 
平行 , 则 XiX2, YiY2,2122 三 线 共 点 的 充 要 条 件 是 

y CIE q at i A 

TI32 yiz2 zlIZ2 TJ VZ 22T 


引 理 的 证 明 : 设 直线 X, X; 和 Yi Y; ZFA P, ,直线 ZZ 和 Yi Yo ZFA P, 


-4-3-34 
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Pr _ PY, 

Y;P, ™ Y>P; 

PiY _ XIV, XA PY _ ZY, | ZA 
由 梅 氏 定理 有 了 3P = AX ` YX; YP ” AZ, ` Y>Z; 
所 以 命题 等 价 于 证 明 


XıYı XA _ZYı ZA 
AX, Yo An. Vib 


XiX2, Yi Ya, Z2 三 线 共 点 所 


mz. = sən. * 

e x" - 。 S qS 
= yx mm = x WI -4-3-35 

这 个 就 等 价 于 

L Ps s uz E y E 


Ty NR AT Jy NA RN 

(读者 作为 一 个 外 炼 可 以 试 着 自己 把 过 程 写 一 下 ). 

引 理 证 毕 ， 

下 面 来 看 原 题 . 

这 里 ,一 些 常用 的 约定 的 符号 就 不 再 重复 设 定 了 . 

记 公 XYZ 为 内 接 于 公 ABC 内 切 贺 且 与 A ABC 反 向 位 似 的 那个 三 角形 ,XY 
交 AB 和 AC 于 点 M fi N 

我 们 依然 使 用 引 理 中 符号 记 AM = zi,AN = zz,hAT3 = y, AT? = y>, 
AH; =z1,AH2 = 22 图 -4-3-36 

我 们 将 要 证 明 A XYZ 就 是 11 ,12,43 所 确定 的 三 角形 . 

只 要 证 明 直 线 MN MAR HH, 关于 直线 TT 对 称 ,其 余 的 同 理 . 


利用 倒 角 易 看 出 直线 T, T; 和 直线 MN 的 夹 角 为 十 (C - B), TAR HH 和 直线 MN NRMH 
C- B, 当 然 ,如 果 三 线 平行 就 对 应 B = C( 请 读者 自己 完成 这 段 证 明 ) 

我 们 先 来 计算 一 下 我 们 关心 的 那些 量 . 

AM = AB ,下 NAGND( 这 里 ,hu 是 BC 边 上 的 高 的 长 ,4(A,MN) 表示 A 到 MN MRE.) 


_ n. Ĥa rU + oA) 
De sss 


Wri 
AR 
u H CC 


= 2RsinC + A. (其 中 = tri td) 


同 理 AN = 2RsinB +: à 


b+c-a 
2 


AT; = AT; = 
AH, = ABcosA = 2RsinCcosA ,AH3 = 2RsinBcosA 
再 进行 下 一 步 之 前 可 以 先 算 一 下 à 

2 2S 


— ha = r(1+ eA) _ 2 arbre tA) 
> ha = 25 


À 


= a+b+c-all + oA) _ b+c- awA 
J a+b+c a+b+c 


情况 1:B = C = a 即 三 线 平行 . 
这 时 ,需要 证 明 zi + zl = 2y 


S2RsinC + à + 2RsinBoosA = 2 .8 二 54 
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„a [ b + c aosa PPE 
2Rsina (PETAMA + osA)= b+c- a 
S2Rsina ŽES + oA) = b+c- a 


iie z x á 
kak 223 cosa) = 2R(2sina — sin2a) 


sina Ç + "2sinze = 2sina(1 — cosa).( 易 见 ,这 是 一 个 显然 成 立 的 式 子 ) 


所 以 ,情况 1 的 问题 就 解决 了 . 
情况 2: B A C, 这 就 要 用 到 前 面 提 到 的 引 理 . 
1 1 | 1 
由 引 理 知 我 们 只 要 证 明志 V1z2 j ZI? 21 + Nz + xX2T1 ° 
外 


Ty Nz z122 


1 1 1 
六 + + - - 
HainC .23 Lt a .RoeAainC 2ResAsnB + 2F15nB 


3 1 
= Rac (T+ax)+ = ` ARAA 
注意 到 在 @ 式 中 左右 的 差别 就 是 角 标 上 1 和 2 的 互 换 ,而 1 和 2 就 对 应 着 B 和 C 的 互 换 . 所 以 右边 
的 式 子 就 是 在 上 式 中 将 BACHER. 
所 以 只 要 证 明 : 


1 (++ 1 )+ k $ 
R(b+c-a)sinC \A ` cosA/ snB 4R2AcosA 
1 
a tA 


š 1 . (4 )+ bl 
= R(b + c — a)sinB sin?C 4RšÀAcosA 


这 等 价 于 证 明 ; 
sinB — sinC , 1 (L. L )- sm 有 
sinBsinC ` R(b +c — a) A + oA 


由 于 B 关 C, 所 以 上 式 两 边 可 以 约 去 sinB - sinC, 只 需 证 明 : 
i À + cosÀ _ sinB + sinC 1 


b+e-a’ ÀA ~ sinBsnC `4RAosA 
1 b+te 
Sprea’ +A) = SE 


注意 到 ,上 式 是 关于 B fi C 对 称 的 一 个 式 子 并 且 几乎 只 与 》 有 关 . 感 觉 是 我 们 的 希望 来 了 ,只 要 硬 
着 头皮 再 算 两 步 就 应 该 差不多 了 . 
由 前 面 得 到 的 结论 和 = EET oA ,可 以 得 到 : 


+b+c 
i =—l _.[(b+c- acesA | CA 
#r esa +A) = sre ( atbte ) 


aI +e)(l+osA) 


bte-a a+b+c 


A btc 
= urou rrol F 


Wp s bk S= z 
(a+b-c)(a + b+ c) 2bc 
= 二 


于 是 情况 2 下 结论 也 成 立 . 
证 毕 . 
【评注 】 我 们 居然 就 这 样 幸 运 的 把 这 道 题目 坚持 的 算 完了 ,我 们 好 像 什么 几何 思想 也 没有 使 用 ， 
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除了 猜 到 1 ,42,13 所 确定 的 三 角形 是 个 什么 东西 之 外 就 没什么 和 我 们 原来 所 接触 的 所 谓 平 几 有 关 的 
了 .然而 就 是 最 朴素 的 计算 却 可 以 在 没有 办 法 的 时 候 硬 生生 的 砍 出 一 条 路 来 ,虽然 其 中 布 满 了 一 些 荆 六 
(计算 中 可 能 出 现 的 错误 以 及 迷失 计算 方向 的 可 能 ) ,但 是 我 想 不 论 怎样 ,这 始终 还 是 一 条 必须 要 经 历 的 
路 .笔者 做 这 道 题目 一 共用 了 1 个 小 时 多 一 些 ( 包 括 计算 方式 的 策划 等 ,但 不 包括 写 解答 的 时 间 ), 在 计 
算 过 程 中 两 次 算 错 , 甚 至 怀疑 题目 的 正确 性 .然而 这 在 IMO 第 六 题 上 就 不 算 什么 了 ,因为 我 们 往往 可 以 
保留 2 个 小 时 的 时 间 给 最 后 一 题 ,可 以 达到 这 样 的 效率 就 已 经 满意 了 . 

(上 述 方法 是 肖 良 同志 给 出 的 ) 

【分 析 二 】 令 Mi 为 关于 人 A 的 平分 线 的 对 称 点 ,M2 和 M3 分别 为 T2 和 T3 关 于 LB 和 LC 的 
平分 线 的 对 称 点 ,由 于 Mi, M>, Ms Æ < ABC 的 内 切 贺 上 ,只 需 证 明 它们 恰好 是 题目 中 所 求证 的 三 角形 
的 三 个 顶点 

由 对 称 性 ,只 需 证 明 HH; 关于 直线 T, Ts 的 对 称 直线 1, 经 过 M 即 可 . 

ER: M H Ti KF LA PIRIKA, M H TRF LB 的 平分 线 的 对 称 点 ,M3 为 Ts 
关于 ZC 的 角 平分 线 的 对 称 点 , 设 1389 A ABC 的 内 心 , 注 意 T 和 H 总 在 BI 的 同一 侧 , 且 T, fl H E 
离 BI 更 近 ,如 图 了 [~ 4- 3- 37, 我 们 只 考虑 点 C 也 在 BT 同一 侧 情形 (如 果 C 和 Ta , H 分 别 位 于 BI 的 
两 侧 ,证 明 需 要 稍 加 改动 ). 

Ë ZA =2a,ZB = 28,ZC = 27 

引 理 H; 关于 TT, 的 对 称 点 位 于 直线 BI 上 . 

证 :过 H 作 直线 ! STT 垂直, 记忆 为 ! 与 Bi 的 交点 ,S 为 B[ STT; 
的 交点 , 则 S 既 在 线段 BP 上 ,也 在 线段 TTs 上 ,只 需 证 明 . 

/PSH: = 2Z PST; 

首先 ,有 人 PST, = ZBST, 

又 由 外 角 定理 知 

LPST» = ZAT3$ - ZTsBS = (90°—a) - 8 = y 

再 由 关于 BI 的 对 称 性 可 知 

LABSTi = ZBSTy = y 

因为 BTIS = 90+ a > 90° 

所 以 ,点 C 和 点 S EIT, 同一 侧 

H LIST, = ZICT, = y TIS, TiC WARN, FI ISC = ZIT,C = 90° 

因为 ”ZBH2C = 90* 

所 以 ”B,C,H2,S 四 点 共 圆 . 

这 意味 着 人 PSH, = ZC = 2y = 2 人 PST: 

引 理 得 证 . 

注意 到 在 引 理 的 证 明 中 ,因为 B,C, H, S 四 点 辆 以 及 关于 T, T, 的 对 称 性 ,可 以 得 到 

ZBPT; = ZSH,T; = B 

又 由 于 M: 是 T; 关于 BI 的 对 称 像 ,有 BPM = Z BPT; = p = ZCBP 

因此 PM; / BC 

要 证 明 M: 位 于 上 上 ,只 需 证 也 平行 于 BC 

假设 8 关 , 设 直线 BC 5 HH, 和 T; Ts 分 别 相交 于 点 D 和 点 EE ,注意 到 点 D 和 点 EE 位 于 直线 BC 
上 线段 BC 的 同一 侧 , 易 证 

LBDH3 = 2 | ß - Y |,ZBET; =| ß- y | 


mNI-4-3-39% 


故 和 ABC 
W M; 位 于 石上 
M| loll 所 确定 的 三 角形 为 AM, MM; 


而 人 MiM2Ms 在 A ABC 内 切 圆 上, 则 原 命题 得 证 . 
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分 析 三 证 法 1 的 手段 是 用 三 角 的 大 量 运 算 , 解 法 2 是 几何 的 综合 法 ,我 们 下 面 用 三 角 知识 和 解析 
法 的 综合 运用 给 出 一 个 较 法 1 简单 的 方法 ; 

MERRE HAR T:T3, HH; XF ,直线 HH, TT, ZF Q, AR l,l ZF M2, lı % AB 
于 RR,l3 交 BC 于 S, 则 可 得 TH ,STi,T3H3,RTs, 从 而 有 BR ,得 S,R 的 坐标 及 M2S 与 MP 的 方程 ， 
解 得 M2: ,计算 MzT, 同 理 推 之 . 

证 法 三 : 设 直线 T2T3,H2H3 交 于 PP, 直 线 H,H,, T; Ti F QHR, 
于 M2,h1 交 AB 于 R,l3 交 BC 于 S, 公 ABC 的 三 边 BC,CA ,AB 分 别 为 a,5,c, 外 
接 圆 和 内 切 圆 的 半径 分 别 为 R ,r, 内 心 为 工 ,并 建立 如 图 H -4 一 3 一 38 所 示 的 直 
MERR. 

AMz:SC = Z1 + LSTIQ = 22 + ZT:T;C. 

= (ZTyT,C - L3) + ZT,T,C 


=2ZT,T,C- ZA 
= (180° - ZC) - ZA 
= ZB 
M:S / AB, 同 理 , M2R // BC 
res 
Tc = — 
sin 


EE NE ks q Ë a + 

= 4Rsin 2 sin 2 cos 了 

H,C = bcosC = 2RsinBcosC 
“TIH = TiC- HO, 


B3 r E TAB -A 
= 4Rsin $ (sin À ` c Š -os 旦 .cec) 
= 4Rsin B (sin À - o8 S - sin Eoc ) 
= 4Rsin Bsin Ç - sin B 

rsin >B 
= 

一 人 

sn 4 


由 三 角形 角 平 分 线性 质 ,有 


sinB 
把 直线 M:S 和 直线 M2P 的 方程 联 立 : 


_ sinB , 284. | CB 
25B z+ — B 


y = 2rooz 全 
解 得 ”Mz(rsinA,2reoe 今 ), 则 有 


MT = (rina)? + (2ra À - ,) = e 
此 表明 M2 在 QI 上. 
同 理 可 知 其 他 , 则 知 原 命题 成 立 . 


93.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.(1993. 第 22 届 美 国 数学 奥林匹克 ) 设 凸 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC BD EHEH, EEH E, iE 
明 : 点 下 关于 AB BC .CD .DA4 的 对 称 点 共 国 . 


2. 若 过 一 点 的 三 个 加 的 三 个 不 同 的 交点 共 线 , 则 这 三 个 圆 的 圆心 和 它们 的 公共 点 共 辆 . 


3.( 第 19 届 美 国 数学 竞赛 ) 如 图 H — 4 - 3 - 39, 给 出 平面 上 锐角 
公 ABC, 以 AB 为 直径 的 圆 与 A4B 边 上 的 高 OC 及 其 延长 线 交 于 M、N, 以 
AC 为 直径 的 图 与 AC 边 上 的 高 BB” 及 其 延长 线 交 于 P、Q. 求 证 M、P、 
N、Q 共 贺 . 


mI -4-3-3 
交 , 从 它们 的 对 称 中 心 引出 两 条 射线 交 圆周 于 不 在 同一 条 直线 上 的 四 个 点 . 试 证 :这 四 点 必 在 同一 个 贺 


4.(1993. 第 19 届 全 俄 数 学 奥林匹克 十 年 级 试题 2) 两 个 等 加 彼此 相 


E, 


5. (1981. IMO 试 题 ) 三 个 等 圆 相交 于 天 点 ,并 且 都 在 已 知 三 角形 内 ,每 一 个 圆 都 与 三 角形 的 两 边 相 
切 , 求 证 :三 角形 的 内 心 1, 外 心 O 与 K ARR. 


6. 已 知 CD 是 Rt 人 ABC 斜 边 AB 上 的 高 ,O、O1、O2、O3 分 别 是 人 ABC、 人 ACD、 人 CBD、A 人 O102D 
的 内 心 ,连接 O3O1、O3O, 并 延长 分 别 交 AC、BC 于 点 下 .下 .求证 :已 .OF 三 点 共 线 . 


7.( Newton 定理 ) 设 四 边 形 ABCD 外 切 于 OO, HR AC 和 BD 的 中 点 分 别 为 M、N, 则 M、N、O 
共 线 . 
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8.(simson 定理 ) 在 圆 上 任 取 三 点 A、B、C. 求 证 :由 圆 上 任 一 点 M 向 直线 AB、BC 及 CA 所 作 垂 线 的 
垂 足 在 一 直线 上 . 


9. 梯形 ABCD 的 两 底 DC : AB = 1: 3, 延 长 两 腰 AD 、BC 得 交点 已 , 作 = 条 线段 XiYi(i = 1,2,…， 
n) ,使 得 已 是 XiY; 的 中 点 , 取 AX, 的 中 点 Mi , BY, 的 中 点 N;. 试 证 :n 条 直线 M.N, RA. 


10.(1999. 美国 ) 已 知 等 大 梯形 ABCD 中 ,AB // CD, X ABCD 的 内 切 图 切 CD FE, F E: Z DAC fi 
角 平 分 线 上 一 点 , 且 EF | CD, A ACF 的 外 接 贺 交 CD 于 G. 证 明 : 公 AFG 是 等 腰 三 角形 . 


11.(1989, 新 加 坡 数学 奥林匹克 ) 如 图 I - 4- 3 - 40, 公 ABC,X、Y、Z 分 别 是 
边 BC .CA WAB 延长 线 上 的 点 ,又 XA , YB 和 ZC 是 公 ABC 外 接 圆 的 切线 .证 明 :X、 
Y ZKR. 


£ 
WI -4-3-40 


12. 在 全 4BC 中 ,人 A 的 内 角 平 分 线 为 AT, | BD |= | CE |, D,E 4 9|fEAB.AC E ,B.C # ZA 
外 角 平分 线 上 的 射影 分 别 为 P.Q,DE .BC 的 中 点 分 别 是 M、N, 求 证 :(1)MN // AT; (2)BQ.CP.AT 
交 于 一 点 ， 


13. Æ A ABC 中 ,人 ABC = 70',ZACB = 30',P.Q 为 形 内 两 点 ,人 QBC = ZQCB = 10, 
一 PBQ = 人 PCB = 20', 求 证 :AP、Q 三 点 共 线 . 


14.(1997. IMO 预 选 题 ) 过 锐角 A ABC 的 顶点 A、B、C 的 三 个 高 分 别 交 其 对 边 于 点 D、E、F, 过 点 DD 
平行 于 EF 的 直线 分 别 交 AC,AB 于 点 Q fi R , EF 3 BC 于 P,BC 中 点 是 M. 证 明 :P、.Q、R、M 四 点 共 
W. 
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15.1 为 全 ABC 的 内 心 ,M、N 分 别 为 内 切 图 与 AB BC HIA, DE 分 别 为 BC .CA 的 中 点 .证 明 ; 
ALT,MN ,ED 三 线 共 点 


16. 信 ABC 为 锐角 三 角形 ,AD | BC 于 DD, 以 AD HAREN S, , Sa 分 别 交 边 AB、AC 于 MN, 过 
A FHR la 垂直 于 MN, 类 似 地 作出 lp ,lc. 证 明 :14 lp le 共 点 . 


17.( 第 24 届 (1995) 美国 数学 奥林匹克 题 3) 设 全 ABC 是 非 等 腰 非 直角 三 角形 , 设 O 是 它 的 外 接 贺 
圆心 ,并 且 设 A1、B, 和 C, 分 别 是 边 BC .CA MAB 的 中 点 ,点 A 在 射线 OA, 上 ,使 得 AOAA, cO 
全 0A2A. 点 B> 和 C; 分 别 在 射线 OB, 和 OC, 上 ,使 得 A OBB, co A OB;B M A OCO) co A OC,C. iE 
明 : 直 线 AA2, BB: 和 OC; 共 点 . 


18.(2000. 全 俄 ) 在 A ABC 的 中 线 CD 上 取 一 下 ,OO 经 过 点 巨 , 且 与 直线 AB 相 切 于 点 A, 交 AC 
FAM, OO BEIA E, SAR ABHI FAB, BC 于 点 N. 求 证 :人 CMN 的 外 接 圆 与 OO, 和 OO; 
都 相 切 . 


B2 


1.( 第 25 届 全 俄 中 学 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 在 A ABC 的 AC 边 上 取 点 D、E ,使 得 AD = AB, BE = 
EC(E 在 A 与 DD 之 间 ),F 是 公 ABC 外 接 加 上 (不 含 A 点 的 ) BC 的 中 点 .证 明 :B、E、D.F 四 点 共 贺 . 


2. (88 26 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 在 非 等 腰 锐 角 三 角形 ABC 中 ,高 AA, 和 CC, 夹 成 的 锐角 
的 平分 线 分 别 与 边 AB 和 BC 相交 于 已 和 Q , Z B 的 平分 线 同 连结 A ABC 的 甜心 和 边 AC 之 中 点 的 线段 
相交 于 点 R. 证 明 :P、B、Q、R MARA. 


3.( 第 20 届 (1994) 全 俄 数学 奥林匹克 十 年 级 题 3) 圆 O 内 切 于 四 边 形 ABCD ,与 不 平行 的 两 边 BC 、 
Page HH 


AD 分 别 切 于 E、F 点 , 设 直 线 AD 与 线段 EF 相交 于 K 点 ,直线 DO 与 线段 EF 相交 于 N 点 ,直线 BK 与 
直线 CN 相交 于 M 点 .证 明 :O、K、M 和 NN MARM. 


4.( 第 39 届 IMO 试 题 1) 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,两 对 角 线 AC 与 BD 互相 垂直 ,两 对 边 AB 与 CD 不 
平行 ,点 PP 为 线段 AB 及 CD 的 季 直 平分 线 的 交点 , 且 P 在 四 边 形 ABCD 的 内 部 ,证 明 :ABCD 为 圆 内 接 
四 边 形 的 充分 必要 条 件 是 A ABP 与 A CDP 的 面积 相等 . 


5.( 第 36 届 IMO 预选 题 ,由 乌克兰 提供 ) 给 定 锐角 人 ABC ,在 BC 边 上 取 点 Ai,Az(A; 位 于 A, 5 
C 之 间 ), 在 AC 边 上 取 点 Bi,Bz(B: 位 于 B, 与 A 之 间 ), 使 得 人 AA1A2 = 人 AAsA1 = LBB1B, = 
ZBB;B, = 人 CCC: = 人 CCzC1, 直 线 AA, , BB, 与 OC, 可 构成 一 个 三 角形 ,直线 AA, BB, tš CC, 可 
构成 另 一 个 三 角形 .证 明 : 这 两 个 三 角形 的 六 个 顶点 共 国 . 


6. (85 38 Jš IMO, 预选 题 ) 设 ABCD 是 凸 四 边 形 ,O 是 对 角 线 AC 和 BD 的 交点 ,如 OAsinA + 
OCsinC = OBsinB + ODsinD. 证 明 :ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 . 


7. (38 40 J IMO 预选 题 ) 点 A、B、C 分 A ABC 的 外 接 贺 OO 的 圆周 为 三 段 弧 , 设 x 是 AB 弧 上 的 
一 个 动 点 ,1,12 为 ACAX M ACBX 的 内 心 .证 明 : 公 XI11 的 外 接 贺 与 OO 交 于 z 之 外 的 一 个 定点 . 


8. 如 图 E - 4 - 3 - 41, 四 边 形 ABCD KFE, ABDC 延长 线 交 于 EE， 
AD、BC 延长 线 交 于 FF,P 为 加 上任 一 点 ,PE PF 分 别 交 贺 于 R、S. 若 对 角 线 
AC 与 BD 相交 于 T. 求 证 :R、T、S 三 点 共 线 . 


4 
9.( 第 26 届 (1997) 美国 数学 奥林匹克 题 2) 分 别 以 人 ABC 的 边 BC、CA 、 3 
AB 为 底 向 外 作 等 腰 三 角形 BCD、CAE 、ABF .证 明 : 分 别 过 A、B、C 作 EF、FD、 


DE 的 垂 线 , 这 三 条 垂 线 共 点 . WI -4-3-41 
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10. 如 图 I — 4 — 3 — 42 BIR ,88JÉ ABCD 中 ,人 A = 120" ,OO 为 


过 A、B、C 三 点 的 圆 ,M 3838362F00— Et MC 交 AB +E, AM CB E> 
EKAT FORE: DEF 三 点 共 线 的 充 要 条 件 是 点 M 在 OO k. GS 


11. (1982. 388 23 JE IMO WAE 2) WE I - 4- 3- 43, 和 全 AlAz43 是 
一 个 非 等 腰 三 角形 , 它 的 边 分 别 为 a1\a2、a3, 其 中 a; 是 Ai 的 对 边 (i = 1, 
2,3), M, 是 边 a; 的 中 点 ,全 A1A2A3 的 内 切 圆 OT 切 边 a; + T, A, S; 是 
T, 关于 ZA, 角 平分 线 的 对 称 点 .求证 ;M1S1、M2S，、M3S3 三 线 共 点 . 


NI -4-3-43 
12., 已 知 锐角 公 ABC, 以 sinA „sinB sinC 为 三 边 作 一 全 A 了 B A'B’, 别人 名 eA. 
cosB \cosC 为 半径 作 圆 , 则 此 三 辆 必 交 于 一 点 H, B H16Jk A ABC 的 垂 心 . 试 证 之 . 


13. 如 图 工 -4-3- 44,@OO 半 径 为 R,OO 的 半径 为 >(R > r), 
两 圆 外 切 于 A,OD 切 OO + D,OIE 切 OO 于 E,B、C 分 别 为 OF、 
OD 的 中 点 . 

(1) 证 明 :B、A、C 三 点 不 共 线 . 

(2) # R = 6,r = 3,B 为 OE 的 中 点 , 连 BA 并 延长 交 DiD 于 C, 求 
OIC 之 长 . 


14,( 第 26 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 ,十 一 年 级 决赛 试题 7) 四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 W, 边 AB 和 CD 所 
在 的 直线 相交 于 点 O, 圆 W, 与 BC 边 相 切 于 点 K, 且 与 边 AB 和 CD 所 在 的 直线 相 切 ; 圆 W, 与 边 AD fl 
切 于 点 工 , 且 亦 与 边 AB 和 CD 所 在 的 直线 都 相 切 . 现 知 点 O、K 、L 共 线 .证 明 : 边 BC 和 AD 的 中 点 以 及 
Bl W 的 圆心 三 点 共 线 . 


15. 圆 外 切 四 边 形 ABCD 中 ,AB、BC、CD、DA 边 上 的 切 点 分 别 为 P.Q、R、S. AB 与 DC 延长 线 相交 
于 点 已 ,AD 与 BC 延长 线 相交 于 下 . 
求证 :(1)AC、BD、PR、QS 四 线 共 点 ， 
(2)AC、EF、PQ、RS 四 线 共 点 . 
(3)BD、EF 、PS、QR 四 线 共 点 . 


16. 在 全 ABC 内 三 点 D、E、F 满 足 人 BAE = ZCAF,Z ABD = 人 CBF, 且 AD、BE、CF 三 线 共 点 
P, 则 人 ACD = 人 BCE. 反 之 , 若 人 ACD = 人 BCF, 则 AD、BE 、CF 三 线 共 点 . 


17. 如 图 下 -4-3-45, 和 全 ABC 在 全 ABC 内 部 ,AB 的 延长 线 分 
别 交 A'C'、B'C' T. Ps.Pi, AC 的 延长 线 分 别 交 BA'、B'C' T Ps.P,, BC 
的 延长 线 分 别 交 A'B'、A'C’ 于 Pe、P;,AP1 = AP, = BP, = BPs = CP, 
= CP, = BP, + CP; + AP3. 求 证 :三 线段 AA” BB’ OC 所 在 直线 相交 
Ps 

( 注 ; 本 题解 法 丰富 多 彩 ,我 们 给 出 三 个 解法 , 仅 供 参考 ) 


直线 型 


$4.1 知识 \ 方 法 技能 


线段 与 角 是 直线 形 的 “基本 元 素 ”. 

在 直线 形 中 我 们 重点 研究 三 角形 ,四 边 形 ,多边形 的 有 关 问 题 . 
I. 三 角形 . 

直线 形 中 最 单纯 同时 也 是 最 为 丰富 多 彩 的 图 形 是 三 角形 ,有 关 三 角形 的 问题 特别 多 . 

三 角形 的 基础 知识 包括 :三 角形 全 等 ,三 角形 相似 ,三 角形 中 的 比例 线段 ,正弦 定理 ,余弦 定理 ,三 角 
形 面积 定理 ,海伦 公式 , 勾 股 定理 ,直角 三 角形 中 的 射影 定理 . 

在 此 基础 上 ,我 们 再 给 出 两 类 图 形变 换 ,一 个 作 图 技巧 、 四 个 定理 

1. 两 类 图 形变 换 

0) 平移 变换 

图 了 -4-4-1 给 出 了 一 种 抽象 平移 ,全 ABC 被 平移 到 了 AA B'C'. (应 用 见 例 1) 

图 H -4-4-2 给 出 了 一 种 强行 平移 ,对 于 相交 二 线段 AB 和 CD ,为 得 到 它们 之 间 的 关系 ,将 CD 
平移 到 AP. (应 用 见 例 2) 


图 工 -4-4-1 图 -4-4-2 


(2) 相似 三 角形 之 间 的 一 类 转换 

如 图 - 4 - 4 - 3, 如 果 有 AOAB cp 人 OCD, 那 么 必 有 人 OAC oo 
AOBD. (应 用 见 例 3, 例 4) 

2. 作 图 技巧 — 据 特点 , 作 正三 角形 ( 见 例 5) 

3. 四 个 定理 4 

定理 1 (中 线 长 定理 ) 设 ABC 的 ZA, ZB, ZC 的 对 边 分 别 为 


a,b,c, AD 为 边 BC 上 的 中 线 , 则 AD? = 6? + c? 一 十 a?( 证 明 略 ) 


定理 2 # D E AABC 的 BC 边 的 内 分 点 , 则 PE = AC SR2ZPAC 


【 注 1】 当 人 BAD = ZDAC 时 ,定理 2 即 为 三 角形 内 角 平 分 线 定理 . 
【 注 2】 定理 2 容易 从 三 角形 面积 得 证 明 . 
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图 了 -4-4-3 


定理 3 《〈 二 倍 角 三 角形 的 一 个 性 质 ) 三 角形 中 ,如 果 有 一 个 角 是 另 一 个 角 的 二 倍 ,那么 这 个 角 所 对 
边 的 平方 等 于 另 一 个 角 所 对 边 的 平方 加 上 另 一 个 角 的 对 边 与 第 三 边 的 积 

定理 4 CEŽRR” 轨迹 ) 

一 动 点 P 和 二 定点 A、B 距离 的 平方 差 等 于 定 值 K?, 那 么 它 的 轨迹 是 过 AB 上 的 定点 C 或 C 的 一 


KER GOM I -4-4-4 CRC EE AB 的 中 点 M EEKE E PA > PB 时 ,这 重 线 过 MB 


上 的 C 点 ,PB > PA 时 ,过 MA 上 的 C' 点 (证明 从 略 ) 
[E] EARR” 轨迹 是 证 两 线 垂直 的 理论 根基 之 一 . 


WI -4-4-5 


WI -4-4-4 


如 图 H -4 -4 - 5, 由 “等 差 宕 线 " 轨迹 可 知 :CD | AB 的 充 要 条 件 是 AC? - AD? = BC? - BD? 
I. 正方 形 

1. 正方 形 是 一 类 完美 的 四 边 形 , 具 有 中 心 对 称 性 和 轴 对 称 性 , 它 有 一 系列 特殊 的 线段 和 和 角度 ,因而 
使 平面 几何 的 很 多 著名 问题 ,由 于 正方 形 的 参与 而 显得 格外 美妙 有 趣 . 在 国内 国外 各 类 数学 竞赛 中 , 蕴 
含 正 方形 及 其 美妙 结论 的 试题 也 举 不 胜 举 . 

2. 一 个 图 形 的 应 用 

WME H - 4- 4-6 所 示 ,ABCD 为 一 正方 形 ,AP | BP,BQ | CQ ,于 是 
AAPB 2 A BQC 

Tee BI h , PATHE LA thak A PETE pz FE 00 3: Pl E BE L ELB BI E 3; 
背景 ,深入 研究 一 些 问题 的 解决 方法 . 
I. 多 边 形 

特别 是 五 边 形 , 六 边 形 的 边 角 关系 问题 ,历来 为 人 们 所 关注 ,因而 常常 出 现 
在 各 类 竞赛 问题 中 , 纵 观 这 类 竞赛 问题 ,大 致 分 为 四 类 : 

(1) 证 明 角 相 等 

(2) 证 明 边 相 等 (或 线段 相等 ) 

(3) 面积 问题 

(4) 杂 例 (与 边 、 角 、 面 积 等 有 关 ) 

在 赛 题 精 讲 部 分 ,我 们 将 分 别 研究 有 关 问题 的 解法 
N. 位 似 变换 与 位 似 旋 转变 换 

见 第 一 讲 “ 知 识 ,方法 ,技能 ”中 W M X. 


A 


84.2 赛 题 精 讲 


I. 和 三 角形 相关 的 赛 题 

例 1 BI -4-4-7,P 为 平行 四 边 形 ABCD 中 一 点 ,使 得 
APB + 人 CPD = 180", 求 证 :人 PDC = Z PBC 

【分 析 】 题目 的 信号 很 明显 , 可 以 说 题目 只 有 一 个 条 件 , 就 是 
APB + X CPD = 180". 那 么 所 证 明 的 东西 从 哪里 来 呢 ?首先 要 排除 
直接 利用 全 等 相似 的 想法 , 因为 题目 极 少 涉及 边 的 关系 ,所 以 贸然 使 
用 全 等 或 相似 只 能 是 给 自己 找 麻烦 . 直接 用 倒 角 得 出 题目 答案 显然 不 图 I-4-4-7 
现实 ,否则 这 就 是 初 二 的 课 内 练习 了 ,所 以 我 们 只 能 寄 希 望 于 四 点 共 圆 . 事实 上 ,两 角 之 和 为 180" 就 不 
得 不 使 人 有 这 方面 的 还 想 了 . 

问题 现在 变 为 如 何 找到 这 个 四 点 共 圆 了 . 其实 一 想 就 应 该 明白 , 共 图 的 四 点 有 对 角 互补 的 性 质 , 摆 
明了 是 要 将 人 APB 和 CPD 移 到 对 角 的 位 置 上 去 .为 此 ,把 全 APB 平 移 到 入 DQC ,于 是 C,P,D,Q 就 
四 点 共 圆 了 . 

证 明 :在 平行 四 边 形 ABCD 外 部 作 人 QCD # Z QDC ,使 得 CQCD = ZX PhA ,ZQDC = 人 PAB， 
CQ 与 DQ 交 于 点 Q .连接 PQ 

于 是 在 全 APB 和 公 DQC 中 ,AB = DC,ZPAB = ZQDC,Z PBA = ZQCD 

从 而 人 APB 2 ADQC 

于 是 人 APB = 人 DQC,BP = CQ 

所 以 由 已 知 Z APB + Z CPD = 180 得 到 人 DQC + 人 CPD = 180 

所 以 ,C,P,D,Q NASE 

于 是 ,PDC = ZPQC 

剩 下 只 需 证 明 四 边 形 CBPQ 是 平行 四 边 形 

这 是 因为 CQCD = PBA ,人 ABC + Z BCD = 180° 

所 以 ,( 和 ABC - Z PBA) + (BCD + Z QCD) = 180° 

BJ) Z PBC + 人 BCQ = 180° 

从 而 BP // CQ 

又 BP = CQ 已 证 ,所 以 四 边 形 CBPQ 是 平行 四 边 形 , 故 命题 成 立 . 

证 毕 . 

例 2 ”如 图 -4-4-8, 在 Rt 人 ABC 中 ,人 B = 90".D 为 边 AB 上 一 
点 使 得 AD = BC;E 为 BC 上 一 点 使 得 EC = BD. 线 段 CD 和 AE 交 于 点 P， 
求 :人 APD 

【分 析 】 如 果 读 者 把 图 画 得 精准 一 些 不 难 猪 到 题目 答案 就 是 45”. 当 
然 这 对 题目 并 没有 很 大 的 帮助 ,至 于 有 的 读者 认为 这 是 等 腰 直 角 三 角形 的 
一 个 提示 ,笔者 认为 有 些 牵强 ,但 还 是 有 一 定 道理 的 . 

我 们 从 平移 的 角度 来 分 析 这 道 题目 ,题目 要 求 的 东西 很 刁钻 , 因为 引 
人 的 点 已 是 一 个 很 难 把 握 的 点 ,所 以 用 高 一 点 的 观点 来 看 ,题目 所 求 的 是 
直线 AE 和 CD 的 交角 .可 这 两 条 直线 几乎 没有 任何 的 联系 ,所 以 无 奈 之 下 mI -4-4-8 
只 好 使 用 上 面 介绍 的 强行 平移 的 方法 . 

解 :过 点 C fE AE 的 平行 线 , 过 点 A fE BC 的 平行 线 ,两 线 交 于 点 Q. Etk QD. 

于 是 四 边 形 AECQ 是 平 形 . 

“AQ = CE = BD, ZQAD = 90 


再 加 上 条 件 AD = BC ,我 人 有 全 Q4AD 空 全 DBC 

“QD = DC, ZQDA = 人 DCB = 9%° - 人 CDB 

“Z QDC = 90° 

于 是 AQC 是 等 腰 直 角 三 角形 

故人 LQCD = 45° 

又 由 于 四 边 形 AECQ 是 平行 四 边 形 ,所 以 CQ // AE 

所 以 LAPD = 人 QCD = 45° 

【评析 】 ”此 题 亦 可 以 平移 CD 使 C SE 重合 ,这 二 种 解法 是 等 价 的 . 

例 3 MEI -4-4-9, 合 ABC 中 AD,BE,CF 是 三 条 高 ,点 P 和 QQ 分 
别 在 DF 和 EF 上 ,使 得 PAQ = 人 CAD. 求 证 :AP 是 Z FPQ 的 平分 线 . 

【分 析 】 首先 角 的 关系 是 重点 中 的 重点 ,与 和 <CAD 相等 的 角 有 很 多 ,不 
妨 标 出 来 可 知 ,EBC = Z DFC = 人 CFE = Z CAD 是 我 们 熟悉 的 结论 .但 
要 和 Z PAQ 相 结合 中 间 的 两 个 就 比较 合适 很 有 一 些 四 点 共 圆 的 味道 ,为 此 
要 引入 两 个 新 的 点 , 即 AP 和 AD 与 CF 的 交点 M 和 NN, 这 时 你 会 发 现 一 个 由 
四 点 共 圆 提供 的 惊人 的 结论 , MQ L AQ,NP | AP. 因 此 ,M,Q,N,P 四 点 
共 贺 是 必然 的 事 了 . 

那么 要 证 人 APF = 人 APQ ,利用 四 点 共 圆 的 结论 CANM = ZAPQ, R 
要 证 明 人 APF = Z ANM 即 可 . 

证 明 : 设 直线 AP 和 AQ 分 别 交 CF 于 点 M 和 N .连接 MQ 和 NP ,如 


图 -4-4-10 人 
由 我 们 熟知 的 结论 :DFC = ZCFE = ZCAD . 
有 LPAQ = ZXDFC,ZPAQ = ZEFC 
于 是 ,A,F,M,Q 和 A,F,N,P 分 别 四 点 共 贺 . 
所 以 人 MFA = ZMQA = ZNPA = 90° 2 
M.Q,N,P WASH. E 
于 是 人 APQ = ZANM 
所 以 我 们 只 需 证 明 人 APF = ZANM 即 可 . B D R 


Rh ZAPF = ZADP + ZPAD = ZANC + Z NAC = ZANM Ë 
见 其 正确 性 . 图 工 -4-4-10 


【评注 】 证 明 过 程 中 虽然 没有 使 用 相似 转换 ,但 是 这 个 图 形 中 却 蕴涵 了 许多 “知识 方法、 技能 " 中 
所 提 到 的 相似 三 角形 的 局 部 转换 . 
注意 到 A,F,M,Q 四 点 共 圆 带 来 人 MQA = 90" 之 后 ,我 就 急匆匆 的 把 


思路 引 向 下 一 个 四 点 共 圆 了 , 而 略 去 了 这 里 瞳 藏 的 一 个 相似 :和 AAMQ co À 

AAH, 这 正好 验证 了 我 看 是 提出 的 一 个 感觉 , 总 是 想 利用 条 件 

人 PAQ = 人 CAD 直接 构造 一 个 相似 。 而 相似 的 转换 呢 就 是 对 应 于 相似 ; 

AAMH c 人 AQE .当然 对 称 的 我 们 可 以 从 A APN co AADC 直接 转化 出 G 

A APD o AANC 来. (iX 
人 


例 4 (1994. 印 度 ) 人 ABC 的 内 心 为 了 ,内 切 圆 分 别 切 BC,CA FAD, 2 
已. 如果 BI 交 DE 于 点 G, 求 证 :AG | BG 


[分析 】 要 证 明 .AG L BG, 只 要 证 明 Z BAG + ZABG = 90", 若 连接 “ AS 


帮 , 则 只 要 证 明 人 BAG = 人 BID. 因 而 只 要 证 明 人 ABG co 人 AIBD, 继 而 只 ”图 下 -4-4-11 
要 证 明 A ABI co 公 GBD, 以 下 思路 不 难 探寻 . 
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证 明 :连结 IAT ID. IC, IE, 
因为 ID 1 BC,IE | CA 
所 以 I,D,C.E WARMA 


ik ZIDE = ZACI = 去 LACB 


LBDG = 9% + + ZACB 
因为 ”LAIB = 9° + +ZACB 
所 以 ZAIB = ZBDG, ZABI = ZGBD 
从 而 AABI co AGBD 
K STED 
于 是 AABG c A IBD, Z BAG = 人 BID 
因此 BAG + ZABG = BID + Z IBD = 90° 
故 AG I BC 
下 面 是 根据 图 形 特点 , 作 辅 助 图 形 “正三 角形 " 的 例子 
例 5 A 人 ABC 中 ,LABC = 60", 人 ACB =20",CP 平 分 ZACB,P 在 形 内 ,人 PAC = 30", 求 :人 PBC 
解 :延长 CA 到 D, 使 CD = CB 
延长 BD 到 F, 使 BF = BC 
作 正 人 ABE( 见 图 l — 4 - 4 - 12)E 在 BC 上 ,连结 DE,FC,AF,FE 
ACDB 中 人 CDB = CBD = 80° 
ABAD 中 BAD = 人 BDA = 80° 
“BA = BD = BE 
LABD = 20° 
“BE = BD,BC = BF .DE/ CF 
CP 是 BD FER 
“AFBE so ACBD(SAS) 
FA 是 BE PER 
“LFBE = 80° 
“LBFC = ZBCF = -(180° - 80°) = 50° 
`: ZACF = W — 20° = 30 = LPAC 
“AP/ CF 
“LAFC = Z PCF = 40° 
<. APCF 为 等 腰 梯 形 
<. APBC 2 A ABF 
“LPBC = ZABF = 20° 
例 6 (2000. 第 31 届 西班牙 数学 奥林匹克 第 3 题 ) 公 ABC 三 边 长 的 平方 与 数 1,2,3 成 比例 、 
(1) WE: OABC 的 中 线 所 成 的 角 等 于 A ABC 的 角 ， 
(2) 证 明 : 边 长 为 人 ABC 的 中 线 的 三 角形 与 A ABC 相似 . 
证 明 : 先 证 (2) 
akii c= 1:2:3 
N etp = 3 
+ ma ,ms ,me 分 别 表示 经 过 A,B,C 的 中 线 , 则 由 定理 1 知 
4m} = 2b2 +2 - a? = 9: 
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4m} = 2a? +2? — b? = 6t 

4m? = 2a? + 2b — è? = 3t 

于 是 m?:m:m=1:2:3 

因此 mimim=a:b:e 

+. (2) 得 证 . 

zawa, pa cae. AC, AB 的 中 点 ,G 38 A ABC 的 重心 ,延长 GC 到 万 使 得 GC' = C'H, 
则 AG = $m, AH = BG = 二 mm,GH = Š m, Kith (2) 的 证 明 有 AABC co AAGH 

+ ZGAR = ZBAC= a, ZHGA = ZCBA = p,ZAHG = LACB=7. 如 图 -4-4-13 所 

示 ,(1) 得 证 . 


mI -4-4-13 图 了 -4-4-14 
例 7 〈1999. 第 40 届 IMO 备 选 题 ) 已 知人 ABC 满足 ZACB = 2ZABC,l D J BC 边 上 一 点 , 且 
CD = 2BD ,延长 线段 AD 至 EE, 使 AD = DE. 证 明 ; 和 人 ECB + 180° = 2 人 EBC 
证 明 :如 图 了 [~-4-4-14, 设 CD 的 中 点 为 H, 则 ABEH 是 平行 四 边 形 .延长 BC 至 G, 使 CG = CA, 
Ë BD = DH = HC = $ ,CA = b,AB = c,BE = AH = z,AD = DE = y,CE = z 
"2 ZABC = LACB = LCGA + Z CAG 
= 2ZCGA = 2ZCAG 


“AABG co ACAG 
TEAB- Age = b(a +b) ° 
在 全 ACD, 人 ABH, 人 CDE 中 分 别 应 用 中 线 公式 ,得 
b? t a = 2a? 4 28 ° 
Z+ = 2y? + 28 @ 
Éy: + z = 2c2 + 22 © 
ARO, O 中 消去 >, 有 
z+ cz+262 = 4a? + 285 
将 式 ORAH 
a= (6+%)(8-4) © 


从 式 回 ,@ 中 消去 >, 有 
m+ e+22 = 4 + 285 


将 式 O.G 代入, 可 得 = = b + 22 ATRO 化 为 
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z? = (z-a) 
或 BE?= CE(CE - BC) = CE - EP 
RE PECE 上 一 点 , 且 满足 CP = BC 
g BE_ EP 
CE ` BE 
~ ZBEP = ZCEB 
从 而 人 ECB = /EBP = 人 EBC — + (180 - Z ECB) 化 简 后 即 得 
Z ECB + 180° = 2 人 EBC 
例 8 〈1996. 全 国 高 中 数学 联赛 二 试 第 一 题 ) 如 图 本 - 4 - 4 - 15, Bl 
O, 和 图 O, 5 A ABC 的 三 边 所 在 的 直线 都 相 切 ,E、F、G、HH 为 切 点 ,并 且 
EG, FH 的 延长 线 交 于 点 .求证 :直线 PA 与 BC EH. HI -4-4-15 
分 析 与 证 明 :延长 PA ZBC 于 ,连接 O,O;, R| O10; 过 A 点 ,注意 到 OE L BC,O,F L BC, 要 
证 PA L BC, 只 要 证 PA // OWE // O02F 


m 下 -OA 
DF AO; 


由 定理 2 知 ， 
ED _ PEsinZ1 
DF 7 PFsinZ2 
在 公 PEF 中 ,由 正弦 定理 

PE _ sinZPFE . ED _ singPFE : snZ1 
PF © sinZPEF' DF ™ sinZ PEF + sinZ2 

又 显然 AOIGA o AO,HA 

PA- .snzl 
„QLA _ AG _ amL3 ` S _ snl4. sinZ1 
VU AO, 7 AH © PA Sn/ _ snZ3: sin Z2 
singi ` S 

再 注意 到 

L3+ LPEF = L3+ ZCGE = 180° 

LPFE + Z4 = LBHF + Z4 = 180° 

. OLA _ sinCPFE: singl 

` AO, ™ SnZPEF + sinZ2 

„ED _ QA. 

` DF = AO, “命题 得 证 . 

例 9 (1996. 国 家 集训 队 测验 题 ) 如 图 下 - 4 - 4 - 16, 设 P X A ABC 中 角 A 的 平分 线 AD 上 任意 

一 点 ,过 C 作 CE // PB 交 AB 的 延长 线 于 点 E, 过 B 作 BF // PC ZAC 的 延长 线 于 点 下, 过 EF 的 中 点 
G 作 GH // DA ZBC 于 点 昌 . 求 证 :H 为 BC 中 点 . 


B, > w 


图 下 -4-4-16 HI -4-4-17 


【分 析 】 其 一 ,感觉 上 G 和 HH 这 两 个 中 点 地 位 好 象 是 对 称 的 ,所 以 无 论 如 何 知 道 两 个 中 点 去 证 明 
平行 ,并 且 D 点 是 根本 没有 实际 价值 的 交点 ,所 以 以 下 讨论 中 D 点 将 不 出 现 . 

其 二 ,解决 题目 的 时 候 ,在 主线 思路 的 同时 ,应 该 看 周围 的 一 些 结论 ,能 否 对 主线 思路 提供 一 些 线 
索 , 读 者 应 看 到 两 组 平行 线 ,对 其 产生 的 平行 四 边 形 有 点 想法 , 设 BF 和 CE 交 于 点 M, 连 接 PM 就 过 点 
H, WH H 是 PM 中 点 .主观 感觉 这 个 东西 是 一 个 很 漂亮 的 结论 . 

其 三 ,进入 本 题 最 难 的 一 个 坎 ,注意 到 G 和 瑟 的 地 位 并 不 完全 对 称 !! 直 觉 中 BC 和 EF 地 位 差不多 
是 对 等 的 ,但 在 前 面 使 用 的 辅助 线 可 知 ,G fü H 的 使 用 有 着 很 大 的 不 同 ,五 的 特性 被 充分 利用 ,而 G W 
显得 孤立 .于 是 ,在 这 个 不 对 称 的 引导 下 ,就 作 了 如 图 I — 4 一 4- 18 的 辅助 线 : 过 点 已 作 BF 的 平行 线 ， 
过 点 下 作 CE 的 平行 线 ,两 线 交 于 N. 于 是 G 和 所 的 对 称 性 被 补 全 了 .至 此 项 然 开朗 ,因为 得 到 了 一 个 显 
然而 强大 的 结论 :HG // PN 


WI -4-4-18 图 工 -4-4-19 


其 四 , 剩 下 的 问题 就 是 要 证 明 A 、.P、N 共 线 了 ,这 个 结论 要 简单 得 多 ,因为 在 这 个 结论 中 ,点 日 和 点 
G 都 可 以 从 图 中 删 掉 了 !1 又 得 到 重新 画 的 图 II - 4 - 4 - 19 所 证 的 结论 显然 应 该 变 为 AP 和 AN 重合 ， 
即 AN 也 是 角 平分 线 ,这 需要 用 到 正弦 定理 . 

证 明 : 取 BC RAH iÈ E EBF 的 平行 线 ,过 F fF EC 的 平行 线 ,两 线 交 于 点 N. 

WE H 为 BC 中 点 ,只 要 证 明 H SH 重合 ,这 等 价 于 证 明 HG // AP 如 图 [| - 4- 4- 20. 

由 BP // CE,CP // BF 知道 四 边 形 BPCM 是 平行 四 边 形 ;由 FN // CE,EN // BF 知道 四 边 形 
EMFN 是 平行 四 边 形 . 

而 又 由 于 HH 为 BC 中 点 ,G 为 EF 中 点 ,所 以 得 到 P,H ,M 共 线 ， 
M,G,NN 共 线 ,并 且 H 为 PM 中 点 ,G 为 MN 中 点 . 


所 以 ,HG // NP 
于 是 只 需要 证 明 A ,P,N 共 线 即 可 . 
由 于 PB AP PC AP 


sinZPAB ”sinZAEP'snZPAG ™ sinZ ACP 
Wi snZPAB _ PB , inZ ABP 
sinZPAC = PC ` snZACE 
sinCNAB _ NE sing AEN 
同 理 sinZNAC = NF MAN (这 是 由 在 上 式 中 用 N 代 替 
P,E IRH B, F 代替 C 得 到 的 ). 
i PB ,sinZABP _ NE , inZ AEN 
所 以 只 要 证 明 PC “sin2ACE = NF ` inZ AFN 即 可 
注意 到 人 ABP = ZAEC, ZACP = ZAFB, ZAEN = ZABE, ZAFN = ACE, 并 有 了 = MC, 


WI -4-4-20 
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MB _ sn MEB 
Kit iks, Me = EMR 
证 毕 . 


各 NE = 加 MEE 相 乘 可 以 得 到 . (请 读者 验证 ) 


例 10 (2001. 全 国 高 中 数学 联合 竞赛 加 试题 一 ) 如 图 有 - 4- 4- 21, 


AABC 中 ,O 为 外 心 ,三 条 高 AD、BE、CF ZFAH, HR ED 和 AB 交 于 点 M， 
FD fl AC 交 于 点 N. 求 证 :(1)OB L DF,OC L DE.(2)OH | MN. 


证 法 一 :(1)…A .C.D 四 点 共 贺 ， 
LBDF = ZBAC 

又 “COBC = -} (180° - 人 BOC) 

“0B L DF 

同 理 OC L DE 


= 90° - ZBAC 


WI -4-4-21 


【分 析 】 (2) 要 证 OH | MN, 由 定理 ACERRA” 轨迹 ) 的 评述 可 知 ,只 须 证 明 


MO? - MR? = NO? - NH? 


(s) 


而 要 证 ( * ) 式 只 须 用 题 设 条 件 中 的 垂直 和 证 (1) 中 的 垂直 ,根据 定理 4 的 评述 ,得 到 与 ( * ) 类 似 的 


等 式 ,将 这 些 等 式 组 合 即 可 得 ( * ) 
(2)…CF L MA 
“MC? ~ MH? = AC? ~ AH? 
BE L NA 
“NB? - NH? = AB? - AH? 
“DA L BC 
“BD? - CD? = BA? - AC? 
` OB L DF 
<. BN? — BD? = ON? - OD? 
`: OC L DE 
“CM? - CD? = OM? - OD? 
D-©+0+0-0,4 
NH? - MH° = ON? - OM? 
MO? - MH? = NOÈ? - NH? 
` OH | MN 


证 法 二 :如 图 I - 4 — 4 - 22,; M fE MK // AC, 交 DF 延长 线 于 点 


K, Fi. A OBH co ANKM 


AS... SEL 

` sin MFK ` sinZ KMA 

X ZKMA = 人 BAC 

„MK KE 

si inA 

连接 EF. 

本 MF s FE 

` sin(180° ~ 2B) ` sin(B - A) 

x M. E 
sinB sin(B - A) 


° © © e e 


> MA T 2%B sinC 
x KF _ ME 
“MK // AC, —- KN = MA 
KF = KN - 2cosB + PA 
sinC 
MK _ KF _ . 2cosB 
sinC = aina = KN ° ‘snC 
于 是 MK = 2esB 
BH _ 2R:coeB _ 
XU OB. RO 
BH _ MK 
OB = KN 


又 CMKN = LFNA = LC- ZA 

OBH = (90° - A) - (9° — C) = ZC - ZA 
“ZMKN = Z OBH 

因此 AOBH co ANKM 

X OB I KN,BH L KM 

“OHL MN 

证 法 三 ”如 图 上 -4-4-23, 过 A 作 AG / MN, NF 延长 线 于 点 


` ZFDB = CBAE = CEDC = Z BDM 


«<. BD 为 人 MDF 的 内 角 平 分 线 
FA _ FD _ BE, AE _ AF- BE 
MA DM MB MA AB 
_ AB: AF 
= AF- BF 
MF = MA - AF = 2AF: BE 


又 ZOBH = ZABC - ZABO - ZCBE = ZABC - ($ - ZACB)- ($ - ZACB) 
= ZACB - Z BAC 

则 ANG = ZACB - ZNDC = ZACB - ZBAC = OBH 

故 ABOHc ANGA 

`: OB | FN,BH L AN, OH 1 AG, 则 OH | MN. 

[E] * 关于 解析 法 ,向 量 法 ,请 看 第 二 章 ! 
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I. 与 正方 形 有 关 的 赛 题 精 讲 

首先 给 出 "知识 ,方法 ,技能 ” 中 “一 个 图 形 应 用 的 实例 ” 

例 11 ”如 图 [ -4-4-24D AARC 的 边 AB 和 AC 为 边 向 外 作 
正方 形 ABDE ,AOGH.P 为 DG 中 点 ,M 为 BC 的 中 点 .求证 :PM L BC Da 

【分 析 】 ”当然 了 不 论 如 何 这 道 题目 用 向 量 或 者 复数 都 可 以 算 
一 算 就 搞定 .但 是 我 还 是 要 介绍 一 个 纯 几 何 的 解法 ,开拓 一 下 大 家 ; S 一 
的 视野 , 找 找 感觉 吧 . r> WOUE- Y 

ER: 9121 DAG 作 直线 BC HER, ERANY X MYM Erain 
fE AO | BC FO 

由 我 们 的 那个 基本 图 形 可 以 知道 :AAOC so ACYG, A AOB 2 ABXD 

“BX = AO = CY 

进而 知 M 是 XY 的 中 点 . 

于 是 ,PM 就 是 梯形 DXYG 的 中 位 线 . 

显然 有 PM | BC. E 

证 毕 . k 

然后 我 们 以 国内 外 赛 题 为 背景 研究 有 关 正 方形 的 赛 题 命题 规律 . 4 

例 12 WEN - 4 - 4 - 25, 正 方形 AEDB,ACFG 共 项 点 A, 则 P 

(1)BG 和 CE 垂直 且 相等 c 

(2)BG .CE .DF 三 线 共 点 ， 

(3) 设 BG .CE DF 交 于 K, 则 AK L DF. 图 工 -4-4-325 

证 明 : 如 图 和 -4-4-25. 

(1) 将 A ABG fü A 点 顺 时 针 方向 旋转 90° 后 ,与 2 AEC 重合 ,由 此 即 得 证 结论 ， 

(2) 设 BG.CE 交 于 K, 连 AK 及 KD,KF, 由 LAGK = ~ACK, 知 AKC、G 共 圆 , 从 而 ， 
LAKG = ZAGG = 45', X. BG | CE, 则 AKC = 135*. 而 人 AFC = 45", 则 KC、F、A 共 圆 , 故 
LAKF = LACF = %° 


(3) 由 (2) 的 证 明知 AK L DF 

【评注 】 例 12 的 结论 (2) 可 直接 得 第 29 届 IMO 加 拿 大 训练 题 : 

“正方 形 ABCD $ AB,C,D, 同 向 ,B 55 B, 不 重合 .证 明 :BB .CC, .DD, 共 点 .” 

例 13 BHI -4- 4- 26, 若 正方 形 AEDB ,ACFG 共 顶 点 A， E 
取 AD、BC、AF 的 中 点 O1、M、O,, 则 AO, MO; 为 等 腰 直 角 三 角形 ， 
且 M 为 直角 项 点 . 

证 明 : 连 BE、CG, 则 O; 必 在 BE 上 ,O: 必 在 CG 上 , 连 BG,CE， 
MJ O,M £ +cE,O;M Z T BG. hfl 7(1) MME. 

【评注 】 以 例 12 为 背景 材料 ,可 得 第 7 届 全 俄 数 学 奥林匹克 题 : 

“正方 形 AEDB ,ACFCG 共 顶 点 A,O、M、O:、N 分别 为 AD BC、 图 -4-4-26 
AF.EG 的 中 点 .求证 :OLMO2N 是 正方 形 .” 

@ 14 WME - 4-4-27, ERÉ ADEF ,AGCB 共 顶 点 A,EC 的 中 点 为 M, 则 人 BMD, 人 FMG 
均 为 等 腰 直 角 三 角形 , 且 M 为 直角 顶点 . 

证 明 : 取 AE 中 点 O1,AC 中 点 02, 则 MO2 = + AE = DO,, MO; = + - AC = BO2,LAOIM = 
MOsA, 于 是 ,ADO1M 名 人 MOB, 故 DM = BM, 且 人 OiDM = ZO;MB,ZO,MD = 人 OsBM 
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X. ZO,MO, = ZO,MD + LDMB + Z BMO, 
Z DMB + Z MBO; + Z BMO; 
ADMB + (90 - ZAO;M) 
= Z DMB + {90° - (180° ~ ZO,AO;)) 
= ZDMB + ZO, AO, - %° 
O,AO, 
即 ZDMB = %0 
“ADMB 为 等 腰 直 角 三 角形 . 
同 理 可 证 A FMG 为 等 腰 直 角 三 角形 . 
【评注 】 以 例 14 为 背景 材料 ,可 得 1987 年 全 国 高 中 联赛 题 : 
“A ABC MAADE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 , 现 固定 人 ABC ,而 将 人 ADE 绕 A 点 在 平面 上 
旋转 . 试 证 :不 论 OADE 旋转 到 什么 位 置 , 线 段 EC 上 必 存 在 点 M ,使 A BMD 为 等 腰 直 角 三 角形 .” 
例 15 如 图 上 -4-4-28, 正 方形 ABED、BFGC、ACHK 共 顶 点 


A.B.C, BHE 人 ABC 处 侧 . 有 
(D) iË AB = a,AC = b, SA + Saner + Saan 的 最 大 值 NE 
Eg 


Hab M 
(2)DK EF „GH 分 别 是 人 ABC 的 BC ACAB 边 上 的 中 线 长 的 < a 


两 信 ; 
(3) MA D.E.F.G.H.K 共 贺 的 充 要 条 件 是 A ABC 或 为 等 腰 
直角 三 角形 ,或 为 等 边 三 角形 . 


" 


" 


证 明 :(1) 略 ; F 
(2) 3t C ff CM, BA, BM 交 AC 于 N, 则 BN 392 AC 边 上 的 中 
线 ,由 人 EBF 2 人 MCB, 有 EF = 2BN. 同 理 ,可 证 其 余 结论 ，. mI -4-4-28 


(3)D.E.F.G.H.K XM SDE .FG.HK 的 中 垂 线 共 点 O' 与 A ABC 的 外 心 O 重合 . 

r H OABC 的 外 接 圆 半径 - 

OF? = (rsinA) + (roA + 2rsinA)? 

= r2[3 — 2 /2cos(45° + 2A)] 

O' 50 重合 后 OF = OR? = OD 

即 cos(45 + 22A) = eos(45 + 2LB) = cos(45° + 2C)8ZA = ZB = ZC = 60" 或 (45" + 
2⁄A) + (45 +2⁄ B) = 360° 

W ZC = 45 = ZA, ZC =45 = ZB 

【评注 】 例 15 结 论 (2) 即 为 1959 FRR Cy B. 

例 16 MEU- 4- 4- 29, 正 方形 ADEB,BFGC， 
CHIA 共 顶 点 4 B.C, RHE AABC 外 侧 ,其 中 心 分 别 为 
01,010; 

(1) Ë AGN BH = J,CD N BI = K,AF N CE = L, 
则 A、K、O2;B8、L、O3;CJ.O1 分 别 共 线 , 且 这 三 直线 共 
点 

(2) 设 AFN BH = Pi,BHN CD= QI,CDNAF= 
Ri,AG N CE = Px,BI N AG = Q;,CE Q BI = R2, 则 
APIQ R, 2 AP QR: 

证 明 :(1) 设 P .Q 分 别 为 口 PBEP DHOG 的 顶点 ， 
连 PB、.AP、CQ、AQ, 对 人 APB 和 人 QAC, 易 知 PB LAI, 
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故 AP L IB. FI, AQ DC, 再 由 例 8(1), 知 AP Z AQ. 

i£ PQ, 则 入 APQ 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

由 于 人 BPF °° ACAB 2 AGQC , 推 知 BPGQ 为 平行 四 边 形 ,从 而 推 知 Q, 在 PQ 上 且 为 其 中 点 ， 
# AQ; | PQ 

连 EH、.AE、AH, 则 O, .O; 分 别 在 AE、AH E, B 010; / EH, X. EP HQ, EH // PQ. t 
AQ; 1 O,O,.AQ; | EH 

又 由 例 12(3),AK | EH. 故 A、K、O; 三 点 共 线 , 且 此 线 与 O10, EH. 

EH, B.L.O; 共 线 , 且 此 线 与 010; 垂直 ;C\J.O 共 线 , 且 此 线 与 O,O; 垂直 , 故 这 三 线 共 点 于 
A0,0:0; 的 垂 心 0. 

(2) 由 (1) 知 AK, BL ,CJ 共 点 于 O, 由 BI | DC, 知 A、K、C、I 四 点 共 圆 ,从 而 ZAKI = 45"， 
AR2KO = 45° 

同 理 , 人 RILO = 45° WJ ZR;LO = 135°. 从 而 ,R;、L、O、K 共 圆 ,又 易 证 R,.L 、K .R, 共 圆 . 故 
K、O\L、R2、Ri 五 点 共 加 ,由 RzRiO = 人 R2KO = 45 = 人 RILO = 人 RiR2O, 知 人 RiOR: 为 等 
腰 直 角 三 角形 . 

同 理 ,全 QiOQ 也 为 等 腰 直 角 三 角形 , AT, AR OQ se AROQ, 有 RIQ, = RQ, AA, 
Pi Q, = PiQ,RIP = RsP2, 故 人 PIQIR! 2 A P,QR.. 

【评注 】 例 16(2) 为 我 国 第 4 届 国 家 集训 队 选 拔 试题 . 
WI. 与 多 边 形 有 关 的 赛 题 

例 17 (1998. CMO 试题) 设 D 为 锐角 A ABC 内 部 一 点 , 且 满足 条 件 :DA + DB + AB + DB + DC + 
BC + DC , DA + CA = AB : BC - CA 试 确定 D 点 的 几何 位 置 ,并 证 明 你 的 结论 . 

【分 析 】 “本题 涉 及 到 平移 变换 ,平行 四 边 形 ,矩形 , 贺 内 接 四 边 形 , 加 内 接 五 边 形 . 先 用 托 勒 密 定理 
证 明 一 个 加 强 命题 ,然后 从 等 号 成 立 的 条 件 原 命题 得 证 . 

证 明 :我 们 改 证 一 个 加 强 命题 : 

设 口 为 锐角 A ABC 内 部 一 点 .求证 ， 

DA +: DB +: AB + DB +: DC + BC + DC + DA + CA 2 AB : BC - CA (*) 
并 且 等 号 当 且 仅 当 D 为 A ABC 的 重心 时 才 成 立 . 

如 图 下 -4-4-30, 作 EDL BC, FA / ED, 则 BCDE 和 ADEF 
均 是 平行 四 边 形 . 

连结 BF 和 AE, 显 然 BCAF 也 是 平行 四 边 形 .于 是 AF = ED = 
BC,EF = AD,EB = CD,BF = AC. 

在 四 边 形 ABEF 和 AEBD 中 ,由 Ptolemy 不 等 式 ， 
得 AB. EF + AF : BE 2 AE : BF, BD - AE + AD : BE > AB + ED 
即 AB- AD + BC- CD 2 AE : AC ° 

BD - AE + AD : CD > AB : BC © 
于 是 ,由 O,@ 两 式 ,可 得 

DA > DB +: AB + DB : DC + BC + DC : DA - CA 

= DB(AB +: AD + BC +: CD) + DC : DA » CA 

> DB +: AE : AC + DC +: DA + AC 

= AC - (DB - AE + DC - AD) 

Z AC+ BC: AB 
故 ( * ) 式 得 证 , 且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 O 和 @ 的 等 号 同时 成 立 , 即 等 号 当 且 仅 当 ABEF 和 
AEBD 都 是 图 内 接 四 边 形 时 成 立 , 亦 即 AFEBD 是 图 内 接 五 边 形 时 等 号 成 立 . 

由 于 AFED 为 平行 四 边 形 ,所 以 条 件 等 价 于 AFED 为 矩形 ( 即 AD | BC B. ZABE = ZADE = 
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90", 亦 等 价 于 AD | BC B CD 上 AB) ,所 以 ( * ) 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 D 为 人 ABC 的 甜心. 

例 18 〈1992. 英 国 数学 奥林匹克 ) 圆 内 接 五 边 形 ABCDE 中 , 若 AC // DE, BD // EA, CE // AB, 
DA // BC, EB // CD. 试 证 :ABCDE 为 正 五 边 形 . 

证 明 :如 图 H — 4-4-31, H ABCDE 内 接 于 图 有 :人 1 = Z4,Z2 = 
Z5,Z3 = Z7,X AB / CE,# Z6 = LT 故 L3 = Z6 

TE Z1+ Z2+ Z3= Z4+ Z5+ Z6 

即 ZA= ZB 

同 理 可 证 ,人 B = ZC,ZC = LD,…, 人 LE = ZA 

从 而 ,CA = LB = ZC = ZD = ZE 

由 EC/ AB,ED // AC% Z3 = Z929 = Z8 

故 L3= Z9= Z8 

“ BC = CD = AE 

类 似 地 有 ,DC = ED = AB 

AB = BC = CD = DE = EA 

B ABCDE 是 正 五 边 形 . 

【评注 】 应 当 注意 的 是 ;内角 全 部 相等 的 加 内 接 多 边 形 不 一 定 是 正 多 边 形 ,但 对 奇数 多 边 形 来 说 
结论 肯定 . 

例 19 (第 40 必 IMO 预选 题 ) 设 M 是 凸 四 边 ABCD 内 一 点 ,使 得 MA = MC, ZAMB = 人 MAD 
+ LZMCD, CMD = LMCB + LMAB. 证 明 :AB* CM = BC + MD, BM + AD = MA .CD 

【分 析 】 “关键 是 构造 一 个 凸 四 边 形 PQRS ,使 其 满足 如 下 条 件 , 而 变 成 平行 四 边 形 . 
满足 的 条 件 是 , 在 凸 四 边 形 PARS 内 作 点 T, 使 APTQ 2 AAMB,AQTR V AAMD, APTS co 
CMD, ARTS co 人 BMC. 于 是 由 平行 四 边 形 PQRS 得 到 AB = ËC— MD, cp = AD BM 

证 明 :构造 凸 四 边 形 PORS 和 其 内 一 点 T, 使 APTO so AAMB,AQTR co AAMD,A PTS co 
入 CMD, 如 图 -4-4-32 和 开 -4-4-33. 


B 


š 


WI -4-4-33 


= CQPT + Z TPS + Z TSP + CTSR 
= MAB + ZX MCB + ZX TPS + Z TSP 
= ZCMD + X TPS + Z TSP 

= Z PTS + ZX TPS + Z TSP = 180° 
同 理 ¿RQP + 人 SPQ = 180° 

… 四 边 形 PQRS 是 平行 四 边 形 . 

TE PQ = RS,QR = PS, 即 得 


N. 利用 位 似 旋 转变 换 证 明 有 关 直 线形 的 几何 问题 

例 20 (拿破仑 定理 ) 如 图 上 -4-4-34, 若 在 任意 三 角形 的 各 边 
向 外 作 正 三 角形 , 则 它们 的 中 心 构成 一 个 正三 角形 ,此 三 角形 为 拿 破 
仑 三 角形 . 

证 明 : 如 图 卫 -4 - 4- 34, 设 以 公 ABC 三 边 向 外 侧 所 作 正 三 角形 
的 中 心 分 别 为 D.E.F, BC 为 边 所 作 的 正三 角形 的 另 一 顶点 为 G， 
则 DE 经 位 似 旋 转变 换 S(C,30",V3) 变 为 GA ,再 经 位 似 旋转 变换 


5(B,30", 直 ) 变 为 DF, 则 


ZLEDF = 30° + 30° = 60° 


1 
EF =/3. —DE = DE 
FÉ) 


故人 DEF 为 正三 角形 ， 

例 21 如 图 上 — 4-4-35, 已 知人 PAD = ZEAB, ZABE = 
LCBQ,LQCB = ZECD,ZCDE = ZADP,ZAEB = ZCED 

求证 :(1)P,E,Q 三 点 共 线 ; 

(2)PE : EQ = sing : sinP 

证 明 : 设 LPAD = a, 人 ABE = B,ZQCB = y,ZCDE = ô, 


ZAEB = 0. | PE 经 位 似 旋转 变换 S(E,- a, $E) EY DF, H 


sing 
ZEFA = 8, 其 中 下 在 直线 AB 上 ,DF 经 S(E, - 0,50 ) 变 为 CG, 且 


LFGE = y, 其 中 G 在 直线 AB 上 ,CG #S( B, - ,am ) 变 为 QE 

由 于 ALPEQ=a+0+B=180, 目 

EQ _ sinP , sinô , siny _ sinP 

PE ™ sinë ` siny ` sinó ~ sinQ 

. PE : EQ = sinQ : sinP 

例 22 (2001.1MO 国 家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 平面 上 给 定 凸 四 边 形 
ABCD 及 其 内 点 EE 和 下 ,适合 AE = BE,CE = DE,ZAEB = ZCED,AF 
= DF,BF = CF, /AFD = ZBFC. 

求证 :AFD + ZAEB = x 


并 记 
LEAB = ZARE = 0 
ZFAD = ZADF = ç 


证 明 : 如 图 H -4-4 - 36, 设 凸 四 边 形 对 角 线 AC 与 BD 的 交点 记 为 C， p 


Wl -4-4-36 


因为 A AEC 可 通过 绕 E 点 的 旋转 与 A BDE 重合 ,所 以 人 GAE = 人 GBE, 有 A.B.E.G WAJE. 

又 因为 AAFC 可 通过 绕 眉 点 的 旋转 与 人 BDF 重合 ,所 以 人 GAF = 人 GDF, 有 A、D、F、G 四 点 共 
圆 . 

依据 圆 内 接 四 边 形 的 等 角 关系 可 知 

EGB = ZEAB = 0 

ZFGD = ZFAD = ç 

EGC = ZABE = 0 

Z FGC = ZADF = $ 

X ¿EGB + ZEGC + ZFGC + ZFGD = x 

26+ 28 = x 
于 是 (w-20)+(x=-2@)= = 
即 ZAFD+ ZAEB = x 


$4.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.( 第 20 届 1994. 全 俄 数 学 奥林匹克 赛 题 ) 在 梯形 ABCD( AB // CD) 中 ,两 腰 AD , BC 上 分 别 有 点 
P,Q 满足 APB = 人 CPD, 人 AQB = 人 CQD. 证 明 :点 己 和 Q 到 梯形 对 角 线 交 点 O 的 距离 相等 . 


2.(1982. 上 海 市 数学 竞赛 二 试题 6) ME I — 4- 4- 37, AE 和 AF、BF 
和 BD、CD 和 CE 分 别 是 人 ABC 中 ZA.ZB.ZC HERIR, RE: ADEF 
是 等 边 三 角形 . 
( 注 : 这 结果 是 F. Morley 在 1899 年 发 现 的 , 故 称 为 Morley ES). 


B c 
图 五-4-4-37 
3.( 第 2 届 IMO 试 题 ) 已 知 Rt 和 ABC HERH BC 被 分 成 等 份 ,其 中 ”是 奇数 ,从 A 看 包含 BC 中 


点 的 那 一 份 的 视角 为 “, 设 直角 三 角形 的 高 为 h BN a RE: una = CI ys 


4. 设 已 是 和 全 ABC 所 在 平面 上 任 一 点 ,G 是 它 的 垂 心 , 则 ,PA? + PB? + PC? = GA? + GB? + 
GC? +3PG? 


5.( 第 3 届 IMO 试 题 ) 已 知 全 ABC 的 边 长 a,b,c 及 面积 S, 求 证 :a? +b? + c? 


6. 如 图 E -4 一 4 一 38,O, 了 分 别 为 人 ABC 的 外 心 和 内 心 ,AD 是 BC 上 的 
高 ,1 在 线段 OD 上 .求证 :人 ABC 的 外 接 圆 半径 等 于 BC 边 上 的 旁 切 贺 半 径 .。 图 下 -4-4-38 
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7.( 第 35 届 IMO 试 题 ) 如 图 l! - 4 - 4 — 39, A ABC 是 等 腰 三 角形 ,AB F 
= AC, 假 如 : 多 


(DM E BC 的 中 点 ,O 在 直线 AM 上 ,使 得 OB SÉ AB; E moe 
(2)Q 是 线段 BC 上 不 同 于 B 和 C 的 一 任意 点 ; 
(3)E 在 直线 AB E, F 在 直线 AC 上 ,使 得 E、Q、F 是 不 同 的 和 共 线 的 . 
求证 :OQ | EF MAMY QE = QF. 0 
mI -4-4-39 


8.AABC 中 , 角 A,B,C 的 对 边 分 别 为 as,b,c BB = 24 ,求证 :分 < b - a < G 


9.(1985. 新 加 坡 数学 竞赛 题 ) 设 ABC 是 一 个 三 角形 ,人 A = 4ZC,ZB = 2 一 C. 求 证 :(BC + AC) 
` AB = BC+ AC 


10.(1982. 苏 联 数学 竞赛 题 ) 在 凸 五 边 形 ABCDE 中 , 顶点 B.E 处 的 角 是 直角 , 又 人 BAC = 
LEAD. WEH: MRAR BD 和 CE 交 于 点 O, 则 直线 AO 与 BE EK. 


11. 四 边 形 ABCD 中 ,人 ABC = 人 BAC = 80', ZDBC = 40" ,人 DCB = 30". 求 证 :AD // BC 


12. (第 29 Jš IMO 加 拿 大 训练 题 ) 正方 形 ABCD 与 A1B1C1iD' 同 向 ,B 与 B, REA. WEH: BB 
CC,.DD: RA. 


13.( 第 7 届 全 俄 数学 奥林匹克 题 ) 正方 形 AEDB、ACFG 共 顶 点 A,O1、M、O2、N 分 别 为 AD 、BC、 
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AF EG 的 中 点 .求证 :OUMO2zN 是 正方 形 . 


14. (第 35 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 赛 题 ) 边 长 相等 的 凸 五 边 形 各 内 角 均 小 于 120". 证 明 , 它 的 内 角 各 
HHM. 


15. (1953. 匈牙利 数学 奥林匹克 ) 在 等 边 凸 六 边 形 ABCDEF P, ZA + ZC + ZE = ZB+ ZD + 
ZF. 证 明 :人 A = ZD,ZB = ZXE,ZC = ZF 


16.( 第 1 届 美 国 数学 奥林匹克 试题 ) 一 个 给 定 的 五 边 形 ABCDE 具有 下 面 的 性 质 ; 五 个 三 角形 
A ABC.A BCD.A CDE .A DEA .A EAB 中 的 每 一 个 面积 均 为 1 证明: 每 个 有 上 述 性 质 的 五 边 形 都 等 
积 , 且 有 无 穷 多 个 这 样 的 不 全 等 的 五 边 形 . 


17.(1994. 上 海 市 高 三 数学 竞赛 试题 ) 如 图 l| - 4 - 4 - 40, 设 A ABC 是 锐角 三 角形 ,在 A ABC 外 
分 别 作 等 腰 RtA BCD RAABE \Rt 人 CAF, 在 这 三 个 三 角形 中 ,了 BDC、 人 BAE、 人 CFA 是 直角 ,又 在 
四 边 形 BCFE 外 作 等 腰 直 角 公 EFG ,人 EFG 是 直角 .求证 : 

(1)GA = ViAD 

(2)ZGAD = 135° 


18.( 第 31 届 IMO 预选 题 ) # A XYZ 与 A ABC 相似 , 且 X 在 BC 上 ， F 
Y fEAC 上 ,Z 在 AB 上 .求证 :个 XYZ HELRE A ABC 的 外 心 . 8 c 
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也 组 


1. 锐角 AABC F,H Eù, O 是 外 心 ,I 是 内 心 .已 知 ZC > ZB > ~A. 求 证 :了 在 人 BOH 的 
内 部 . 


2.(1987. 第 19 届 加 拿 大 数学 竞赛 题 ) 设 ABCD 是 平行 四 边 形 ,E 是 直线 BC 上 位 于 B 和 C 之 间 的 点 ， 
HEME DEC, BED W BAD 都 是 等 腰 三 角形 , 则 人 DAB 有 哪些 可 能 的 值 ? 


3.( 第 45 届 红 斯 科 数 学 奥林匹克 ) 是 五 边 形 的 每 一 条 对 角 线 都 平行 于 它 的 一 条 边 .证 明 : 每 条 计 角 
线 与 相应 边 的 比 都 是 4 二 


4.A ABC t, AB = AC, ZA = 80`,P 为 形 内 一 点 , 亿 PBC = 10°, Z BCP = 20". 求 :PAC 的 度数 . 


5.(1993. 澳门 数学 奥林匹克 第 二 轮 题 4) 在 正方 形 ABCD 的 AB、AD 边 各 取 点 K 、N ,使 得 AK + AN 
= 2BK ，DN. 线 段 CK ,CN 各 交 对 角 线 BD 于 L、M. 试 证 :人 BLK = 人 DNC = ZBAM 


6. (第 16 届 美 国 数学 竞赛 试题 ) 设 AD 、BE 与 CF 为 人 ABC 的 内 角 平 分 线 , 如 果 人 EDF = 90", 求 
BAC 的 所 有 可 能 值 . 


7. 直线 上 有 四 个 点 A、B、C、D,AB : BC : CD = 2: 1: 3, 分 别 以 AC、BD 为 直径 作 OO, .OO;, 
两 贺 交 于 E、F. 求 :ED : EA 


8.( 第 17 届 IMO 试 题 ) 如 图 I — 4 — 4 - 41, 在 任意 A ABC 的 边 上 向 外 作 
ABPC,AQAC, A ARB, {%1} Z PBC = 人 CAQ = 45 ,人 BCP = 人 QCA = 
30',ZABR = 人 BAR = 15". 试 证 : 

(DZQRP = 90° 

(DQR = RP 


0 


9. (35 30 Jë IMO 预选 题 ) 平面 上 有 一 凸 ” 边 形 AA2…A。 ,面积 为 S, 又 有 
一 点 M,M 绕 A, 旋转 = 角 后 得 点 Mi(i = 1,2,…,n), 求 n 边 形 MiM2…M, 的 
面积 . 


图 下-4-4-41 


10. (38 9 届 全 苏 数 学 奥林匹克 )(1) 把 A ABC 绕 着 外 接 贺 贺 心 旋 转 小 于 180' 的 某 一 角度 得 到 
全 A1B1C1, 彼 此 对 应 的 线段 AB MA, B 相交 于 点 C,, BC 和 Bi C) 相交 于 Az,C4 MCA, 相交 于 点 B>. 
WEI: AA2B:C, 相似 于 A ABC. 

(2) 四 边 形 ABCD 是 图 内 接 四 边 形 ,把 它 绕 着 外 接 圆 的 圆心 旋转 小 于 180° 的 某 一 角度 得 到 四 边 形 
AiBiCiDi. 证 明 :彼此 对 应 的 直线 AB KIA, B, BC 和 BiCi、CD AC, D, DA 和 DA 的 四 个 交点 是 平 
行 四 边 形 的 顶点. 


95.1 知识 \ 方 法 、 技 能 


如 果 没 有 圆 , 平 面 几何 将 黯然 失色 

圆 是 一 种 特殊 的 几何 图 形 ,应 当 掌 握 贺 的 基本 性 质 , 垂 线 定理 ,直线 与 圆 的 位 置 关 系 , 和 圆 有 关 的 
角 , 切 线 长 定理 , 贺 守 定理 , 圆 和 圆 的 位 置 关 系 , 多 边 形 与 圆 的 位 置 关系 

圆 的 几何 问题 不 是 独立 的 , 它 与 直线 形 结合 起 来 ,将 构成 许多 丰富 多 彩 的 、 漂 亮 的 几何 问题 ,前 面 四 
讲 所 研究 过 的 “三 角形 的 心 ",“ 几 个 著名 定理 ",“ 共 圆 、 共 线 、 共 点 ",“ 直 线形 ” 将 构成 本 讲 所 研究 的 圆 的 
综合 问题 的 基础 内 容 . 

本 讲 中 我 们 将 着 重 研究 下 面 几 类 问题 : 
, 角 的 相等 及 其 和 、 差 \ 倍 ,分 ; 
, 线段 的 相等 及 其 和 、 差 、 倍 、 分 ; 
, 二 直线 的 平行 ,垂直 ; 
, 线段 的 比例 式 或 等 积 式 ; 
, 直线 与 加 相 切 ; 
- 竟 赛 数学 中 几何 命题 的 等 价 性 

譬如 说 2003 年 中 国 数学 奥林匹克 第 一 大 题 . 

“ 设 点 HH 分 别 为 锐角 公 ABC 的 内 心 和 垂 心 , 点 B, C, 分 别 为 边 AC, AB 的 中 点 ,已 知 射线 B11 交 
边 AB 于 点 Bz( B, = B), 射 线 C, I ZAC HEKER FAC, BC 与 BC 相交 于 K , A, X A BHC 的 外 心 . 
试 证 :A、I\Ai 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 A BKB; 和 A CKC, 的 面积 相等 .” 

首先 这 个 题目 是 三 角形 的 心 ,直线 形 , 共 圆 、 共 线 、 共 点 ,图 ,面积 等 的 综合 问题 . 

更 重要 的 是 这 个 题目 的 题 设 条 件 分 别 与 两 个 结论 "A、I、A FAJR” MA BKB M A CKC, 的 面 
积 相等 " 构成 了 两 个 命题 ,那么 这 个 题目 也 就 是 要 证 明 这 两 个 命题 的 等 价 性 . 

有 关 证 明 两 个 命题 等 价 的 几何 问题 ,其 综合 性 程度 高 ,技巧 性 程度 强 ,为 命题 者 所 青睐. 在 全 国 高 中 
数学 联赛 ,冬令 营 , 国 家 队 选 拔 赛 ,世界 城市 际 联赛 ,国际 IMO 竞赛 中 经 常 出 现 . 为 此 ,对 这 类 问题 作出 
专门 研究 . 


ourswh- 


8$5.2 赛 题 精 讲 


I. 角 的 相等 及 其 和 , 差 , 倍 ,分 


例 1 在 一 条 直线 ! 的 一 侧面 画 一 个 半圆 F,C 和 是 上 两 个 点 , Z 

EACHD 的 切线 各 自 交 ! 于 B 和 和 A, 半 国 的 图 心 在线 臣 A4B 上 .是 线 “S ZN 

E AC 和 BD HZA, FÆL EA, EF 垂直 于 / 求证: EF 平分 ZCED. 1, 
【分 析 】 此 题 是 35 届 IMO 的 预选 是 ,你 会 发 现 这 是 一 道 很 胃 险 的 

题目 ,你 必须 有 一 张 很 好 的 图 ,然后 发 现 P.E, F 居然 是 共 线 的 !! 然 后 ， — BI -4- 5-1 


不 难 发 现 P,C,D,F,O 五 点 共 圆 ,题目 就 迎刃而解 了 .由 此 可 见 画图 的 精确 性 是 极为 重要 的 . 
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证 明 :(1) 我 们 先 证 明 P,E,F RR. 
作 PH | AB, 设 人 DOA = 0), Z BOC = 92. 只 要 证 明 PH, BD, AC z. 


共 点 即 可 小 Š 
z AD , PC , BH 
Tr AD 
RET 的 半径 为 r. A B 


下 面 我 们 来 分 别 计算 其 中 的 每 一 项 . z9 
DAD = rtangi,CB = rtan0; 图 工 -4-5-2 
四 由 PO 平 分 /COD, 且 COD = 180" - 0, -6 


故 得 到 PD = PC = ron EAA rote 


将 上 面 得 到 的 各 式 相 乘 即 可 得 到 名 . E. BH = 1 

故 P,E,F 共 线 .(F MHRA) 

(2) 由 PH L AB,OD L PA,OC L PB 

P,C,D,O,H KARM. 

“ZLZPHD = 人 POD = 人 POC = 人 PHC 

即 ”EF 平分 人 CFD 

证 毕 . 

例 2 (1992. 澳 大 利 亚 奥林匹克 题 5) 如 图 了 -45 -3, 延 长 线段 AB 
至 DD, 以 AD 为 直径 作 半圆 ,圆心 为 HH,G EHALA, ABG IBM. E 
在 线段 BH E,Z 在 半 加 上 ,EZ // BG, H EH - ED = EZ?. BT // HZ. 证 XN 
明 :和 TBG = +ZABG 

证 明 : 由 EH + ED = EZ?, 知 全 HEZ co AZED 

所 以 ZEZH = 人 EDZ = DZH 图 工 -4-5-3 

于 是 ZAEZ = 3ZEZH 

又 BT/ HZ,BG // EZ 

“LTBG = LEZH = $ ZAEZ = $ ZABG 

例 3 (2000.38 41E IMO USE) 设 ABCD EMAII , B. AB 不 平行 于 CD, 若 X 是 四 边 形 ABCD 
内 一 点 ,并 满足 人 ADX = 人 BCX < 90°, ZDAX = 人 CBX < 90°,i AB, CD 的 中 垂 线 的 交点 为 Y, 证 
HJ: ZAYB = 2 人 ADX 

证 明 : 设 Z 是 人 ADX HI A BCX 的 外 接 加 的 第 二 个 交点 ,分 别 记 为 三, 厂 , 圆 心 分 别 为 01,O2; 设 W 
是 入 ABZ 和 人 CDZ 的 外 接 圆 的 第 二 个 交点 ,分 别 记 为 
Ty. Ts, 圆心 分 别 为 03,O4, 下 面 先 证 明 点 W 与 点 Y 重 


合 


A BE H 


设 直线 AB, CD 的 延长 线 交 于 点 J, 若 X 比 Z ERE 
直线 AB( 如 图 卫 - 4-5-4), WJ Z 55 CD # AB 的 同 侧 ， 
设 XC MXD PWEN 和 mi 的 直径 , 则 C ,Z,D' 三 点 
共 线 ,又 因为 人 DAX 和 CBX 均 为 锐角 ,所 以 点 C\ 了 D 与 
X 在 直线 CD 的 两 侧 , 从 而 线段 C'D 上 的 一 点 Z 在 区 域 
AJID 内 . 

对 于 X,Z 哪 一 个 更 靠近 AB ,分 别 有 
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LBZX = Z BCX, Z AZX = ZADX ° 
或 LBZX + ZBCX = 180' = ZAZX + ZADX @ 

但 无 论 哪 种 情况 , 均 有 人 BZX = Z AZX , 即 直线 ZX 平分 人 AZB 

同 理 ,直线 ZX 也 平分 Z CZD 

因此 ,直线 XZ 交 T3 和 Ts 分别 于 AB,CD 弧 的 中 点 , 且 在 区 域 AJD 的 外 部 ,分 别 设 为 已 .Q. 要 
证 明 W 与 Y 重合 ,只 要 证 明 WA = WB, WC = WD, 这 等 价 于 证 明 WP 和 WQ 分 别 是 T3 和 QT 的 
直径 , 即 证 明 WZ | XZ, 因 为 XZ | O10;, WZ L O304, 所 以 只 要 证 明 OO | 030, 

由 于 “ AZ 上 O14O3,XZ L O103, 则 人 O2O103 与 CAZX 要 么 相等 ,要 么 互补 

AS 20,020; 与 Z BZX 有 同样 的 结论 . 

因为 ZAZX = 人 BZX, 则 人 OO103 5 ZO,O;O; 要 么 相等 ,要 么 互补 . 

又 由 于 A.B 是 不 同 的 点 , 则 A000 是 一 个 非 退化 的 三 角形 , 因此 , 有 ZO;O,O, = 
芝 010203, 所 以 ,0103 = 0203 

BB OO, = O;O, 

故 O10; | 03O4, 于 是 W = Y 

由 于 P、Q 在 区 域 AJD 外 部 ,Z 在 区 域 AJD 内 部 ,PW、QW 分 别 垂直 于 A, 站 ,所 以 ,W 也 在 区 域 AID 
内 部 , 另 一 方面 ,点 Z 和 W 在 AB 同 侧 , 也 在 CD 同 侧 ,由 O, R ODON Or 中 内 接 角 的 性 质 ,有 

LAWB = LAZB = ZAZX + ZBZX = ZADX + Z BCX 

= 2LADX, 或 LAWB = 人 AZB = 360° — (Z AZX + Z BZX) 

= ZADX + Z BCX = 2ZADX 

由 于 W = Y, 故 结论 成 立 . 
I. 线段 相等 及 其 和 , 差 , 们 ,分 

例 4 (2000. 第 41 届 IMO 试 题 1) Il Pi FN 相交 于 点 M 和 N. 设 EIB T, 和 圆 T, 的 两 条 公 
切线 中 距离 M 较 近 的 那 条 公 切 线 ,1 SAN HFAA, SE P, 相 切 于 点 B, 设 经 过 点 M 且 与 /平行 
的 直线 与 加 还 相交 于 点 C, SA P, 还 相交 于 点 D, 直 线 CA 和 DB 相交 于 点 EE, 直 线 AN 和 CD 相交 
于 点 P, 直 线 BN 和 CD 相交 于 点 Q. 证 明 :EP = EQ 

【分 析 】 MN 为 两 图 的 公共 弦 , 若 令 K 为 MN 与 AB 的 交点 ,根据 圈 宕 定理 ,AK? = KN + KM = 
BK?, 则 K 为 AB 中 点 .可 推 知 M 为 PQ 中 点 .车 EP = EQ, 则 EM 为 PQ 的 中 垂 线 , 则 只 须 证 EM 1 PQ. 

证 明 : 设 K 为 MN 与 AB 交点 ,如 图 卫 二 4 - 5 - 5, 连 


EM ,因为 CD // AB, 则 A 是 CM 中 点 ,B 是 MD 中 点 ,于 是 ， 
A ACM 和 À BMD 为 等 腰 三 角形 , 则 有 
LBAM = 人 AMC = ZACM = ZEAB 
ZABM = 人 BMD = 人 BDM = ZEBA 
故 EM | AB, 因 为 4B // CD, 则 EM | PQ, ti AK? = 
KN : KM = BK?, 可 得 AK = KB, 则 K XAB 中 点 , 则 M 
为 PQ 中 点 ,又 已 证 EM L PQ, 则 EQ = EP 得 证 . 

例 5 (2000. 第 52 届 波 兰 数学 奥林匹克 ) 等 腰 直 角 
AABC 中 ,LA = 90", 点 D fü E 3933 BC 上 的 点 , H 
一 DAE = 45°, A ADE 的 外 接 圆 分 别 交 边 AB 和 AC FAP 
和 Q. 求 证 :BP + CQ = PQ. 


WI -4-5-5 


证 明 :如 图 下 -4-5-6, 设 CE = z,DE = y,BD = zW AB = AC = Barys z) 

由 于 PQ 所 对 的 圆周 角 为 <QAP = 90°, FL, PQ 为 人 ADE WINEM — RH. h EREN, 
知 DE = PQ sin45*, 于 是 PQ = /2y 

另 一 方面 ,利用 割 线 定理 ,可 知 
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pp = BD ` BE _ O+ z)z 
AB ztytz?’ 
cq = E Aat y)= 
~ AC ~ +y+2" 
于 是 要 证 BP + CQ = PQ, 只 需 证 明 
(y+=)z+(z+jy)z = (r+ty+z)y. 
即 ”只 要 证 明 +z? = y? 
为 此 ,我 们 将 A BAD 绕 顶 点 A 逆 时 针 旋转 90", 则 BREC, 
W DRED IA ZD'CE = LB + ZACE = 90", 所 以 X? + 
Z =DE?, 而 在 人 AD'E 与 人 ADE 中 , 易 知人 D'AE = 人 DAB+ 
LCAE = 9° - ZDAE = 45° = ZDAE, R AD = AD',AE = 
AF,#& AAD'E 2 AADE, FU DE = DE, 因 此 zx?+ zx? = y. 
综 上 ,命题 获 证 . 国标 4 
例 6 (第 38 届 1MO 试 题 2) 设 人 A E: A ABC 中 最 小 的 内 角 , 点 B 和 C 将 这 个 三 角形 的 外 接 圆 分 
成 两 段 弧 ,U 是 落 在 不 含 A 的 那 段 弧 上 且 不 等 于 有 与 C 的 一 个 点 ,线段 AB 和 AC 的 垂直 平分 线 分 别 交 
线段 AU T V fü W ,直线 BV 和 CW 相交 于 了 ,证 明 :AU = TB + TC. 
【分 析 】 这 是 证 明 一 条 线段 等 于 两 线段 和 的 题目 .我 们 给 出 命题 组 委 会 的 解法 ,再 给 出 我 们 自己 
的 证 法 ;最 后 对 原 命题 ( 例 6) 进行 一 些 拓 广 . 
证 法 一 :( 原 解法 ) 如 图 Ú - 4 - 5 - 7, 因 为 点 V 在 线段 AB WE 
直 平分 线 上 ， 
所 以 ZVAB = 人 VBA 
X ZA 是 A ABC 的 最 小 内 角 , 且 人 VAB = 人 UAB < 人 CAB 
故 ZLVBA = ZVAB < ZCAB < ZCBA 
即 V 在 人 ABC 内 部 . 同 理 ,W 在 人 ACB 内 部 
设 人 UAB = a,i] Z VBA = a, 下 面 用 A、B、C 分 别 表示 人 CAB、 
ZABC.Z BCA 
则 有 ZCAV = A -a,ZCBT = B- a 
因为 W 在 线段 AC 的 垂直 平分 线 上 ,所 以 
LACW = ZCAW = A-a. ZBCT = C- ZACT = C+a - A 
于 是 ,BTC = 180"- (B- a) - (C + a - A) 
= 180'- B- C+A = 2A 
在 ABCT 中 使 用 正弦 定理 ,有 


TZET = ss = sim 

EER B- a = 180" -(C+a+A), 有 
TB + TC 
= —EC—=(sinZ TCB + sinZ TBC 
= sinZBTC pe ) 
= BE [sn(C + a — A) + sin(B - a)] 
= [sin(C + a - A) + sin(C + a + A)] 

= BE ` 2sin(C + a)osA 
= BG sn(C + a) 


设 A ABC PHEBI00 EEN R MAEAEA: BE = 


TB + TC = 2Rsin(C + a) © 
连接 CU, h A.B.U.C 四 点 共 圆 可 知 , 人 BCU = 人 BAU = a 
故 ~ACU = C+a 
fE AACU 中 使 用 正弦 定理 ,有 AU = 2Rsin(C + a) 
Ha DRM AU = TB + TC 
下 面 我 们 给 一 种 非常 简捷 的 证 法 . 
证 法 二 :如 图 I - 4- 5- 8, 设 直线 BT .CT 分 别 交 @O FX M 
Y, 连 CX. 由 条 件 有 
BV = AV,CW = AW 
由 相交 弦 定 理 可 得 
VU = VX,WY = WU 
于 是 BX = CY = AU 
又 易 知 LABX = ZBAU,ZACY = ZCAU 
故 ZX = ZBAC = ZBAU + ZCAU 
= ZABX + ZACY 
= LACK + LACY = ZTCX 
所 以 TC = TX 
从 而 TB + TC = TB + TX = BX = AU 
【分 析 】 由 证 法 2 容易 知道 ,起 关键 作用 的 是 BX = CY = AU, 而 此 时 圆心 到 此 三 弦 之 距 必 相 等 ， 
从 而 O 必 为 人 VWT 的 内 心 或 旁 心 . 反之 ,无 论 O 为 人 VWT 的 内 心 或 旁 心 , 以 O 为 圆心 的 圆 在 
A VWT 的 三 边 所 在 直线 上 所 截 得 的 线段 总 相等 , 且 后 一 结论 与 人 VWT 的 形状 无 关 . 故 可 考虑 将 原 题 
中 的 限制 条 件 “ 和 A 为 最 小 内 角 "” R U 落 在 不 含 A 的 那 段 弧 上 "取消 而 对 原 题 进行 如 下 拓 广 . 
“ 拓 广 ”: 设 AABC 内 接 于 OO, 人 A 90,U 为 @D 上 异 于 A、B、C 的 点 ,AU 不 过 圆心 且 不 垂直 
于 AB 和 AC ,线段 AB 和 AC 的 垂直 平分 线 分 别 交 直 线 AU FV MW, AR BV 和 CW ZFA T.M 
(1) 直线 BV、CW 被 OO 所 截 得 的 线段 长 相等 , 且 都 等 于 弦 AU 的 长 ; 
(2)O p A VWT 的 内 心 或 旁 心 ; 
(3) 当 T 在 @O 内 时 ,TB + TC = AU 
当 了 在 OO 外 时 ,1TB - TC i= AU 
当 工 在 @O 上 时 , 必 重 合 于 也 或 C, 从 而 二 式 均 成 立 . 
证 明 :(1) 分 别 记 BV、CW 与 OO 的 另 一 交点 为 X 和 Y, 由 条 件 有 VB = VA. V fe @O 内 时 ， 
如 原 题 已 有 BX = AU; 当 V 在 @O 上 时 ,U、V、X 三 点 重合 , 亦 有 BX = AU; 当 V 在 @O 外 时 ,由 切 
制 线 定理 及 VB = VA 可 得 VX = VU, 从 而 ,BX = AU. 总 之 必 有 BX = AU. 
同 理 可 得 CY = AU. 
(2) 是 (1) 的 直接 推论 . 
(3) 若 工 在 @O 上 且 不 重合 于 B 和 C, 则 由 (1) 证 明 中 所 设 知 必 有 T.X, YEA, TB = TC. 从 
而 OT 垂直 平分 BEC. 又 V 为 AB 的 垂直 平分 线 与 BT 的 交点 ,而 W 为 AC 的 垂直 平分 线 与 CT 的 交点 ， 
ië OV.Ow.VWw. 
OË T.A 在 BC 同 侧 时 ,( 如 图 -4-5-9), 由 OV L AB,OW | ACH 
LVOW = 180 - ZA 
X ZVTW = ZA 
Fr, T, VOW 共 贺 
# Z BVO + ZCWO = 180° 
但 由 (2) 知 BVO = ZOVW,ZCWO = ZOWV 
于 是 ,人 BVW + LCWV = 360" ,矛盾 . 
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@T.A 在 BC 的 两 侧 时 ,( 如 图 H - 4- 5- 9), 类 似 地 可 证 DT VW 
共 圆 并 利用 (2) MIATA. 

综 上 所 述 , 当 工 在 OO 上 时 , 必 与 B.C 之 一 重合 .(3) 中 的 其 他 论断 是 
(1) 的 直接 推论 . 

例 7 (1989. 全 国 高 中 联赛 第 二 试 试题 ) 已 知 在 A ABC 中 ,AB > AC, 
ZA 的 一 个 外 角 的 平分 线 交 公 ABC 的 外 接 圆 于 点 已 ,过 正 作 EF | AB, 垂 足 
为 下 .求证 :2AF = AB - AC 

证 明 : 如 图 正 -4-5- 10, 在 FB 上 取 点 D, 使 FD = FA, 连 ED EKZ 
加 于 G, 连 AG,EC,EB 则 

LACE = ZAGD 

又 CADG = z- ZADE = x- LEAH = ZEAC 


所 以 ,AADG co AEAC, MBC = AG, ËJ BC = AG, 于 是 ,AD = 
Apg e ar = AEE e 

连 EB, 在 圆 内 接 四 边 形 AEBC 中 ,由 托 勒 密 定理 得 AB- EC = AE + 
BC + AC + BE 

故 AE : BC = AB : EC - AC + BE ° 

# ORAO, 

2AF = ABEC — BE -AC 

X LEBC = ZEAH = 人 EAB, 所 以 ,BE = EC 

BD 2AF = AB- AC 
H. 两 直线 的 平行 .垂直 

例 8 ”如 图 -4-5-11,AABC,I 为 内 心 ,外 接 圆 为 OO, 点 B XT 
OO 的 对 径 点 为 K. 在 AB 的 延长 线 上 取 点 N, 在 BC 的 延长 线 上 取 点 M ,使 得 
MC = NA = s,s 为 人 ABC 的 半 周 长 .证 明 :IK 上 MN 

【分 析 】 接 过 题目 ,我 们 首先 感到 束手无策 ,线段 MN 让 人 摸 不 着 头脑 ， 
K 的 出 现 也 很 诡异 ,平常 几何 题 中 极 少 看 到 对 径 点 是 个 什么 东西 ,更 不 要 说 
线段 IK 了 .怎么 办 ?! 

第 四 讲 的 "知识 ,方法 ,技能 ” 中 我 们 给 出 了 定理 4 一 “ 定 差 守 线 " 轨迹 ， Qy as. n 
“ 定 差 赛 线 " 轨迹 是 证 明 两 线 垂直 的 有 力 工具 . 

首先 是 IM2 , 注意 到 内 切 圆 在 BC 边 上 的 切 点 E 有 很 好 的 性 质 , 从 此 垂直 关系 有 ,JM2 = IE? + 
ME? ,其 次 KM? ,注意 到 对 径 点 K AB 提供 了 一 个 垂直 , 即 MC | KC, 从 而 
KM? = KC? + MC?. 于 是 本 题 可 证 . 

证 明 : 设 内 切 贺 在 边 BC 和 BA 上 的 切 点 为 D AE. 连接 ID,IE,IM,IN, 
KM,KN,AK,CK. 

我 们 只 要 证 明 IM? - IN? = KM? - KN? 

H ID L ANSIN? = ID? + ND2; IE | CM= IM = IE? + EM? 

KA | AN=KN2 = KA? + AN2; KC | CM=KMš = KC? + CM? 

将 以 上 四 式 代入 我 们 要 证 明 的 式 子 中 得 到 : 

只 要 证 明 ME2 - ND? = KC? - KA? 

当然 ,这 个 时 候 如 果 直 接 硬 算 下 去 的 话 也 是 可 以 的 ,但 是 确实 有 一 个 好 些 
的 方法 . 图 -4-5-12 

注意 到 ME = AB,ND = CB. 
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所 以 只 需 证 明 AB? + KA? = BC? + KC2. 

这 个 是 显然 成 立 的 ,因为 都 等 于 直径 的 平方 . 

证 毕 . 

【评注 】 这 是 笔者 见 过 的 中 等 数学 上 的 一 道 题目 , 原 解答 很 复杂 ,用 三 角 计算 了 很 长 的 篇 幅 . 但 是 
使 用 了 定 差 短线 轨迹 就 显得 轻巧 许多 ,而 且 也 很 自然 . 

例 9 (1995. 全 国联 赛 二 试 第 三 题 ) 如 图 — 4 - 5 - 13, 3836 


ABCD HAWAO 与 各 边 分 别 切 于 E、F、G、H， 在 EF 与 GH 上 分 别 作 
OO 切线 交 AB 于 M, 交 BC 于 N, 交 CD 于 P, 交 DA 于 DD. 求 证 :MQ 
/ NP 
证 法 一 :( 平 面 几何 方法 ) 如 图 H 一 4 一 5 - 13, 分 别 连接 ACBD, 
其 交点 为 内 切 贺 贺 心 O 
设 MN 与 OO WF L, HIE OE, OM, OL, ON, OF, 并 设 
ZMOL = a, ZLON = ß, ABO = 9 
则 易 知人 EOM = a, Z FON = B, ZEOF = 2a +28 = 180° - 29 
ZBON =% -p-f =a 
LCNO = NBO + ZBON = ç + a = ZAOM 
又 LOCN = Z MAO, $i AOCN o AMAO 
于 是 AM-CN= CO: AO 
同 理 AQ: CP = CO: AO 
AM +: CN = AQ + CP 
又 LMAQ = LPCN, 有 人 AMQ co ACPN 
“LAMQ = LCPN. 从 而 ,MQ // NP 
证 法 二 :( 平 面 几何 方法 ) 设 AE = a,BE = b,ME = m,NF = n,GP = s,QH = t,W 
CF = CG = AH = AE = a 
DG = DH = BF = BE = b 
=ME+NF=m+n 
PQ=PG+QH= s+£ 
BM = BE - ME = b - m 
BN =BF-NF=b-n 
MQ // NPSZAMQ = Z CPN 


WI -4-5-13 


SAAMQ N ACPN 
AM _ CP 
PAQ 7 CN 
la+ m)(a + n) = (a + s)(a + t) 
Salm + n)+ mn = a(s + t) + st © 


另 一 方面 , 设 OO 的 半径 为 r， 

Sase = Ẹla + 6)sinZABC = r(a + b) 
即 sinZABC = 25 
Saar = SAhAwo + Samo t Sano + Sarm 


= Ta +m)+ 于 (a+) + 所 (a +n)+ 计 (5 一 m)(5 = n)sin ABC 
= [Ge +m + n) =m) =) ] 
同 理 可 得 
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e=) zD] 


Saan = [Ga +s +) + 


a+b 
A a „i 
从 而 Catmon) bbm bn tmn 
b- bs bt + st 


=(a+s+t)+ arb 


Salm + n) + b(m + n) +b? - bm — bn + mn 

=a(s+t)+b(s+t)+ b) —- bs— bt + st 

Salm + n) + mn 

=a(s+t)+ # 

@ 式 成 立 , 故 原 命题 成 立 . 

[E] 本 题 还 有 解析 几何 的 方法 ,请 见 第 九 讲 . 

例 10 (1996. 第 37 届 IMO 预 选 题 ) 设 H 为 人 ABC 的 垂 心 ， 
P 为 该 三 角形 外 接 贺 上 的 一 点 ,E 是 高 BH 的 垂 足 ,并 设 PAQB 与 
PARC 都 是 平行 四 边 形 ,AQ 与 HR 交 于 z. 证 明 :EX // AP 

ERMA I -4-5-14, 连 PR ZAC 于 M, 则 M 为 AC 中 
点 ,也 是 PR 中 点 , 作 A ABC 外 接 圆 的 直径 BD, ië DA 、DC .HA、 
HC. 

DA | AB,HC 上 AB 
DA // HC 

同 理 DC / HA 

故 四 边 形 AHCD 为 平行 四 边 形 , M 为 DH 的 中 点 ,于 是 四 边 形 
HRDP 为 平行 四 边 形 , 故 HR // DP. 

‘AX // BP,BP | DP 

“HR | QX, ZAXH = 90° 

又 “LAEH = 90° 

—A.H.E.X 四 点 共 圆 . 

“LAXE + LAHE = 180° 

而 LAHE = LACB = LAPB = LPAX 

故 人 AXE + 人 PAX = 180° 

“EX/ AP 

例 11 (1996. 全 国 高 中 联赛 二 试 第 3 题 ) 如 图 人 —4- 5-15, 图 工 -4-5-15 
@O, 和 @O: 与 AABC 的 三 边 所 在 直线 都 相 切 ,E、F、G 、H 为 切 点 ,并 且 EG 、FH 的 延长 线 交 于 P 点 . 
求证 :直线 PA 与 BC 垂直 . 

【分 析 】 这 题 非常 典型 ,有 许多 种 证 法 ,但 都 属于 前 面 所 说 的 二 类 , 即 平面 几何 方法 和 解析 几何 方 
法 .下 面 纯 平面 几何 的 方法 将 给 出 四 种 方法 ,解析 几何 将 给 出 两 种 方法 .开阔 思路 . 

证 法 一 :如 图 l| -4 一 5 一 16, 延 长 PA 交 BC FAD. HR PHF 
与 A ABD 的 三 边 延 长 线 都 相交 ,直线 PGE 与 A ADC 的 三 边 延 长 
线 都 相交 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 ,有 

AH BF , DP _ 


WI -4-5-16 


DF DE 

连接 O1G,O1E,O1A,02A,02H,02F. 则 O,AO, 为 一 条 直线 , 且 

OiG 1 GC,O;H | BH 

“AOAG 2 AO;AH 

.OA_AG_ DE 

`OH 7 AH DF 

于 是 AD/ OE 

故 AD EF, PA 上 BC 

证 法 二 :如 图 II - 4 - 5 - 17, 连 接 O,O,,@O, M OO, EP 
ARMA, 显然 OO: 过 A 点 . 设 O,O; 与 EG ZFA D, Etk 
O,E.O,B.BD.DH.O;H.O,F, i A ABC 的 内 角 为 ZA ZB, 
ZC,@O, EFUN, B CE = CG, ZCEG = 90' - 5. 同 理 ， 
BHF = 90 - <B 
ZO)DE = 180° — ZADE 

= 180° - (360° ~ ZDAB - ZABE - ZBED) 

-180 + (90° ~ <Á) + (80 - ZB) + (90° - 4E) 
o- 4B 
ZLOBE 

故 O1、E、B\D WARM, A 

LOiDB = 180' - ZO,EB = 90° 

LPDA = LOWDE = %' ~ <Ë = ZBHF 

因此 ,A、H、P\D 四 点 共 圆 ,有 

LAPH = ZADM 

Z0:HB = Z0:FB = ZO:DB = 9%° 

È B.D.H.O;.F HARM, A 

LADH = Z0,FH 

由 人 APH = 人 O2FH 可 得 PA // OF 

显然 ”OF | BC 

故 PA L BC 

如 下 的 证 法 三 和 证 法 四 采用 的 都 是 同一 法 但 是 归纳 的 着 眼 点 是 不 同 的 ,而 且 各 有 新 意 ,介绍 如 下 : 

证 法 三 :如 图 I - 4- 5 一 18, 作 PM L BC,AN | BC,M、N 分 别 为 生 
足 , 则 原 命题 等 价 于 :M、N 两 点 重合 , 记 人 ABC 的 三 个 内 角 分 别 为 CA、 
BC, 三 边 长 分 别 为 abc 

@O 是 A ABC 的 旁 切 圈 , 故 H 


CE = 0G=4la+b+e) 


" 


P 


ZE = %9- 4E 


同 理 BF = BH = (a + b+) 
I MI -4-5-18 
ZF = %'- +ZB. 


APEF 中 ,ZEPF = 180' - ZE - ZF = 9 - 
EF = EC + BF- BC = b+c 


HERESY 
PE _ EF 
sinF sin EPC 
B. S: 
en Neel 
故 EM=PE'cosE=(+c) 一 AAA A 
人 


š R X A ABC 的 外 接 圆 半径, 则 
BM = EM - EB = EM - (EC - BC) 
C+B ，，C-B 


sn +sin X 
= 2R(sinB + sinC) .一 2 
2 4 
pic BB-C.m te +t p, 
= 2R + 2sin os 2 EX A Ta 
2sin 
2 


= 2R » [sinB + sinC + sin(C ~ B)] = Ë +-S—<4 
R[sin(C - B) - sin(C + B)] 
2RsinC + cosB 
= c * oB = BN 

故 M.N 两 点 重合 ,…PA 上 BC 

证 法 四 :如 图 H -45-19 所 示 , 作 AD L BC , 设 直线 DA 分别 与 BG、FH 交 于 点 Pi、P2, 连 OC, 
OIC 与 EC 交 于 点 M, 则 我 们 只 须 证 明 P, P: 的 两 点 重合 , 即 DP, = DP; 

CE、CG 是 日 O1 的 两 条 切线 ,人 CMG = 90* = 人 CDP1, 故 C、D、 


1 PIP) 
MP, 四 点 共 园 ,人 DP1E = DOO; = + ZACB 
另 一 方面 , 设 公 ABC 的 三 边 长 为 4.b、c ,Oi 是 人 ABC 的 旁 切 圆 , 故 R y 
Œ= Alatt) =s es. w 0 
DE = CE - CD = s — boosC N 
° a A =. 
=s-b et 
= Gs-b)(0 +e) 
a WI -4-5-19 
因此 
s=b)' (+c 
DP, =- E -= a 
1 tanZDPE <ACB 
aR 
bte /oo 
a s-a 
(s= e)(b +c) 
Dei a 
2 = tan DPF ZABC 
wa 2 
_ b+c fsGs— b)G = c 
— a s-a 


故 DP, = DP;,P, 与 P, 两 点 重合 ,有 PA L BC 

[E] 本 题 还 有 两 种 解析 法 ,请 见 第 九 讲 . 
本 .线段 的 比例 式 或 等 积 式 

例 12 如 图 I -4-5-20.O0 是 人 ABC 的 外 接 圆 ,点 1 是 它 的 内 
心 ,射线 AI,BI, CI 各 交 对 边 于 点 DE、F ,射线 AD、BE、CF &% OOF 
ABC. 

RİE:AA’ » ID = BB + IE = OC + 

证 阴 : 如 图 H -4-5-20 作 QO 直径 AG,IK | BC 于 点 K, 设 OO 
半径 为 R, 人 ABC 内 切 圆 半径 为 r, 则 AG = 2R,IK = r 

“1 是 全 ABC 的 内 心 

“LBAN = LCAN 
C=>A'G | BC 
X IK | BC,..IK // A'G 
MATTA, RA IDK co Rt A‘GA 


= 4 = AKAN + ID = AG - IK = 2Rr 


同 理 可 证 BB': IE = 2Rr,CC IF = 2Rr 
故 AA’ » IB = BH'-+ IE = CC + IF 
( 找 此 题 的 本 原 证 法 ( * )) 
例 13 〈2002. 全 国 高 中 数学 联赛 加 试题 一 ) 如 图 — 4 - 521 £ AABC 
中 ,LA = 60",4AB > AC, 点 O 是 外 心 ,高 BE,CF 交 于 点 H, M.N 分 别 在 
RB BH, HF 上 , 且 满足 BM = CN kR MH + NH ttg, 
解 :如 图 由 -4-5-21, 在 BE 上 取 BK = CH, 连 结 OB,OC,OK. 由 
三 角形 外 心 的 人 性质 知 人 BOC = 2ZA = 120", 由 三 角形 甜心 的 性 质 知 
BHC = 180' - ZA = 120° 
于 是 ”ZBOC = ZBHC 
# B.C.H.O WAH. 图 -4-5-21 
从 而 ,人 OBH = ZOCH 
又 OB = OC,BK = CH, 有 人 BOK 2 ACOH 
LBOK = LCOH,OK = OH 
LKOH = 人 BOC = 120°, LOKH = LOHK = 30° 
观察 和 OKH ,二 2 => giu KH = V3OH 
X BH = CN,BK = CHM KH =NH 
MH + NH = MH + KM = KH = /3OH 
& M a 


例 14 〈2001. 加 拿 大 数学 竞赛 集训 队 试题 ) 设 P.Q 是 A ABC 内 两 点 ,人 PAB = ZX QAC, Z PBC 
= 人 QBA, 人 PCB = 人 QCA,R,Sa 表示 全 ABC 外 接 圆 半径 和 面积 ,求证 : 

AP'.4Q.BC+BP.HQ.AC+CP.CQ.A4B=4R.Se 

[E] 首先 给 出 一 个 概念 :满足 题 设 条 件 的 两 点 P,Q 称 为 ABC HERNA. 


证 明 :如 图 下 -4 一 5 -22 设 DD 是 射线 AQ 上 的 点 , 且 使 得 人 ACD = 人 APB, 又 因为 人 APB > 
一 ACB , 则 有 点 D 必 在 A ABC 的 外 部 . 


LPAB = ZCAD 
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m AB_ AD BD 

因为 LCDA = ZXPBA = 人 QBD 

所 以 ,B、Q、C、D 四 点 共 圆 . 

由 托 勒 密 (Ptolemy) 定理 ,有 

BC*DQ= ER.cD+BD: CQ 

即 BC. (AD - AQ) = BQ -CD + BD - CQ 
HDORA 


AP 
将 @ 中 各 式 代 人 回 , 得 
BC- (ac - aQ) = 二 -AC , CP- OQ: AB 


Ep AP : AQ > BC + BP + BQ - AC + CP : CQ : AB = AB - BC - CA 
_ AB: BC: CA 
由 于 s. = B: DÇ 
故 题 设 结论 成 立 . N 
例 15 (第 34 届 IMO 预选 题 ) 设 点 D 和 已 是 人 ABC HBC 上 A 
的 两 点 ,使 得 ¿BAD = 人 CAE. 又 设 M 和 NN 分 别 是 人 ABD、 人 ACE ` 


的 内 切 加 与 BC WIARE: + 去 = RE + RE 


È <q S$: 
证 明 :如 图 卫 -4- 5 -23,I8: B + MD = MB MD: NC * NE 
CE 
= 故 只 须 证 明 : 
INCS NE B MD EN C 
BD + NE + NC = CE + MB. MD ° 
因为 M 和 NN 分 别 为 人 ABD、 公 ACE 的 内 切 图 与 BC 的 切 点 , 故 有 图 -4-5-23 
= 十 (AD + BD c) 
MB = 二 (e+ BD - AD) 
NC = 二 (b+ CE -AE) 
= 二 (AE+ CŒ- b) 
© RRA O RE 
BD + (AE + CE - b) ° (b + CE - AE) = CE + (c + BD - AD) + (AD + BD - c), Bl 
BD(CE? - b? — AE? + 2b - AE) = CE(BD2 - c? — AD? + 2c - AO) ° 


W Z BAD = ZCAE = a,f#£ A ABD, A ACE 中 运用 正 豆 定 理 得 . 


BD + AEsinB - CE + AD + sinC,b - BD - AE = c + CE + AD © 
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将 @ 代 入 人 @ 式 可 知 只 须 证 明 : 


BD(CE? - b? ~ AE?) = CE(BD? - c2 — AD?) @ 
fE A ABD, A ACE 中 运用 正弦 定理 有 
Œ AE ë 
b- AE 
图 x 回 即 得 图 式 . 
V. 直线 与 圆 相 切 


例 16 (2002 年 4 月 21 日 至 29 日 ,第 28 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 十 一 
年 级 第 6 题 ) 设 ABCD 为 图 内 接 四 边 形 , 它 的 两 条 对 角 线 AC 和 BD 相交 于 
点 O, 而 入 ABO 的 外 接 贺 与 ACOD 的 外 接 贺 相 交 于 点 K ,已 知 点 使 得 
ABLC 与 人 AKD 对 应 相似 .证 明 , 如 果 BLCK 为 凸 四 边 形 ,那么 , 它 必 为 
圆 外 切 四 边 形 . 
证 明 :如 图 [ - 4- 5 - 24. 假 设 点 K 位 于 A AOD 内 部 (其 余 情形 类 
似 可 证 ), 设 L L 关于 BC 的 对 称 点 , 则 有 LBO = ZOBC - 
ZL'BC = ZOBC - Z LBC 
但 ABCD 为 图 内 接 四 边 形 ,有 ZOBC = ZOAD, X ABOK 为 贺 内 接 Š 
四 边 形 , 则 WI -4-5-24 
Z L'BO = ZOAD - ZKAD = LOBK 
同 理 可 证 ”ZLCO = ZOCK 
又 因 CDKO 为 圆 内 接 四 边 形 , 则 有 
LBKO = 人 BAO = 人 CDO = LCKO 
如 图 H - 4 - 5 - 25 观察 四 边 形 BL'CK , 设 BL’ 与 CK 
相交 于 点 N, BK 55 CL” 相交 于 点 M, 由 于 CO 是 人 MCK 的 
平分 线 ,而 点 O 到 四 边 形 ML'NK 四 边 的 距离 相等 , 故 为 其 内 
切 圆 圆心 . 设 其 内 切 贺 分别 与 边 ML ,LN,NK ,KM 相 切 于 
点 P,Q,R,T, 则 有 
CK + BL’ = (CR + KR) + (BQ -LQ) 
= CP + KT + BT - L'P 
= (KT + BT) + (CP - LP) 图 -4-5-25 
= KB + CL 
这 表明 CK + BL = KB + CL 
故 知 BLCK 为 圆 外 切 四 边 形 . 
【评注 】 (1) 此 题 最 后 用 到 定理 :对 边 和 相等 的 凸 四 边 形 必 为 圆 外 切 四 边 形 . 
(2) 这 个 定理 是 “ 贺 外 切 四 边 形 对 边 和 相等 " 的 道 定理 
例 17 (第 39 届 IMO 预 选 题 8) 设 和 人 ABC 满足 ZA = 90, ZB < ZC, A fE A ABC HEI W 
的 切线 , 交 直 线 BC 于 DD. 设 A 关于 直线 BC 的 对 称 点 为 E, 由 A 到 BE 所 作 垂 线 的 垂 足 为 X,AX 的 中 点 
为 Y,BY 与 W 交 于 Z 点 .证 明 直 线 BD 为 A ADZ 外 接 贺 的 切线 . 
证 明 一 :如 图 ll — 4 - 5 - 26 所 示 , 设 GA 为 A ABC 外 接 回 的 直径 ,H 为 AE 与 BD 的 交点 . 因 Z 
B < ZC,# B.G fE AE 的 同 侧 . š 
由 于 人 AEG = 90' = ZAXB,Z AGE = ZABE = 人 ABX, 则 AAGE o & ABX 
ik LGAE = ZBAX GÀ = AE 
因为 H.Y 分 别 为 AE、AX 的 中 点 , 则 


AE _ AH 所 
AX = Ay ,所 以 AAGHc AABY 


故 LAGH = ZABY 

设 GH # w FZ, 

Z ABZ' = ZAGZ' = ZABY = ZABZ 

故 Z 与 Z 重合 ,从 而 G.H.Z 三 点 共 线 . 

因为 LAZH = ZAZG = 90",AD、DE # W 的 切线 ,所 以 

LDAZ = LAEZ, LDEZ = ZEAZ 

LDHZ = 9%° - LAHZ = LEAZ = LDEZ 

故 ZHED 是 圆 内 接 四 边 形 . 

有 ~ZDH = ZXZEA = ZDAZ 

从 而 ,DB 为 人 ADZ 外 接 圆 的 切线 . 

证 法 二 :如 图 卫 -4-5~27 所 示 , 连 AE 交 BZ 于 M, 连 ZE、 
2C, 在 AAXE 中 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 得 


即 AM _ 


HEDERA 

AZ: BE + AB + EZ = AE > BZ 

IË AE = 2ABsin0 = 2BEsin0, 代 入 上 式 得 

AZ + EZ = 2BZsing o 
X 人 AZM = 人 EZM ,由 角 平 分 线 定理 得 


EZ = ME = 20 


HERRA 上 ,可 得 能 = 25n c20 

H Z ABC = 6, 可 得 人 CAD = 0, ZADC = 90" - 20 

X. AC = BCsing, 从 而 ,他 = 32 0x20 

mu -E-E ° 

由 L2BD = LCAZ Ë Q SI, A ZBD co AZAC 

于 是 ZZCA = ZZDB 

X ZZCA = ZABZ = LZAD, 所 以 ,LZAD = ZZDC 

从 而 命题 得 证 . 

例 18 《第 40 届 MOME S) 两 个 加 和 ,被 包含 在 图 rA RANSA 厂 相 切 于 两 个 不 同 的 
点 MFN. P, 经 过 的 圆心 .经 过 Pi 和 py 的 两 个 交点 的 直线 与 下 相交 于 点 A MB, HR MA 和 MB 
分 别 与 Pi 相交 于 点 C 和 DD. 

证 明 :CD 与 相 切 . 

证 法 一 :(1) 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 已 知 加 厂 ,被 包含 在 国内 且 与 让 相 切 于 U 点 , 厂 的 一 条 弦 PQ 与 Pi 相 切 于 V 点 . 设 W 3 


Page EEN 


厂 上 不 包含 U 点 的 PQ 的 中 点 . 则 U、V、W ZARR, HA WU - WV = WP? 
引 理 的 证 明 : 如 图 H -4 一 5 一 28 所 示 , 以 U 点 为 位 似 中 心 , 将 圈 
Ti 变 为 圆 的 位 似 变换 把 PQ ERT 的 一 条 平行 于 PQ 的 切线 ,就 是 


U 
经 过 W 点 的 切线 .因此 ,U、V、W 三 点 共 线 . 
又 因 LQPW = LWUP, 攻 人 UWP co APWV. + WU - 
WV = WP? Q "” 


(2) 例 18 的 证 明 :如 图 -4 一 5 一 28(1) 所 示 , 设 O, .O, 分 别 为 图 、 
的 圆心 ,ti 和 +2 为 它们 的 两 条 公 切 线 . 设 a、p 分 别 为 图 厂 上 如 同 引 理 那 


样 被 tinta 截 出 的 弧 . 

根据 引 理 , 弧 a 8 的 中 点 关于 圆 N T 的 笑 相 等 ,所 以 它们 落 在 w 
DTi D: 的 根 轴 上 .这 说 明 点 A MBAHEN a 和 有 的 中 点 .又 由 引 理 可 图 T_4_-5_28 
知 CD 分 别 为 tl 和 t 在 Pi 上 的 切 点 . 


+ H EVA M 为 位 似 中 心 ,将 D 变 成 荆 的 位 似 变换 , 则 H 8 CD 变 成 AB. 于 是 AB // CD, 这 说 明 
CD L 010, B O; Ë T, 上 某 一 段 CD 弧 的 中 点 . 

记 X 为 fE Pi 上 的 切 点 , 则 ZXCO; = + ZCO,O, = 入 DCO;. 因 此 O, 在 ZXCD 的 角 平 分 线 
上 ,进而 证 得 CD 与 Ts 相 切 . 


图 工 -4-5-28(2) 
图 -4-5-28(1) . 


证 法 二 :如 图 lÍ - 4 - 5 — 28(2) 所 示 . 设 圆 O、 圆 O, M O, 的 半径 分 别 为 rri、r2, 人 OO10 = a, 
则 

El O 的 方程 为 z? + 2 = rl 

B O; 的 方程 为 (z — ricosa)? + (y — risina)? = 3. 所 以 ,图 O, 与 0; 的 根 轴 AB 的 方程 为 zz + 
32 — rl = (= — ricosa)? + (y — risina)? — r 


即 2ri(cosa + x + sina + y) + r} - 2r} = 0 
XM O 5M0, 关于 M 点 成 位 似 图 形 (位 似 比 为 二 ), 且 M(- 71,0), 所 以 CD 的 方程 可 由 AB 方程 


中 的 x+ riy yp Rue L r) DAR, rloa - (z + r) + sina + y] + rå- 2rÍ — 2resa = 0 亦 
m 
2r(cosa * z + sina * y) + rŠ — 2r? + 2rricosa -2ricosa = 0. ° 
在 人 AO01O0; 中 ,27i(r - ri)cosa = r? + (r-ri)? - (r-r)? =2r} - rà +2rra-2rr RAO 
得 CD 方程 :cosa * z + sina * y + rz — ri = 0, 则 O; 到 CD 距离 为 4 = rz, 即 CD El O, 相 切 . 
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M. 竞赛 数学 中 几何 命题 的 等 价 性 

例 19 (1999. 中 国 数学 冬令 营 联赛 试题 一 ) 如 图 上 [ 一 4 一 5 -29， 
在 锐角 公 ABC 中 ,LC > LB, 点 DD 是 边 BC 上 一 点 ,使 得 Z ADB 是 
tifi, H J: A ABD 的 垂 心 ,点 F 在 入 ABC 的 内 部 且 在 人 ABD 的 外 接 
圆周 上 .求证 点 是 A ABC 的 垂 心 的 充 要 条 件 是 :HD // CF B H fE 
A ABC 的 外 接 圆周 上 . 

证 明 :首先 指出 一 个 简单 有 用 的 结论 : 设 在 人 UVW 中 ,UVW 
和 Z VWU 均 是 锐角 , 则 

“点 P 是 人 UVW 的 重心 忆 UP | VW, 并 且 人 VPW = x ~ 
Z vUw"”. WI -4-5-29 

下 面 用 此 结论 证 明 本 题 

(1) 先 证 必要 性 ,已 知 HD // CF, 而 是 为 全 ABD $ù, R DH | AB, 所 以 CF | AB, B) H fE 
A ABC 的 外 接 加 上 . 

LAFB = LADB = z - ZAHB = z - ZACB 

所 以 ,点 下 是 A ABC 的 重心、 

(2) 再 证 充分 性 .因为 下 是 A ABC 的 垂 心 ,所 以 CF | AB, 而 DH | AB, 所 以 HD // CF, 且 有 

LACB = x- ZAFB = x- ZADB = ZAHB 

所 以 ,A、B.C.D 共 贺 . 

由 (1),(2) 得 ,本 题 结论 成 立 . 

【评注 】 ”本题 结论 可 以 加 强 为 :“F 是 A ABC 垂 心 的 充 要 条 件 是 :HD 从 CF B H HE A ABC 的 外 接 
BE". 

证 明 ; 必 要 性 的 证 明 没有 变化 ,只 需 证 明 充 分 性 . 

设 A ABC 外 接 回 为 @O, 连 AO 并 延长 交 @O 于 E, 连 BE CE.EH、BF, 则 BE | AB,EH | AH, 
EC L AC, 而 CF | AB, BD | AH, BF | AC,HD | AB, 所 以 BE // CF // DH,CE // BF, BD // EH, 
所 以 BECF , BEHD 均 为 平行 四 边 形 ,所 以 BE / DH LCF ,由 原 题 的 充分 性 证 明知 :H 在 人 ABC 的 外 接 
圆 上 ,所 以 加 强 命题 的 充分 性 成 立 , 所 以 加 强 命题 成 立 . 

例 20 〈1997. 全 国 高 中 联赛 二 试题 1) 如 图 上 一 4-5-30, 已 知 两 个 
半径 不 相等 的 OO, 与 O0: 相交 于 M.N 两 点 , 且 @O,.GO; 分 别 与 
OO 内 切 于 S、T 两 点 .求证 :OM LMN 的 充分 必要 条 件 是 SN、T 三 点 
共 线 ， 

证 法 1: 如 图 有 -4 - 5- 30,8 OO, 00:00 的 半径 分 别 为 m、 
rar. HRIH OOS EARR, O02, T EARR, H OS = OT = r. 
连接 OS.OT.SN.NT.O,M.O,N.O;M.O;N.O,O;. 

充分 性 , 设 S.N.T 三 点 共 线 , 则 ZS = ZT. 又 AOSN 与 
AONT 均 为 等 腰 三 角形 .故人 S = ZO INS.ZT = LONT 

于 是 LS = ZXO)NT,ZT = COINS 

从 而 ON // OS,O,N // OT 

故 四 边 形 OO, NO; 为 平行 四 边 形 . 

因此 得 出 : 

OO, = ON = r; = MO:.OO, = ON = ri = MO, 

# AO,MO 2 AO;OM 

从 而 ”Sao,mo = Sao,om 由 此 得 O,O; // OM 

又 由 于 OO | MN, 故 OM | MN 
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必要 性 , 若 OM L MN,OIO: | MN, 有 O10; // OM. 从 而 ,Saolwo = Sao,om 

设 OM = a, 由 OUM = ri,O,O = r - ri,O;O = r - rx,O,M = mm 知人 OUMO 与 AOOM 
的 周 长 都 等 于 a + r, 记 户 = HH 

由 三 角 面 积 的 海伦 公式 ,有 

Saowp = V plp- r)(p r t r)(p - a) 

Vpl- r2)(p- r+ r)(p a) 
= Sao,om 

化 简 得 Ci- r)(r- ri - r) = 0 

XBA ri ruf r= rit r> 

Ë O,.O = r- n = m = O)N,O;O = r - rx = r = O,N 

所 以 ,OO1NO, 为 平行 四 边 形 . 

ZO,NS + ZS = 180 = LONT + ZT 

又 全 OISN 5 AONT 均 为 等 腰 三 角形 ,LT = ZO,)NT,ZS = LONS 

“LONO: + 2LS = ZO;NS + ZS = LOINT+ ZT = ZO,NO, +2ZT 

即 LS= ZT 

于 是 LOINS = 人 ONT 

故 ZOINS + ZONO, + ZONT = ZSNO, + ZS = 180° 

所 以 ,SN、T ZARR. 

证 法 二 :如 图 有 [ -4-5-31 所 示 , 由 已 知 条 件 O.OI、S 三 点 共 线 ,O、O,、T 三 点 共 线 .延长 MN 交 
OO FKP, S OO, 的 切线 SQ ,过 工作 OO 的 切线 TQ, 由 蒙 日 定理 三 条 根 轴 交 于 一 点 Q, 即 
M.N.Q 三 点 共 线 . 

充分 性 : 车 SN、T 三 点 共 线 

QS QT 为 切线 
LTS = ZSTQ 

* OS | SQ,OT | TQ 

… O.S.Q.T RE 

… ZTSQ = ZTOQ 

X “© ZSTQ= ZTMQ 

^ OJMT.Q 共 加 ID 

= OTL LTR NE N T 

ZOMN = 90° <7 
必要 性 : 车 人 OMN = 90° 

` OS L SQ,OT 1 TQ 

ZOSQ = ZOTQ = ZOMQ = %'° 图 工 -4-5-31 
O.M.T.Q.S EARN 
延长 TN 交 @O 于 Si, 交 OMTQS 所 确定 的 贺 于 S,, 则 
SIN' NT = PN : KN,S;N .NT = MN - QN 
OMN = 90° 
OM L KP, 从 而 有 MK = MP 
由 于 QP'QK = QS = QN - QM 
QP - (QM + MP) = (PQ + PN) . QM 
QP : MP = PN :- QM 
(QN - PN)(MN + PN) = PN(QN + MN) 
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QN : MN = PN - MN + PN - MN + PN? = PN(MN + NP) + PN + MN 
= PN(MK + MN) = PN - KN 
有 SIN:-NTI = SN-NT,-. SIN = SN 
即 S 55S 重合 
而 S 是 点 QQ 与 ©O 的 交点 
no Si = S; = S, 即 S.N.、T 三 点 共 线 
例 21 题目 2003 年 中 国 数学 奥林匹克 第 一 大 题 ,内 容 见 本 讲 开始 的 “ 知 p, 


识 ,方法 ,技能 ” 中 的 叙述 . B G 
证 明 :首先 证 明 A IA, 三 点 基线 => ¿BAC = 60° i 
WE H - 4-5- 32,8} OX A ABC 的 外 心 , 连 BO, CO. W Z BHC = Ai 

180° - Z BAC 
LBAIC = 2(180° - ZBHC) = 2 BAC. BI -4-5-32 


因此 ,人 BAC = 60'S Z BAC + ZBA,C = 180° 

A, fE A ABC 的 外 接 贺 OO E. 

SAI 5AA, 重合 . 

SALA ZARR. 

其 次 ,再 证 Sann, = Sacc, ®LBAC = 60° 

fE IP | AB 于 点 P,IQ LAC 于 点 Q, 则 

Saa, = + IP + AB: + + IQ - AB. D 
设 IP = r(r 为 人 ABC 的 内 切 圆 半径 ), 则 JQ = r 

X BC = a,CA = b,AB = c, 则 r = 2Saax. 


arbre 
注意 到 ”Sangp, = AB, + AB; * sinA @ 
i O.O Ë AB, = $ ,2AB; ° sinA = h, = Seac 
# AB. (25au 3, 2Some = p. ose 


a+b+c a+tb+<c 
则 ABs = 十 全- 
同 理 AC: 四 
由 Same, = Saatc ,有 Sans: = Saano, 
于 是 w- = 


atb-c atc-b 
即 oz = b? + c? -二 由 余弦 定理 ,BAC = 60° 


95.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. (1983. 48 24 Jš IMO 试题) 已 知 A 为 平面 上 两 个 半径 不 等 的 圆 O, 和 圆 O, 的 一 个 交点 ,两 圆 的 外 
公 切 线 分 别 为 Pi Q, PQ 的 中 点 .求证 人 O1AO; = ZM AM; 


2. 合 ABC WIF @O, Z BAC < 90°, ù} B.C 两 点 OO 的 切线 交 于 P,M 为 BC 中 点 .求证 : (1) 


AM = ow BAC;(2) LBAM = LPAC 


3. (35 10 Jš IMO) 证 明 :惟一 存在 三 边 长 为 连续 整数 且 有 一 个 角 为 另 一 个 角 的 两 倍 的 三 角形 . 


“4.01999 越南 数学 奥林匹克 ) 已 知 A'、B'、C ”分别 是 AABC IHRM ERES A,B,C 的 弧 BC、CA、 


AB 的 中 点 ,BC 分 别 和 C'A“、A'B' 相交 于 M、N 两 点 ,CA 分 别 和 A B B'O 相交 于 P、Q 两 点 ,AB 分 别 
和 BC C'A 相交 于 R、S 两 点 .证 明 :MN = PQ = RS 的 充 要 条 件 是 作 ABC 为 等 边 三 角形 . 


5.( 第 37 届 IMO 中 国 国家 队 选拔 试题 1) 以 人 ABC 的 边 BC 为 直径 作 半 轿 ,与 AB、AC 分 别 交 于 点 
DME, Ñ$ D,E fE BC HER, EENIA F.G. RB DG EF 交 于 点 M. 求 证 :AM 上 BC 


6.8 32 š IMO BUGARE) E A ABC 中 ,已 知 ZA = 60", 过 该 三 角形 的 内 心 了 作 直 线 平行 于 4C 交 
AB 于 F. 在 BC 边 上 取 点 P 使 得 3BP = BC. 求 证 :人 BFP = + ZB 


7.( 第 21 届 全 俄 中 学 生 数学 奥林匹克 第 五 阶段 试题 ) 半圆 圆心 为 O, 直 径 为 AB ,一 直线 交 半 圆 于 
C.D,# AB +M(MB < MA,MC < MD). i K E: AAOC 5 A DOB 的 外 接 圆 除 点 O 外 之 另 一 交点 . 
求证 :人 MKO 为 直角 . 


8. (38 31 届 IMO 预选 题 ) 求证 : 若 一 个 图 外 切 四 边 形 有 两 条 对 边 相等 , 则 圆心 到 另外 两 边 中 点 的 距 
离 相等 . 


9.( 第 12 必 1MO)M 为 人 ABC 的 边 AB 上 任 一 点 ,ri、r2、r 分别 为 人 AMC、 公 BMC、 公 ABC 的 内 切 


圆 半径 ;pl .oa、p 分 别 为 这 三 个 三 角形 的 旁 切 加 半径 (在 ACB 内 部 ). 求 证 :5 . r == 


10. (385 38 Jü IMO fi #& Bš) Ë D J: A ABC 的 边 BC 上 的 一 个 内 点 .AD 交 公 ABC 外 接 圆 于 X,P、Q 
Æ X 分 别 到 AB MAC 的 垂 足 , 是 直径 为 XD HA. WEH: PQ 与 矿 相 切 当 且 仅 当 AB = AC. 


11.(1985. 第 28 届 IMO 试 题 ) 设 公 ABC ,一 个 以 O 为 圆心 的 圆 经 过 顶点 A 及 C ,又 和 线段 AB 及 线 
Pt BC 分 别 交 于 点 K Ë N , A ABC, AKBN 的 外 接 圆 恰 相交 于 已 和 另 一 点 M. 求 证 ;一 OMEB 为 直角 . 


12. (蝴蝶 定理 ) 若 AB 是 贺 的 弦 , M 是 AB 的 中 点 ,过 M 任意 作 弦 CD 和 EF, 连 CF, DE ,分 别 交 AB 
+ X.Y,W MX = MY z 


BB 组 


1.( 第 37 届 IMO 预 选 题 ) 设 全 ABC 是 锐角 三 角形 , 且 BC > CA ,O 是 它 的 外 心 ,H CHEO, F 
是 CH 的 垂 足 ,过 下 作 OF 的 垂 线 交 边 CA 于 P. 证 明 :人 FHP = 人 BAC 


2.(1989. 第 23 届 全 苏 中 学 生 数 学 竞赛 十 年 级 试题 ) 在 A ABC 的 边 AB、BC 和 CA 上 分 别 取 点 D、E、 
F,f# DE = BE,FE = CE. 求 证 :人 ADF 的 外 接 加 的 圆心 在 人 DEF 的 平分 线 上 . 


3.( 第 41 届 IMO 试 题 ) Il r, AA 相交 于 点 M AN, RAN fall 厂 ,的 两 条 切线 中 距离 M 
较 近 的 那 条 公 切 线 .1 SIB] P, 相 切 于 点 A ,与 圆 M 相 切 于 点 B. 设 经 过 点 M 且 与 1 平行 的 直线 与 加 
还 相交 于 点 C, SA T; 还 相交 于 点 D. 直线 CA 和 DB 相交 于 点 巨 ,直线 AN 和 CD 相交 于 点 已 ,直线 BN 
和 CD 相交 于 点 QQ. 证 明 :EP = EQ 


4. (第 38 届 IMO 预选 题 ) ÆN 厂 上 取 四 个 不 同 的 点 A、B、C.、D, 使 人 BCD 不 为 直角 .证 明 ， 
(a) AB.AC 的 垂直 平分 线 分 别 与 直线 AD 交 于 点 W 和 V, 且 直线 CV 和 BW 交 于 一 点 Ti; 
(b) 线段 AD、BT 和 CT 中 某 一 条 线段 的 长 度 是 另 两 条 线段 长 度 之 和 . 


5. (38 37 届 IMO 预选 题 ) 设 H X A ABC 的 重心 , 为 该 三 角形 外 接 贺 上 的 一 点 ,E 是 高 BH Hi 
足 ,并 设 PAQB $ PARC 都 是 平行 四 边 形 ,AQ 与 HR XFX. WEH: EX // AP 


6. 凸 四 边 形 ABCD 外 切 于 @O,AB,BC,CD,DA 上 的 切 点 分 别 为 E,F,G,H, 直 线 HE 于 FG 交 于 
P. 求 证 :OP | AC 


7.(1990. 第 31 届 IMO 试 题 ) 在 加 中 ,两 条 弦 AB、CD 相交 于 EE 点 . M 为 弦 AB 上 严格 在 E.B 之 间 
的 点 .过 D.E M 的 加 在 E 点 的 切线 分 别 交 直 线 BC、AC FFG. EMM = +, 求人 (用 + 表示) 


8.( 第 39 届 IMO 试 题 ) 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,两 对 角 线 AC 与 BD 互相 垂直 ,两 对 边 AB 与 DC 不 平 
行 .点 为 线段 AB 及 CD 的 垂直 平分 线 的 交点 , 且 P 在 四 边 形 ABCD 的 内 部 .证 明 :ABCD 为 加 内 接 四 
边 形 的 充分 必要 条 件 是 A ABP 与 A CDP 的 面积 相等 . 


9.(2000.IMO 中 国 国家 队 选 拔 试题 ) 如 图 四 -4-5-32, 在 全 ABC 中 ， 
AB = AC ,线段 AB 上 有 一 点 ,线段 AC 延长 线 上 有 一 点 E, 使 得 DE = 
AC. 线 段 DE 与 人 ABC 的 外 接 圆 交 于 点 T,P 是 线段 AT 的 延长 线 上 的 一 点 . 
证 明 : 点 PP 满足 PD + PE = AT 的 充分 必要 条 件 是 点 已 在 全 ADE 的 外 接 贺 
E 


WN -4-5-33 
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面积 问题 与 面积 方法 


$6.1 知识 \ 方 法 技能 


由 于 平面 上 的 凸 多 边 形 都 可 以 分 割 成 若干 三 角形 , 故 在 面积 公式 中 最 基本 的 是 三 角形 的 面积 公式 . 
它 形式 多 样 ,应 在 不 同 场 合 下 选择 最 佳 形式 使 用 . 
I . 设 人 ABC,a、b、c 分 别 为 角 A、B、C 的 对 边 ,h。 为 a 边 上 的 高 ,R、r 分 别 为 人 ABC 外 接 圆 \ 内 切 


国之 半径 ,p = +(a + b + c). 则 人 ABC 的 面积 有 如 下 公式 
MW Sange = Fah 


O) Saase = F absinC 
(3)Saaac = rp 
(4)Saasc = V p- a)(p = 6X- c) 
(5)Saagc = 2R?sinAsinBsinC 
_ abc 
4R 
(7)Samc = Erald +e- a) 


(6) Saas 


(8) Saane = F R?(sin2A + sin2B + sin2C) 

OSa = BTO 

T. 除 上 述 三 角形 面积 公式 外 ,还 常用 到 以 下 面积 定理 : 

(1) 一 个 图 形 的 面积 等 于 它 的 各 部 分 面积 之 和 ; 

(2) 两 个 全 等 形 的 面积 相等 ; 

(3) 等 底 等 高 的 三 角形 .平行 四 边 形 梯形 (梯形 等 底 应 理解 为 两 底 和 相等 ) 的 面积 相等 ; 
(4) 相似 三 角形 面积 比 等 于 相似 比 的 平方 ; 

(5) 等 底 (或 等 高 ) 的 三 角形 ,平行 四 边 形 、 梯 形 的 面积 比 等 于 其 所 对 应 的 高 (或 底 ) 的 比 ; 
(6) 共 边 定理 . 

若 直线 AB 与 PQ 交 于 点 M, 则 有 


SAKR 


图 工 -4-6-1 
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Saras _ PM 
Saaw ` QM 
【评注 】 这 是 一 个 极为 重要 的 定理 ,可 以 说 是 面积 法 的 顶 梁 柱 ,虽然 看 起 来 是 很 普通 的 事 ,实则 它 
有 着 极为 深刻 的 内 含 :等 式 左边 是 一 个 和 M 根本 无 关 的 式 子 , 而 右边 却 可 以 得 到 一 个 确定 M 位 置 的 式 
子 .用 这 个 式 子 就 好 像 使 用 狙击 枪 一 样 , 可 以 在 根本 不 需要 接近 对 手 的 时 候 就 把 对 手 搞定 . 
要 注意 的 还 有 一 点 , 即 选择 A RB 的 时 候 尽量 不 要 让 A 和 B 在 直线 PQ 上 ,否则 会 大 大 影响 共 边 定 
理 的 效用 . 
(7) 定 比分 点 定理 . 
M 是 线段 PQ 上 一 点 ,满足 MP : MQ = ), 则 P, 


S. tà's. 
= Saam t 2 Sang 
Saam = ET 9 


特别 的 , 当 = 1 时 ， 


S. +S 
Saam t Saaga 
Sana = > 人 = 


2 
[评注 】 这 个 定理 是 对 共 边 定理 中 处 理 面积 积 计算 所 不 够 强大 
的 一 面 的 一 个 补充 ,M 可 能 是 一 个 感觉 上 悬空 的 点 ,用 这 个 式 子 可 以 B 
把 和 M 有 关 的 面积 转化 一 下 . arak 
(8) 共 角 定理 
# /ABC 和 ZA BC 相等 或 互补 , 则 
Saa _ _AB .BC 
Saagc AB BC 


BE) CBA C e 
0 @ 
EI -4-6-3 


【评注 】 其 实 共 角 定理 就 是 S< = 十 absine 的 一 个 简单 推论 ,我 们 可 以 考虑 用 正弦 定理 来 代替 之. 

焉 .初次 面 对 这 些 很 卫生 的 东西 可 能 你 会 觉得 很 不 适应 ,但 是 当 你 使 
用 得 名 练 了 之 后 你 就 会 发 现 面积 法 确实 是 一 个 很 强大 的 工具 , 它 可 以 让 只 
你 在 看 不 清 应 该 如 何 去 算 的 时 候 ,提供 一 个 有 力 的 方法 ,尤其 在 处 理 线 肌 
比例 上 , 它 有 着 很 强大 的 功能 .在 后 面 很 多 地 方 都 会 用 到 面积 的 比例 来 转 D 
化 边 的 比例 ,这 也 正 是 面积 法 的 真正 作用 所 在 . 

我 们 先 来 名 悉 一 下 这 些 定理 ,比如 先 证 明 在 图 4 — 6 4 的 图 形 中 要 证 

AH _ AF yhAH _ Sag _ S. Saam _ DG . AC HB F 

明 FB = 全 ,就 可 以 由 HB = Same = Sane ‘Sane = BC “CG 得 Micia 
到 :只 要 证 明 角 ` ÓC ` BE = 1 即 可 ,这 即 是 以 A ABG 关于 直线 DCF 的 
梅 氏 定理 .于 是 我 们 要 证 明 的 东西 就 出 来 了 ,其 中 用 到 的 只 有 共 边 定理 ,再 加 上 梅 氏 定理 作为 一 个 辅助 
HIR. 

请 读者 注意 的 是 ,面积 法 决 不 是 那 种 能 独当一面 的 方法 , 它 一 定 是 作为 配角 来 使 用 的 ,而 在 证 明 过 
程 中 起 到 一 个 过 湾 的 作用 - 

N. 在 这 一 讲 中 ,重点 研究 两 方面 问题 .一 类 是 与 面积 直接 有 关 的 问题 ; 另 一 类 是 应 用 面积 方法 来 
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解决 的 几何 问题 .所 谓 面积 方法 ,就 是 在 处 理 问题 时 ,以 面积 的 有 关 知 识 为 论证 或 计算 的 手段 ,通过 适当 
的 变换 ,从 而 导出 所 考虑 的 量 与 量 之 间 的 关系 ,最 后 得 到 结论 . 

这 两 类 问题 在 国内 、 国 外 的 数学 竞赛 中 常常 出 现 ,虽然 面积 方法 是 一 种 过 渡 性 方法 ,但 还 是 占有 重 
要 位 置 .因此 ,在 本 讲 中 研究 这 两 方面 问题 的 解 题 方 法 和 手段 ,帮助 读者 开辟 解 题 思路 ,丰富 解 题 思想 . 

【 注 】 本 讲 中 不 包括 用 面积 研究 几何 不 等 式 的 内 容 .但 由 于 几何 问题 之 间 的 普遍 联系 ,所 以 也 不 
可 避免 地 要 涉及 一 些 ， 


84.6.2 赛 题 精 讲 


例 1 (蝴蝶 定理 )M 是 OO 弦 AB 的 中 点 ,PQ 和 RS 是 过 M 的 两 条 弦 ,PS 和 RQ ZAB FAX 和 
Y. 求 证 :MX = MY 

【分 析 】 “蝴蝶 定理 是 很 多 读者 所 熟知 的 一 个 定理 , 当然 它 有 一 个 纯 
几何 的 证 法 ,就 是 直接 关于 AB 的 垂直 平分 线 作对 称 得 到 的 .但 是 笔者 却 
十 分 看 不 起 那个 解法 ,因为 那个 证 明 实在 没有 什么 道理 ,根本 就 是 碰巧 可 
以 算出 来 而 已 

所 以 ,我 将 介绍 这 个 定理 的 一 个 面积 证 法 ,请 读者 体会 其 中 共 角 定理 
的 应 用 . 

证 明 : 记 MK = k, 其 中 K 代表 字母 P,Q,R,S,X,Y.MA = 
MB = a,PX = 1,SX = u,RY = v,QY = w 

再 记 Sme = Si, Sur = S2, Sios = S3, Suva = S, 


由 PMX = Z YMQ, ZRMB = ZXMSUS = =. 3. = 


qS, ry 
Š. mS 
再 由 LP = ZR,ZS = A Se 
将 以 上 四 式 相 乘 得 到 :1 = 2222 , 即 xz?ww = y ut 


2 m- (a + y)(a - y) = a? - y?,ut = AX : XB = (a - z) 
(a+ z) =a- z? 


人 全 z(a? — y?) = ya - z2) 


【评析 】 这 个 解法 就 显得 轻巧 许多 ,就 是 简单 的 利用 了 一 下 共 角 定理 就 把 一 个 很 不 好 解决 的 东西 
AET. 

很 多 的 同学 总 有 这 样 的 一 个 想法 就 是 每 个 条 件 都 应 该 对 应 一 个 式 子 来 表示 它 , 转 而 言 之 就 是 每 一 
个 式 子 都 应 该 是 在 题目 中 对 应 于 一 个 条 件 .那么 在 这 道 题目 中 的 四 个 式 子 都 是 怎么 出 来 的 呢 ? 

首先 号 S 利用 的 是 对 项 角 相 等 的 结论 ,所 以 就 对 应 于 PQ 和 RS 是 过 M 这 个 条 件 ,而 时 和 时 H 
用 的 是 图 周 角 相 等 的 结论 ,这 等 价 于 四 点 共 图 的 条 件 . 所 以 说 ,任何 的 式 子 都 不 是 任 空 出 现 的 ,总 会 有 它 
们 对 应 的 东西 ,不 过 有 些 是 很 不 显然 的 而 已 . 当然 这 个 道理 的 使 用 价值 并 不 是 特别 的 人 ,因为 你 需要 从 
条 件 出 发 而 得 到 它 的 用 法 ,这 是 一 件 很 困难 的 事情 , 比如 在 这 道 题目 中 ,事实 上 你 根本 就 不 会 以 为 PQ 
和 RS 是 过 M 也 算 一 个 条 件 .当然 了 ,还 是 有 一 些 题目 就 要 利用 这 一 原则 的 ,就 是 每 个 条 件 都 是 有 用 的 ， 
从 而 ,最 别扭 的 条 件 也 就 往往 可 能 是 题目 的 突破 口 、 

例 2 已 知 ABCD 是 加 内 接 四 边 形 ,E, 下 分 别 为 AB,CD 上 的 点 , 且 满 足 AE : EB = CF : FD. 设 
P EE EF 上 满足 PE : PF = AB : CD 的 点 .证 明 :和 APD A ABPC 的 面积 之 比 不 依赖 于 EE,F 的 选 
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#. 
【分 析 】 此 题 是 39 届 IMO 的 预选 题 , 是 一 道 标准 的 和 面积 有 关 的 题目 , 放 在 这 里 就 是 希望 读者 可 

以 熟悉 一 下 我 们 前 面 介绍 的 一 些 公式 的 应 用 , 先 对 面积 的 计算 有 个 大 致 的 了 解 . 

这 道 题目 的 原 解法 确实 很 有 创意 ,我 把 大 致 步骤 抄录 于 此 ,请 
读者 对 其 中 不 够 详尽 之 处 自己 补充 一 下 . 

证 法 一 :(1) 若 直线 AD, BC 不 平行 (如 图 I -4-6-6), 设 其 
交点 为 S. 

我 们 可 以 证 明 A SBE co ASDF 

于 是 SE _ SB _ AB _ PE 

从 而 ”SP 平分 人 ESF 


进而 可 以 知道 SP 也 平分 人 ASB 
就 是 说 ,S 到 边 AD 和 BC 的 距离 相等 . 


(2) 直线 AD, BC 平行 ,这 部 分 比较 简单 请 读者 自己 给 出 证 明 . 

【分 析 】 这 个 证 明 很 有 想法 ,但 是 我 不 推荐 的 原因 是 它 的 前 提 太 困难 了 ,你 必须 猜 到 S 到 边 AD 和 
BC 的 距离 相等 .这 个 对 于 我 们 来 说 是 很 危险 的 ,如 果 没 有 猜 到 ,就 满 盘 皆 输 了 . 

当然 ,大 部 分 的 题目 都 不 是 华山 一 条 路 ,总 是 有 其 它 适合 我 们 的 解法 
存在 的 . 我们 的 目标 就 是 看 这 个 比例 如 何 ,关键 题目 中 也 频繁 出 现 比 例 ， 
这 个 让 我 们 觉得 很 阅 心 . 但 是 另 一 方面 ,这 些 比例 提供 了 转化 面积 的 方 
法 ,于 是 ,我 们 可 以 给 出 下 面 完全 依赖 面积 的 解法 . 

证 法 二 :我 们 记 AE : EB = CF : FD = à. 

由 我 们 开始 给 出 的 性 质 @ 知道 

Saam _ Saaw * OD + Saape * AB 

Same  Sanæ * CD + Sanr ' AB 

_ ASaagp * CD + Saa * AB 
Saas * CD + ASano * AB ` 

当然 ,这 时 如 果 一 狠心 就 算 下 去 了 也 未 尝 不 可 ,我 们 也 可 以 选择 一 个 
温柔 一 点 的 方法 ,就 针对 4 的 取 值 来 看 ,题目 要 证 明 的 是 什么 呢 ? 

就 是 要 证 明 系数 的 比例 关系 eaED CD = Saa -AB 

aaaD ABC 

题目 证 到 这 里 就 没什么 好 说 的 了 已 经 到 了 怎么 做 都 行 的 地 步 了 

我 们 特意 使 用 一 次 共 边 定 理 熟 悉 一 下 . 

设 对 角 线 AC 和 BD 交 于 点 M. 

pg Saam “CD _ AM: CD Saam: AB _ DM : AB 

'Sapp* AB ™ CM + AB Sans CD ~ BM + CD ` mI -4-6-8 

剩 下 的 部 分 可 以 由 A ABM co A DCM 推出 . (请 读者 自己 完成 ) 

【评注 】 读者 可 以 比较 一 下 两 个 解法 的 区 别 ,第 一 个 显得 很 轻 灵 , 颇 有 创意 ;但 是 就 实用 性 而 言 ， 
第 二 个 解法 就 是 一 个 标准 的 中 国 式 的 证 明 ,很 朴实 的 几 个 式 子 也 达到 了 同样 的 效果 .笔者 比较 建议 读者 
学 习 第 二 个 解法 ,因为 它 想法 很 简单 ,不 像 第 一 个 解法 那样 花哨 而 且 难 以 捉摸 

不 论 如 何 ,这 道 题目 的 目的 还 是 让 读者 对 面积 的 基本 计算 有 一 个 大 致 的 了 解 ,这 对 后 面 利用 面积 解 
题 是 一 个 必要 的 基础 . 

例 3 已 知 DO 是 和 ABC 在 一 A 内 的 旁 切 圆 ,与 AB、AC、BC 的 切 点 分 别 为 D.E .下 , 且 OF 交 DE 
于 N,AN 交 BC 于 M. 求 证 :BM = MC 

【分 析 】 题目 其 实 条 件 很 简单 ,但 是 要 处 理 BM = MC 可 能 会 显得 有 点 不 自然 .所 以 ,我 们 不 妨 使 
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用 面积 的 比例 来 考虑 - 
征明 ;MB _ Seam _ Saam . Saan . FN _ Saam , Soam , EN 


MC 7 Saaw ~ Saaw Saam EN ` Saam Saam EN 
- AB, AE , Sace - AB , ZOD -OF ` n£ DOE 
AF AC Saor AC LOD. OF- sing DOF 
= AB. sinB _ 
AC ` sinC 一 x 
【评注 】 明锐 的 读者 可 能 已 经 感觉 到 了 一 些 面积 法 到 比例 的 方法 ,就 是 在 F 


一 个 比例 的 后 面 乘 上 一 个 等 于 1 的 东西 ,然后 再 错位 相 消 回 到 比例 .例如 ,我 们 要 


看 台 ,一 般 的 办 法 就 是 全 Emi- A.E. D REA, B,C DER 
表面 积 .但 真正 需要 提高 的 一 点 就 是 C HD 的 选择 ,怎么 去 选择 这 两 个 中 介 的 面 
积 使 得 最 后 的 结果 比较 容易 . 图 了 -4-6-9 


下 面 ,我 们 来 看 一 些 经 典 的 使 用 面积 法 的 题目 ,它们 可 以 说 是 各 式 各 样 ,经 常 有 惊人 之 举 . 
例 4 (牛顿 线 ) 圆 外 接 四 边 形 的 内 切 圆心 和 对 角 线 中 点 共 线 . 
【分 析 】 ”这 是 一 个 经 典 的 结论 , 它 的 证 明 很 有 创意 ,是 面积 法 的 经 典 之 作 . 
证 明 :如 图 T -4-6- 10, 四边 形 ABCD 中 ,M 和 NN 为 对 角 线 AC 

和 BD 的 中 点 ,连接 AO,BO,CO,DO,AM,CM,DN, BN. 


4 5 
于 是 Seo + Sanu = + Smnwamp SN 
Saan + Sanw = 二 om AN 
Saano + Saso = L Sunmo B C 
由 于 平面 上 满足 Sapp + Same = + Saavn 的 点 P 的 轨迹 是 。 图 工 -4-6- 10 
一 条 直线 (请 见 第 八 讲 : 定 值 , 极 值 ,轨迹 ) 
所 以 ,M、O、N 共 线 
证 毕 . 
【评注 】 证 明 就 这 么 简短 的 几 句 话 ,但 是 其 中 却 包含 着 很 多 的 道理 . 
笔者 在 看 过 解答 之 后 再 回头 想 想 是 怎么 想到 要 使 用 面积 法 的 , 才 发 现 使 用 面积 法 并 不 是 一 个 很 偶 
然 的 巧合 ,因为 三 个 面积 的 式 子 是 如 此 对 称 ,所 以 使 人 不 得 不 想到 这 会 是 一 个 很 好 的 机 会 来 使 用 面积 
法 . 
例 5 (2000. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 如 图 4 - 6 - 11, 在 锐角 A ABC 的 BC 边 上 有 两 点 E、F, 满 足 
人 BAE = 人 CAF, 作 FM L AB,FN | AC(M.N EE) 延长 AE 交 公 ABC 的 外 接 圆 于 点 ,证 明 : 
四 边 形 AMDN 与 人 ABC 的 面积 相等 . 
( 注 :此 题 当 AD 与 AF 重合 时 , 即 为 第 28 届 IMO 第 二 题 ) 
证 法 一 : 如 图 上 -4-6-11, 连 BD, 则 人 ABD o AAFC, KV 


AF.AD= AB : AC 
设 人 CBAE = ZCAF = a, ZEAF = B,W| 


Smuwaves = + AM + AD + sina + + AD + AN + sin(a + B) ANAX 
A \ 

= 二 ADLAF - an(a + B)sina 

+ AF + cosa + sin(a + B)] 

= AD - AF .sn(2a+ 有 
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< a .AD. BC 0 
又 Saa = +AB  AF - sin(a + 8) + TAC - AF + sina 
= AEFCAB - CD + AC + BD) 
由 托 勒 密 定理 _AB - CD + AC - BD = AD: BC 
K Smawawns = Saa 
证 法 二 : 据 证 法 1 有 
Smaguov = FAD + AF ,sin(2a + 8) = + AB + AC .sin 人 BAC = Saane 
【评注 】 证 法 1 和 证 法 2 的 共同 特点 是 充分 利用 了 正弦 定理 和 加 法 定理 ;证 法 2 比 证 法 1 巧妙 是 由 
于 抓 住 了 AABD co 人 AFC, 从 而 有 AD - AF = AB » AC 
证 法 三 :如 图 I -4-6-12. 作 DG // MN , 交 AC 的 延长 线 于 G, 只 要 证 明 
San = Saase 
由 于 ”LAGD = ZANM = LAFM, 所 以 
AAGD V 和 AFM 
从 而 AD -+ AF = AM + AG 
又 由 于 AABD o AAFC 
AD. AF = AB AC 
从 而 AM . AG = AB: AC 
即 Saame = Saa- 


图 工 -4-6-12 


图 工 -4-6-13 

证 法 四 : 作 DK | AB,DL 上 AC, ERNY KL, WREE Samu + Sarn = Samm + 
Sarov.( 如 图 了 -4-6-13). 

利用 Samm = Sanm, Sarn = Sann, RREH: Sarm + Sar = Sarm + Sarn A 

FM + BM + FN + CN = FM + MK + FN + NL 

因此 ,只 需 证 明 

FM- BK = FN- NL 

HF ABKD co 人 CLD, 所 以 

BK _ DK sina FN 


CL DL sinA-a) FM 

故 结论 成 立 ,其 中 = 人 BAE = ZCAF. 

【评注 】 证 法 3 证 法 4 除了 考虑 到 相似 三 角形 ,主要 考虑 的 是 三 角形 面积 的 等 积 变换 .面积 的 等 
积 变换 是 处 理 面积 问题 的 重要 方法 . 本题 应 用 面积 的 等 积 变换 ,还 有 如 下 简单 的 证 法 . 

证 法 五 :如 图 — 4-6 -14,fE AH | BC,HH 为 垂 趾 , 则 A、M、H、F、N 共 圆 ,从 而 ,有 人 MHB = 


Page EE 


LBAF = LCAD = LCBD, 所 以 MH // BD 
FÆ NH // CD 
于 是 有 
Sanm = Samm Saou = Sanw 
故 Sumawan = Saa- 
例 6 WEI -4-6 - 15, E 为 加 内 接 四 边 形 ABCD 的 AB 边 的 
中 点 ,EF | AD + F,FH | BC 于 H,EG | CD 于 G. 求 证 :EG 平分 A 
FH. 
证 明 : 设 人 HEP = a, ZFEP = 8, ZEPF = 0 
4 与 ZC 互补 ,LA 与 LC 互补 
a = LA, 同 理 8= ZB 
又 EF = AEsinA = AE +: sina 
EH = EB +: sinB = EB .sinp 
AE = EB. 所 以 


2 PE + PP. sing LPE . EH . sina 


TPE + EF + sing 于 PE + PH .sin(l80 — 0) 


= -PE? + PF ` EHsin0 ` sina _ PF | EH .sina 
PE? + EF + PH + sinô > sinB ~ PH ` EF -sing 


= PF , EB ° sinf » sina _ PE EI -4-6-15 
= PH ` AE + sina .sing = PH 
M PF = PH 


【评注 】 本 例证 明 中 , 除 巧妙 利用 面积 公式 外 ,还 妙用 了 *1” 的 构造 式 ,这 对 问题 的 解决 起 到 了 关 
RER. 

例 7 (1989. 第 30 Jš IMO 预选 题 ) 双 心 四 边 形 是 指 既 有 内 切 加 又 有 外 接 图 的 四 边 形 . 证明; 双 心 四 
边 形 的 两 个 心 与 对 角 线 交点 共 线 . 

【分 析 】 证 明 三 点 共 线 的 方法 很 多 ,有 些 方法 是 可 以 为 我 们 所 用 的 . 但 当 初 这 个 预选 题 所 给 答案 
用 的 是 反 演变 换 的 方法 .这 种 方法 一 是 并 不 简单 ,二 是 反 演 的 思想 不 易 为 中 学 生 掌 握 运用 .于 是 ,我 们 考 


虑 能 否 直接 去 解决 此 题 ,这 需要 充分 利用 内 切 圆 和 外 接 图 及 其 图 心 ,运用 同 -法 , 设 OO, 与 BD 交 于 
E,,00, 与 AC 交 于 Es, 若 


OE) _ OE; ° 
OE, OE 


则 Ei 与 E; 重合 , 即 O,O1,E 三 点 共 线 . 
那么 ,如 果 证 明 O 式 成 立 呢 ? 这 就 要 应 用 我 们 所 讲 的 “面积 方法 " 来 解决 
证 明 : 如 图 H - 4 - 6 - 16, 设 OO, 与 BD + E,, OO, 55 AC 交 于 已, 则 


OE) _ Saan OE, _ Samc 
OIE; ` Sao,’ OrE; ™ Seowc 


POH = OE M O.OLE ZARR. 


因此 得 证 : 


Saaw _ Saqac 
到 om ™ Sao,ac 


设 四 边 形 ABCD 外 接 图 半径 为 尺 , 内 切 贺 半径 为 >, 则 国 D 6 
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L Rsi 
Saan _ 2 RsnZBOD ` sc 
Sao L peingaop s2ZB 


所 以 “Seolm _ snZCÇ ,esic _ s2⁄ZC - Seam 
So ` sinZB * cosZB ~ sin2ZB 7 Saoc 
即 (2) 式 成 立 , 故 命题 得 证 . 
例 8 (第 30 届 IMO 预选 题 1989 年 ) 锐角 三 角形 ABC 中 , 角 A 的 等 分 线 与 三 角形 的 外 接 贺 交 于 一 


点 Ali, 点 Bi Ci 与 此 类 似 ,直线 AA, 与 B.C 两 角 的 外 角 等 分 线 相交 于 Ao, 点 /和 ,Co 与 此 类 似 ,求证 : 


(1) 三 角形 AuBoC 的 面积 是 六 边 形 AC, BA CB, 面积 的 二 售 ; 

(2) 三 角形 AoBoCo 的 面积 至 少 是 三 角形 ABC 面积 的 四 售 . 

分 析 与 证 明 : 面 积 问题 最 基本 的 方法 是 割 补 法 .把 复杂 图 形 适 当地 
分 制 成 一 些 比较 简单 的 单元 ,可 以 化 难为 易 . 

(1) 如 图 1 一 &=8= 17, A ABC 中 ,人 A 的 内 角 平分 线 和 外 角 平 分 
线 互 相 垂 直 , 所 以 AA | BoCo, 即 AoA 是 人 AoBoCo 的 一 条 高 线 . 同 
H BoB 和 CoC 是 公 AoBoCo 的 高 线 . 设 A ABC 的 内 心 为 1, 则 了 是 
AABO 的 重心. 有 一 个 著名 定理 :三 角形 中 , 三 条 高 线 的 垂 足 ,三 边 
的 中 点 ,重心 与 三 个 顶点 连 线 的 中 点 ,这 九 点 在 同一 个 圆周 上 , 这 个 图 
叫做 三 角形 的 九 点 圆 ,图 I- 4- 6 — 17 中 的 圆 是 人 AuBoCo 的 九 点 贺 
(因为 它 通过 三 条 高 线 的 垂 足 ) ,所 以 IA, = A1Ao, 由 此 得 : 

Sanai = 2SaAia 

同 理 可 得 另外 五 个 类 似 等 式 ,把 它们 相 加 ,就 得 到 三 角形 AoBoCo 的 
面积 等 于 六 边 形 AC, BA, CB, 的 面积 的 二 倍 . 

(2) 只 要 证 明 六 边 形 的 面积 大 于 或 等 于 A ABC 的 面积 的 二 倍 ,还 有 
一 个 条 件 没有 用 到 :入 ABC 是 锐角 三 角形 .有 一 道 常见 的 几何 题 : “证明 
锐角 三 角形 的 垂 心 关 于 一 边 的 对 称 点 在 三 角形 的 外 接 贺 上 ”. 由 此 可 见 ， 
U HH A ABC WED, K 与 H 关 于 BC 对 称 (如 图 H-4-6-18), 则 K 
在 BC E. A, 是 BC 的 中 点 ,所 以 

Saa, > Sare = Sanc 

同 理 可 证 另外 两 个 类 似 的 不 等 式 , 这 样 就 能 得 到 所 需 的 结果 . a 

下 面 我 们 深入 讨论 一 道 IMO 试题 的 背景 和 证 明 方法 . : 

例 9 〈 第 39 届 (1998 年 )IMO 试 题 1) 设 凸 四 边 形 ABCD 的 两 条 对 角 线 AC 与 BD 互相 垂直 , 且 两 对 
边 AB 与 DC 不 平行 .点 P 为 线段 AB 与 DC 的 甜 直 平分 线 之 交点 , 且 在 四 边 形 的 内 部 . 

求证 :A、B、C、D 四 点 共 圆 的 充分 必要 条 件 为 Sm = Sarn 
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【分 析 】 为 了 深入 了 解 此 题 的 意义 ,我 们 先 看 一 个 古老 的 定理 : 


小 罗 摩 稚 多 定理 : 圆 内 接 四 边 形 ABCD 中 , 若 二 对 角 线 交 于 媚 且 互相 垂直 , 则 一 边 的 中 点 与 交点 的 


连 线 必 垂 直 于 对 边 ;反之 ,过 交点 作 一 边 的 垂 线 平分 对 边 - 
由 此 定理 容易 得 到 如 下 推论 : 


推论 1: 贺 内 接 四 边 形 两 条 对 角 线 互 相 垂直 , 则 从 对 角 线 交点 到 一 边 中 点 的 线段 等 于 圆心 到 这 一 边 


的 对 边 之 距离 (如 图 -4-6-19 中 ,HM = ON) 


这 便 是 1978 年 上 海 市 数学 竞赛 题 之 一 .其 证 明 关键 在 于 证 明 OMHN 是 平行 四 边 形 . 


推论 2: 圆 内 接 四 边 形 两 条 对 角 线 互相 垂直 , 则 贺 心 到 一 边 的 距离 ， 
等 于 这 一 边 的 对 边 的 一 半 (如 图 I - 4- 6 - 19, 即 OM = 十 CD) 

此 即 1978 年 银川 市 数学 竞赛 题 之 一 ,由 此 可 推 得 : 

推论 3: 圆 内 接 四 边 形 ABCD ,二 对 角 线 垂直 并 相交 于 万 ,圆心 为 O， 
则 Saaw = Samo 

作为 推论 3 之 道 , 便 得 第 39 届 IMO 的 第 一 大 题 . 

显然 ,此 题 欲 证 的 必要 条 件 , 正 是 推论 3; 而 充分 性 则 是 该 推论 之 道 ， 
故 本 题 的 必要 性 易 证 ,而 难 在 充分 性 的 证 明 . 下 面 我 们 用 两 种 证 法 ( 反 证 
法 和 直接 证 法 ) 证 明 充分 性 . 

证 明 :(1) 充分 性 的 反 证 法 

假定 PA 天 PD ,不 妨 设 PA < PD , 则 以 为 圆心 , PD 为 半径 作 @OP， 
其 他 符号 如 图 上 — 4 - 6 - 20 所 示 . 

PA < PD 

"A 在 OP 内 

而 C 在 贺 上 , 故 延长 CA XOP +A”, 

FAEK DBZ OP FB , B A'B > AB, PN” > PN ,于 是 推论 2: 


PM = +A, PN' 110 


二 PM œ = 去 PN -A'B 
再 依 充分 性 假定 ,Serm = Sapan 

m PM: CD = 于 PN.4B 

故 PN .AB' = PN - AB 

显然 与 AB' > AB H PN” > PN 矛盾 . 
故 充分 性 得 证 . 

(2) 充分 性 的 直接 证 法 . 


如 果 联 系 到 推论 1, 便 知 , PMEN 应 是 一 个 平行 四 边 形 .设法 证 明 这 一 点 ,充分 性 便 迎 刃 而 解 , 现 介 


绍 如 下 . 
符号 如 图 H -4-6-21B8. 


Sama = Saro 
FPN- AB = +PM : CD 


E} PN- EN = PM + EM 
EN _ PM 


EM ` PN 
AB 不 平行 CD 

N REH 
Fsi BPA £2 
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NG 在 以 AP 
为 直径 的 国 上 人 3 
FB L4= 人 5= Z6 
故 ANEM = LI1+90+L4 
= 23+ 90+ Z6 
= ZMPN 
ANEM ^ AMPN 
ANEM S AMPN(' MN 公用 ) 


PN = EM = + CD, PM = EN = +AB 


PA - Px + ( (taB) =V (二 co) + PM? = PD 
ABCD 内 接 于 加 , 即 充分 性 得 证 . 
例 10 凸 四 边 形 ABCD 的 顶点 在 一 个 圆周 上 , 另 一 个 圆 的 圆心 在 边 AB 上 , 且 与 四 边 形 的 其 余 三 边 
相 切 .求证 :AD + BC = AB 
【分 析 】 如 图 由 -4622 设 另 一 圆 圆心 为 O,AD,BC 的 延长 
线 交 于 M, 即 证 AB = MA - MD + MB - MC 
由 题 设 ,OO 为 A MCD HAHM, E ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 则 
AMABA 人 MCD, 于 是 ,这 两 个 三 角形 对 应 边 之 比 等 于 相似 比 ,对 应 
面积 之 积 之 比 等 于 相似 比 的 平方 . 利用 二 者 之 间 的 关系 即 可 证 得 结 
论 ， 


证 明 :如 图 所 示 , 设 另 一 贺 国 心 为 O,AD ,BC 的 延长 线 交 于 M, 由 ^ 
Mit, OO 为 AMCD 的 旁 切 加 .连结 OM,OC,OD, 设 MC = a, MD 
= b,CD = c,@O 的 半径 为 , 则 

Samo = Samo + Samo - Sapoc 


= Fort har- Fer 


= Flato- o)r 


Sanw = 让 (MA + MB)r 


由 于 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 则 AMAB co AMCD 
所 以 MA MB _ AB _ 
n 


从 而 a+ b=k(a+tb-c)= aki bk- k 
= MA + MB - AB 
MA-b+MB-a 

MA - MD + MB - MC 
AD + BC 


故 AB 


ü NM H 


§ 6.3 ”针对 性 训练 


人 A 组 
D 
1. 0E I -4-6-23, 已 是 和 ABC 内 的 一 点 ,连结 AP,BP,CP 并 延长 ， P QN 
分 别 与 BC,AC,AB 交 于 D,E,F 点 .已 知 AP = 6,BP = 9,PD = 6,PE = 3, va 
CF = 20. 求 A ABC 的 面积 . KAN B 


2.(1999. 上 海 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 如 图 T - 4 - 6 — 24, ABCD 是 边 长 为 1 的 正方 形 ,点 M、N 分 别 
在 边 BC,CD 上 ,BF | AM,BH LAN,DE | AN,DG | AM, 其 中 下 ,H,E,G XÆ, E. ZGAH = 
6, 则 四 边 形 EFGH 的 面积 是 


3. 在 凸 五 边 形 ABCDE 中 , 设 SeAac = Sann = Sace = Sawa = 
Saga = 1, 求 此 五 边 形 的 面积 . 


4. 设 凸 六 边 形 ABCDEF 的 六 个 内 角 均 为 钝 角 , 且 AB // DE, BC // EF ,CD // FA, 以 三 边 AB、CD、 
EF 为 边 向 内 各 作 一 个 矩形 ,使 它们 的 项 点 两 两 重合 ,构成 人 PQR( 如 图 lÍ - 4 - 6 - 25). 求 证 :矩形 
ABRQ .CDPR 、EFQP 的 面积 之 比 等 于 sin2C : sin2E : sin2A 


5.(1999. 广西 数学 竞赛 题 ) 在 A ABC 中 是 否 存 在 一 点 P 使 得 过 点 P 的 Z. 
任意 直线 都 将 全 ABC 分 成 面积 相等 的 两 部 分 ?为 什么 ? FKA c 


6. 在 全 ABC 中 ,AB = AC, D 是 底 边 BC 上 一 点 ,E 是 线段 AD 上 一 点 ,使 得 人 BED = 2ZCED = 
BAC. 求 证 :BD = 2CD 


7. 作 平行 四 边 形 ABCD 的 两 条 边 AB、BC 的 平行 线 EF ,GH, 则 4 个 平行 四 边 形 中 两 条 对 角 线 EH 、 
GH 与 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC 共 点 . 


8.( 第 四 届 CMO 试 题 ) 设 点 D.E F 分 别 在 A ABC 的 三 边 BC、CA、AB E, B. 人 AEF、 人 BFD、 
全 CDE 的 内 切 贺 有 相等 的 半径 7 ,又 以 ro 和 R 分 别 表示 A DEF M A ABC 的 内 切 圆 半径 .求证 :r + ro 
=R. 


也 组 


1. 在 面积 为 S 的 四 边 形 ABCD 内 部 取 点 O ,使 得 
AO? + BO? + CO? + DO? = 2S 
求证 ;四边形 ABCD 是 正方 形 , 且 O 为 中 心 . 


2. 过 入 ABC 内 的 一 点 O 引 三 边 的 平行 线 DE // BC, FG // AB.HI // 
CA( 如 图 -4-6-26), 已 知人 HDO、 公 GOE AOFI 的 面积 分 别 为 Si、 
S2、S3, 求 Sanpc 


3.( 第 52 届 波兰 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 证 明 : 在 任意 一 个 人 ABC 中 , 存 
在 一 点 P, 使 得 过 已 的 任何 直线 分 该 三 角形 的 周 长 和 面积 所 成 的 比 相同 . 


B. 
4. (1987. $$ 28 Jš IMO) 锐角 A ABC 的 角 A 的 平分 线 交 BC 边 于 工 ,又 
交 A ABC 的 外 接 回 于 N, 过 工作 AB 和 AC 边 的 垂 线 LK 和 LM, 垂 足 是 开 、 
M( 如 图 I — 4 — 6 — 27). 求 证 :四 边 形 AKNM 的 面积 等 于 A ABC 的 面积 . 


mI -4-6-27 
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5.(1998. 莫斯科 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 在 A ABC 的 边 BC、CA 与 AB EBUS A,B, 与 Cl, 线段 
A1iB1、B1Ci 5 C.A) 分 全 ABC 为 4 个 相同 面积 的 三 角形 .求证 :AiB 与 C 是 A ABC 的 边 的 中 点 . 


6.(1999. 世界 城市 数学 竞赛 ) 公 ABC 是 一 个 锐角 三 角形 , B 是 CA WPA, A C 分 别 为 BC、AB 边 
上 任意 一 点 .求证 ， 

(1)A4BC 的 面积 不 大 于 A ABC 的 面积 的 一 半 ; 

(2) 全 A'B'C’ 的 面积 等 于 全 ABC 面积 的 四 分 之 一 的 充 要 条 件 是 C MA 至 少 有 一 点 是 AB 和 BC 的 
PA. 


7. (1984 - 第 25 届 IMO) 设 在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,直径 CD 与 以 AB 为 直线 的 圆 相 切 .求证 : 当 且 仅 
当 BC // AD 时 ,直线 AB 与 以 CD 为 直径 的 圆 相 切 - 


8. 如 图 ,在 “ 筝 形 "ABCD 中 ,AB = AD, BC = CD, 经 过 AC、BD 的 交 B 
点 O 任 作 两 直线 ,分别 交 AD FE, X BC 于 F, 交 4AB 于 G, 交 CD 于 H,GF 
和 EH 分别 与 BD 交 于 上 ,了 J. 求 证 :JO = OJ(Ë8 I - 4 - 6 - 28) 


图 -4-6-28 


9.( 第 26 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 如 图 有 -4-6-29 在 Rt 人 ABC( 人 A = 90") 中 , 设 人 B 
和 ZC 的 内 角 平分 线 交 于 [点 ,分 别 交 对 边 于 D 和 EE 点. 证明; 四边形 BCDE 的 面积 是 三 角形 BIC 面积 
的 两 倍 . 


BI -4-6-29 


10. 在 线段 AB 上 取 内 分 点 M ,使 AM < BM ,分别 以 MA MB 为 边 ,在 AB 的 同 侧 作 正方 形 AMCD 
和 MBEF.OP A OQ 分 别 是 这 两 个 正方 形 的 外 接 圆 , 两 圆 交 于 M、N. 求 证 :B、C、N ZARR. 
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11.( 第 39 届 IMO 题 ) WE T — 4 — 6 — 30 E SI ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,已 .下 分 别 为 ABCD 上 的 
点 , 且 满足 hAE : EB = CF : FD. 设 PP 是 线段 EF 上 满足 PE : PF = AB : CD 的 点 .证 明 :人 APD 和 入 BPC 


的 面积 之 比 不 依赖 于 下 、E 的 选择 . 
A 4 IS; p 
— x 
5 
加 O 


WI -4-6-30 
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几何 不 等 式 


8$7.1 知识 \ 方 法 、 技 能 


I. 定义 :几何 问题 中 出 现 的 不 等 式 称 为 几何 不 等 式 . 
1. 有 关 证 明 线 段 不 等 的 公理 和 定理 

1. 在 联结 两 点 的 所 有 线 中 ,线段 最 短 . 

2. 在 同一 个 三 角形 中 ,任意 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ,任意 两 边 之 差 小 于 第 三 边 . 

3. 定点 已 到 定 直线 的 最 短 距 离 , 是 从 P 向 定 直线 所 作 的 垂 线段 的 长 . 

4. 在 两 个 三 角形 中 ,如 果 有 两 组 对 应 边 分 别 相等 ,那么 夹 角 大 的 所 对 的 第 三 边 也 大 . 

5. 在 同一 三 角形 中 边 长 的 大 小 顺序 关系 与 对 应 角 的 大 小 顺序 关系 相同 ,而 与 对 应 高 ,中线 及 分 角 
线 长 的 顺序 相反 ， 

6. 在 人 ABC 中 , 设 三 边 BC、CA、AB 分 别 为 a、b、c ,内 切 加 半径 为 7, 旁 切 贺 半 径 分 别 为 r。、rs 、r。 
则 


2 2 2 
s<, n < 和 ,re < £ 
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7. 将 军 饮 马 问题 ， 

一 条 直线 ! 同 侧 有 点 A 和 B, 在 直线 ! 上 求 一 点 P, 使 得 AP + BP 最 短 . 

做 法 是 讨论 B 关于 直线 ! 的 对 称 点 B', 于 是 AP + BP = AP + PB' > 
AB', 而 B 事实 上 是 一 个 定点 ,所 以 所 求 的 点 P H AB 与 直线 ! 的 交点 . 

将 军 饮 马 的 思想 在 竞赛 题 中 常 有 体现 , 比较 显然 的 一 个 标志 就 是 讨论 形 
如 AP + BP 这 样 的 东西 的 极 值 的 时 候 一 般 会 使 用 这 种 方法 . 
I. 有 关 证 明 角 不 等 的 定理 

1. 三 角形 的 任何 一 个 外 角 大 于 和 它 不 相 邻 的 任意 一 个 内 角 . 

2. 在 同一 个 三 角形 中 ,大 边 对 大 角 , 小 边 对 小 角 ,反之 亦 然 . 
N. 加 中 有 关 不 等 量 的 知识 

1. 在 同 圆 或 等 圆 中 ,圆心 角 ( 锐 角 ) 大 则 所 对 的 弧 大 , 弦 大 , 弦 心 距 小 . 

2. 过 圆 内 一 定点 的 弦 中 ,以 此 点 为 中 点 的 弦 最 小 . 

3. Ë ABC 为 图 上 的 点 ,P 为 国外 的 点 , Q 为 图 内 的 点 , 且 P.C.Q 都 在 直线 AB 的 同 侧 , 则 一 
AQB > ZACB > ZAPB 
V. 几 个 著名 的 几何 不 等 式 

1. 托 勒 密 定理 的 推广 :在 凸 四 边 形 ABCD 中 ,一 定 有 :AB - CD + AD . BC> AC - BD ,等 号 成 立时 
四 边 形 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 . 

2. 欧 拉 定 理 

H A ABC 的 外 接 贺 半径 为 R, 内 切 圆 半 径 为 ,两 图 心间 的 距离 为 d, 则 d = /R(R - 2r), ER> 
2r, 当 且 仅 当 公 ABC 为 正三 角形 时 ,d = 0, 此 时 R = 2r 

3. 艾 尔 多 斯 一 莫 迪 尔 ( Erdiss - Mordell ) 不 等 式 :在 A ABC 内 部 任 取 点 P,d ,ds,dc 分 别 表示 由 
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点 呈 到 顶点 A、B\C ZEMES, d, did. 分 别 表示 由 点 P 到 边 BC .C4 AB MIER, W da + ds + 
dc 22(d, + d, + de) 

4. 外 森 比 克 不 等 式 : 设 A ABC 的 边 长 和 面积 分 别 为 a.b、c 和 S, 则 oz + b? + cz 之 4V3S, 当 且 仅 当 
A ABC 为 正三 角形 时 等 号 成 立 . 

5. 费 尔 马 ( Fermat ) 问题 :在 公 ABC 中 ,使 PA + PB + PC 为 最 小 的 平面 上 的 已 点 称 为 费 尔 马 点 . 当 
BAC > 120" 时 ,A 点 为 费 尔 马 点 ; 当 人 入 ABC 中 任 一 内 角 都 小 于 120° 时 , 则 与 三 边 张 角 为 120" 的 己 点 
为 费 尔 马 点 . 

M. 几 个 著名 的 代数 不 等 式 

在 几何 不 等 式 的 证 明 中 ,常用 到 的 著名 代数 不 等 式 有 : 柯 西 不 等 式 ,排序 不 等 式 ,算术 平均 值 不 等 式 
等 . 

ML. 证 明 几何 不 等 式 常用 方法 

1. 几何 方法 

几何 方法 是 指 用 纯粹 的 平面 几何 知识 来 证 明 几何 不 等 式 ,最 常用 的 平面 几何 知识 是 : 

(1) 前 面倒 述 中 的 N, M,N , 抓 住 几何 图 形 特征 ,挖掘 几何 图 形 中 最 基本 的 几何 不 等 关系 .事实 上 ， 
这 些 最 基本 的 几何 不 等 关系 在 有 关 几 何不 等 式 的 论证 中 异常 活跃 ,常常 成 为 解决 问题 的 关键 ， 

(2) 著名 的 几何 不 等 式 . 

(3) 与 面积 有 关 的 几何 不 等 式 也 占有 重要 地 位 .其 内 容 丰 富 , 涉 及 面 宽 , 富 于 智 巧 .证 明 这 类 不 等 式 
大 都 需要 利用 面积 的 等 积 变换 \ 面 积 公式 及 面积 比 的 有 关 定 理 等 知识 . 

2. 代数 方法 

(1) 在 引用 勾 股 定理 ,余弦 定理 和 一 些 等 量 关 系 式 时 ,得 用 重要 代数 不 等 式 进行 转化 ,来 达到 证 明 
几何 不 等 式 的 目的 . 

(2) 适当 地 引入 变量 ,将 几何 问题 化 为 代数 问题 ,特别 是 二 次 函数 ;恰当 选择 变量 为 关键 . 

3. 三 角 方法 

(1) 在 用 正弦 定理 ,余弦 定理 ,三 角形 面积 公式 , 圆 外 切 四 边 形 面积 公式 等 涉及 三 角 函 数 的 等 量 关 
系 时 ,注意 应 用 三 角 函 数 有 界 性 达到 证 明 几 何不 等 式 的 目的 . 

(2) 三 角 恒 等 变型 :这 主要 是 应 用 和 、 差 、 倍 ,半角 公式 , 积 化 和 差 及 和 差 化 积 公式 等 ,制造 出 便于 应 
用 已 知 不 等 式 的 形式 ,以 完成 命题 的 证 明 . 

(3) 边 角 互 换 : 这 主要 是 利用 三 角 函 数 定义 ,正弦 定理 ,余弦 定理 等 ,把 一 个 关于 角 ( 边 ) 的 不 等 式 转 
化 成 边 ( 角 ) 的 不 等 式 . 


87.2 赛 题 精 讲 


从 近期 国际 、 国 内 数学 赛事 中 有 关 几 何不 等 式 的 赛 题 可 看 出 ,三 种 方法 的 运用 上 都 有 体现 .但 相对 
而 言 ,运用 几何 方法 的 较 多 ,然后 是 三 角 方法 与 代数 方法 的 应 用 . 
I . 运用 几何 方法 的 几何 不 等 式 

例 1 〈2001. 第 42 届 国际 IMO 试 题 ) 设 锐角 全 ABC 的 外 心 为 0, 从 A 作 
BC 的 高 , 垂 足 为 P, 且 人 BCA >Z ABC + 30*. 证 明 :人 CAB + 人 COP < 90° 

{分 析 】 本 题 所 求证 的 式 子 的 左边 为 两 角 之 和 , 故 不 易 从 面积 和 三 角 法 
入 手 , 应 从 几何 方法 入 手 , 注 意图 中 最 基本 的 等 量 关系 和 不 等 关系 . 

(1) 联想 锐角 A ABC 中 的 一 个 等 式 : 


ZOP = ZOBP = + (180 - ZC0B) = 90 - 人 CAB( 如 图 -4-7- 
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2) 进而 Z CAB + Z OCP =% 

(2) 如 能 证 明 COP < 和 人 PCO. 则 问题 即刻 解决 . 故 问题 的 焦点 是 在 AOCP 中 ,努力 证 明 OP > 
PC 

证 明 : 令 o = ZCAB,B = ZABC,y = ZBCA,p = ZCOP I lÍ — 4-7 - 2,Ë K,Q 分 别 为 
点 A,P 关 于 BC 的 垂直 平分 线 的 对 称 点 ,R 为 A ABC 外 接 圆 半径 , 则 

OA = OB = OC = OK = R 

由 于 KQPA 为 矩形 , 则 QP = KA 

及 LAOK = ZAOB - ZKOB = ZAOB - ZAOC. 

=27 - 282 6° 
由 此 及 OA = OK = R, 导 出 
KA2R,PQ2 R 


在 全 ABC 中 ， 
OP + R = OQ + OC > QC = QP + PC> R + PC 
因此 ,OP > PC ~. ZPOO > ZPOC Q@ 


另 一 方面 ,在 ACOP 中 ,人 PCO > p 

由 a = + ZBOC = $0180 -2 - ZPCO) = 90 - PCO 

即 CAB + ZPCO = 90° 

Hia DRA ZCAB + 人 COP < 9 

【评注 】 “此 题 前 半身 证 明 OP > PC 的 过 程 中 应 用 了 "对称 变换 " 的 手法 . 

请 用 这 种 手法 证 明 著名 的 蝴蝶 定理 ， 

设 M 是 @O 中 弦 4AB 的 中 点 ,CD,EF 分别 是 过 M 点 的 两 条 弦 . 连 结 DE 和 
CF 分 别 交 AB + P 和 Q 两 点 , 则 PM = QM. 

证 :以 OM 为 对 称 轴 , 作 MC 的 对 称 图 形 MC”,( 如 图 [ — 4 - 7 - 3), 则 

MC = MC’.Z1= 2 

LCMP = ZC'MQ 

LCEP = LCED = 180° - Z3 = 180° - Z4 = 180° - ZC'MB 

所 以 ,C'、M、P\E WASH. 

所 以 ZMCP = ZMEP = ZMCQ 

AMCP 2 AMCQ, MP = MQ 

例 2 (1999. 第 40 届 IMO 预选 题 ) 已 知 M 是 全 ABC 内 任意 一 点 .证 明 : 

min MA,MB,MC} + MA + MB + MC < AB + AC + BC 

【分 析 】 要 证 上 述 不 等 式 ,只 要 证 MA( 或 MB 或 MC) + MA + MB + NC 
MC < AB + AC + BC. 而 此 不 等 式 左边 有 由 条 线段 ,右边 只 有 三 条 线段 , 因 p 
此 考虑 把 AB, BC, AC 各 分 出 部 分 线段 ,利用 中 点 把 它们 各 分 成 两 段 则 为 一 
种 常见 方法 . 这 样 , 不 等 式 左边 为 四 条 线段 ,右边 为 六 条 线段 ,可 以 先 证 明 四 
边 形 及 其 内 部 一 点 之 间 一 些 线段 不 等 关系 的 一 个 引 理 . 

证 明 : 

引 理 。 M 是 凸 四 边 形 ABCD 内 的 一 点 , 则 

MA + MB < AD + DC + CB 

事实 上 ,如 图 有 -4- 7- 4, 设 AM 交 四 边 形 ABCD 于 N, 不 妨 设 N 在 CD 
上 , 则 

MA + MB < MA + MN + NB 

= AN+ NB 
< AD + DN + NC + CB 


mI -4-7-4 
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= AD + DC + CB 

WA H - 4 - 7-5, ADEF # A ABC 三 边 中 点 所 得 三 角形 , 且 将 
全 ABC 分 成 四 个 区 域 ,每 个 区 域 至 少 被 凸 四 边 形 ABDE ,BCEF ,CAFD 中 
的 两 个 覆盖 ,不 妨 设 M 属于 四 边 形 AFDC 和 ABDE , 则 由 引 理 ,得 


> 


MA + MC < AF + FD + DC = AF + EC + DC F £ 
MA + MB < AE + ED + DB = AE + FB + DB 

两 式 相 加 ,得 PS 
MA + MA + MB + MC < AB + AC + BC 8 D €. 
ma b E 522. 


MB + MA + MB + MC < AB + AC + BC 
MC + MA + MB + MC < AB + AC + BC 
故 min|MA ,MB,MC| + MA + MB + MC < AB + AC + BC 
另 证 :不 妨 设 min| MA,MB,MC| = MA , 则 以 A 为 圆心 ,MA 为 半 
径 作 轿 , 与 AB,AC 必 相交 , 设 交点 为 DD,E, 延 长 AM BC +H, H f: 
HF // MD,HG // ME 分 别 交 AB,AC 于 F.G. 则 有 DM < FH,ME < z S 
HG. 
SIE 人 ADM 中 , 底 角 ZADM 必 为 锐角 , 即 ZAFH 为 锐角 , 则 Æ X 
一 BFH 为 钝 角 . 因 此 在 ABFH 中 ,有 BH > FH. 同 理 有 HC > HG, 故 
DM < BH,ME < HC 图 IT-4-7-6 
又 因为 BD + DM > MB.CE + ME > MC 
所 以 BD + BH > MB,CE + HC > MC 
因此 AB+ AC+ BC 
= AD + BD + BH + HC + CE + EA 
= MA + (BD + BH) + (HC + CE) 
+ MA > MA + MA + MB + MC 
= min| MA, MB,MC| + MA + MB + MC 


证 毕 . 

为 了 研究 “2001, 江苏 省 数学 竞赛 题 的 拓 广 ”首先 研究 “知识 ,方法 ， 
技能 " 中 提 到 的 “ 费 尔 马 (fermat) 问题 ” 

例 3 (三 角形 的 fermat 点 ) 在 锐角 A ABC 中 , 求 点 M 使 得 AM + BM + CM 最 小 . 

解 :分 别 以 AM 和 AB 为 边 向 A ABC 外 作 正 三 角形 ABP 和 AMN, 连 


接 MN,CP. pi 
所 以 有 ZMAN = 60° = 人 BAP A 
“LBAM = LPAN 
加 上 条 件 AM = AN,AB = AP, 就 得 到 个 BAM S° APAN 
“PN= BM 

B C 


AM + BM + CM = MN + PN + CM > CP 

请 读者 注意 这 里 p 事实 上 是 个 定点 ,所 以 CP REK. 

当 M 使 得 C,M,N,P KRB, AM + BM + CM 取 到 最 小 值 . 
这 时 人 AMB = 人 ANP = 120° 

LAMC = 180° - ZAMN = 120° 

BMC = 120° 

所 以 M 即 是 使 得 CAMB = 人 BMC = 人 CMA = 120° 的 点 . 
至 于 M 的 存在 性 ,我 们 考虑 以 BC 为 弦 的 一 段 120" HAMAL AC 为 弦 的 一 段 120" HAIM, EN 
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图 下-4-7-7 


WI -4-7-8 


二 者 的 交点 即 为 点 M.( 点 M 称 为 人 ABC 的 Fermat 点 ) 如 图 I -4-7-9 
【评注 1】 做 正三 角形 的 思路 比较 有 意思 ,希望 读者 可 以 把 这 个 题目 背 下 来 . 
(2) 还 有 一 个 比较 有 意思 的 图 形 大 家 可 以 看 一 下 ,在 图 l| -4-7- 10 中 有 AP,BQ ,CR 共 点 .而 它 


们 所 共 的 点 就 是 Fermat 点 M. 


A 8 4 
Q 
B c 
f c P 


BI-4-7-9 EI -4-7-10 


例 4 《2001. 江 苏 省 数学 竞赛 试题 )(1) 如 图 H -4-7 - 11, 已 知 四 边 形 ABCD 中 ,AB = AD, 


Z BAD = 60°, Z BCD = 120' ,证明 :BC + DC = AC 
(2) 如 图 I — 4 — 7 -~ 12, 四 边 形 ABCD 中 ,AB = BC, Z ABC = 60",P 为 四 边 形 ABCD 内 一 点 , 且 


ZAPD = 120". 证 明 ; PA + PD + PC > BD 


国王 ~4-7-11 


EA: WA I -4-7 -11,4% BC EE, {CE = CD 
LBCD = 120°,:. ZDCE = 60 

X CD = CE 
n ACE 为 等 边 三 角形 
“^ DE = CD = CE, ZCDE = 60° 

X: AB = AD, ZRAD = 60° 


A ABD 为 等 边 三 角形 
“ AB = AD = BD, ZBDA = 60° 
LADB = 人 CDE 
ADC = LADB + ZBDC = ZCDE + ZBDC = ZBDE 
AACD 2 ABED 


AC = BE = BC + CE = BC + CD 

D 如 图 ll — 4 — 7 - 12, 在 四 边 形 ABCD 外 侧 作 正 A AB D , R| 人 APD = 120", 则 四 边 形 ABDP 
符合 (1) 中 的 条 件 , 于 是 BP = AP + PD 

AA BC< PB + PC, 于 是 
B'C< AP + PD + PC 
下 面 只 需 证 明 :BD = BC 

AAB D 是 正三 角形 
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AB’ = AD, Z B'AD = 60° 
又 易 知 人 ABC 是 正三 角形 . 
^. AC = AB, Z BAC = 60° 
由 此 得 “AAB'C%2 AADB,k BC= DB 
【评注 】 工 第 (1) 小 问 是 由 下 面 的 命题 改编 而 成 : 


设 P 为 正 A ABC 外 接 圆 BC 上 任 一 点 , 则 PA = PB + PC. 
2 第 (2) 小 问 中 的 条 件 APD = 120° 可 以 取消 ,结论 仍 成 立 ,其 证 明 要 用 到 费 尔 马 点 的 知识 . 
事实 上 ,… ABCD 为 凸 四 边 形 . 
BAD < 180', Z BCD < 180° 
X ¿ABC 为 正三 角形 
… LCAD < 120°, ZACD < 120° 
下 面 分 两 种 情况 讨论 : 
(i) # Z ADC > 120', W| D X A ADC 的 费 尔 马 点 ,如 图 也 -4-7-13,D 在 入 ABC 的 外 接 贺 内， 
(RAWE), E BD XAF D” 
故 PA + PC + PD > AD + DC2 AD + DC 
又 ZAD'C = 120',-. AD” + D'C = BD’ 
PA + PC + PD > BD” > BD 


WI -4-7-13 WI -4-7-14 


(ii) Æ ADC = 120', Ñ| D #£ A ABC 外 接 圆 外 部 , 设 P” 为 BD 与 该 贺 的 交点 (如 图 | -4-7- 14)， 
则 P” 为 全 ADC 的 费 尔 马 点 .于 是 

PA + PC + PD > P'A + P'C + P'D 
而 ZAPC=120 “PA+PC= BP 

PA + PC + PD > BP” + P'D = BD 

综 上 所 述 ,PA + PC + PD > BD 得 证 . 

@s 已 知 过 锐角 人 ABC 顶点 A、B\C 的 垂 线 分 别 交 对 边 于 
D.E.F,AB > 4AC ,直线 EF Z BC 于 P, 过 点 DD 且 平 行 EF 的 直线 
分 别 交 AC、AB 于 Q,R,N 是 BC 上 的 一 点 , 且 人 NQP + 人 NRP < 
180". 求 证 : BN > CN 

【分 析 】 在 题 设 条 件 不 变 的 情况 下 ,命题 相当 于 “ 若 人 NQP ` 
+ ZNRP < 180, 则 BN > CN”. 因 此 如 果 能 证 明 “ 当 BN = CN RESIS 
时 ,和 NQP + 人 NRP = 180”, 则 原 命题 得 证 . 

因此 考虑 BC 中 点 M ,得 证 R,M,Q , P 四 点 共 圆 .这 是 解决 原 命题 的 关键 . 

这 只 要 RD. DQ = MD . DP 

由 于 可 证 B,R,C,Q 四 点 共 图 ,得 RD - DQ = BD DC = (BM + MD)(CM - MD) = MC - 
MD?. 故 只 要 证 MC? = MD - MP 即 可 . 

证 明 : 取 BC 中 点 , 连 DE 
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B.C.E.F 四 点 共 图 
A.B.D.E 四 点 共 加 
LPEC = LABC = 人 DEC 
Æ ME ,因为 人 EDP = 180° - ZACB - 人 CED 
放 LEMC = 180° - 2ZACB 
( 因 RtABEC 中 ME 是 斜 边 BC 的 中 线 ,…ME = MC) 
两 式 相 减 ,得 
ZMED = 人 EDP - 人 EMC = ZACB - 人 CED 
= LACB - 人 CEP = ZEPC 
AMDE co AMEP 
= MD .MP = MC? 
PQ // FD,F.E.C.B NARE 
LBRD = 人 BFE = 人 DCQ 
即 B,R,C,Q 四 点 共 贺 . 
所 以 RD : DQ = BD- CD 
= (BM + MD) : (CM - MD) 
= MC? - MD? = MD - MP - MD? 
= MD(MP - MD) = MD +: DP 
故 有 ”RR,M,Q,P 四 点 共 加 
“~ LMRP + ZMQP = 180 
( 注 : 上 述 即 证 明了 当 BM = CM 时 ,人 MRP + 人 MDP = 180°) 
3 N # BC E, B LNQP + LNRP < 180' BÍ, N 必 在 M 右 侧 
(否则 CNQP + ZNRP > LMQP + 人 MRP = 180`) 
“ BN > CN 
PE, 取 BC 中 点 M. 
BE | 4C,CF 上 AB. 得 B,C,E,F 四 点 共 圈 
“» LCEP = 人 ABC 
又 EF/ QR 
* /CEP = 人 CQD, 得 人 ABC = 人 CQD. 即 B,Q,C,R 四 点 共 圆 
DR - DQ = DB - DC 
设 BM = MC = a,CP = c,DM = 0, 则 
DB + DC = (a + b)(a — b) = a? - b? 
PE + PF = PC + PB 
H “Juk” 知 ,D、E、F、M MASE 
PE + PF = PD - PM 
PC - PB = PD + PM 
即 c ‘Gates (a+c-b)(a +c) 
亦 即 a?=bla+c) 
因此 DR DQ = DB- DC = a? - Ë 
= b(a+c)-b2 = b(a+c- b) 
= DM DP 
即 P,Q,M,R NASE. 
“以 下 ”到 “证 出 结论 " 同 原 证 法 
DR] “AAR” 见 第 三 


图 , 共 线 , 共 点 " 中 例 5. 
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例 6 (1988. 第 3 届 全 国 冬令 营 ) 如 图 I — 4 — 7 — 16 所 示 , 设 C, C 是 同心 圆 ,C; 的 半径 是 Cl *+ 
径 的 2 倍 ,四 边 形 A1A2A3As 内 接 于 圆 Ci, 将 A,A, 延长 交加 C, 于 B1,A3A4 延 长 交 贺 C, 于 B4. 试 证 
明 : 四 边 形 Bi B;BsB, 的 周 长 大 于 等 于 四 边 形 AY As As A. 的 周 长 的 2 倍 ,并 请 确定 等 号 成 立 的 条 件 . 

证 明 : 记 公共 圆心 为 0 ,连接 OA, .OB, 和 OB; ,在 四 边 形 OA, Bi B; 中 运 
用 托 勒 密 定理 有 

OB; . A.B < OA; - BiB: + OB ` A,Bı 

因 OB, = OB; = 20A, ,ġk 2A,B < B, B, + 2A,B, 


即 B,B:>2A,A + 242B: - 2A, B; ° 
同 理 有 BB, 2 2424A3 + 2A5Bs - 2A2B2 ° 

BsB, > 2A3A4 + 2A4B; - 2A3B3 © 

B.B, >2A,A; + 2AB; - 244B4 图 图 -4-7-16 
四 式 相 加 得 


BIB; + B;Bs + B3B, + B4B, 2 2(A,A2 + AsAs + A3As + AsA1) © 

要 使 ORPFIRI, 4 B (224 OA, Bi B 四 点 共 圆 .这 时 ,人 OA1A2 = ZOB,B; = 人 0B2B1 = 
ZAAO, Ë) OA, 为 ZAAI A: 的 平分 线 . 同 理 OA2、OA3、OA4 分 别 为 ZAAA AAAs 
一 43A4Al 的 平分 线 .这 意味 着 O 为 四 边 形 A1A2A3As 的 内 切 圆 的 圆心 , 故 知 四 边 形 AAAA, 为 正 
方形 , 即 当 且 仅 当 四 边 形 AAAA, 为 正方 形 时 @ 式 等 号 成 立 . 

例 7 贺 内 接 六 边 形 ABCDEF 中 ,AB = BC,CD = DE,EF = FA. 求 证 :AB+ BC + CD + DE + 
EF + FA 2 AD + BE + CF 

【分 析 】 由 题 设 不 难 证 得 H X A BDF KED, (nB I -4-7- 17) R. 
HB = AB = BC,HN = AN, 故 问题 转化 为 求证 


2(HB + HD + HF) > AD + BE + CF H e 
即 证 HB + HD + HF >2( HM + HL + HN). XT H“ HREM -— A 
迪 尔 不 等 式 " 得 证 . c 
证 明 ;如 图 -4-7-17, 设 BE 与 DF 相交 于 L, 则 人 FLB = 二 (FE + Z 
人 图 -4-7-17 


BI BL 是 人 BFD 的 高 . 
同 理 , 设 AD, CF 分 别 交 BF, BD 于 N、M, 则 DM , FM 分 别 为 BF ,BD 上 的 高 .因此 BL , DN , FM 3È 
于 一 点 ,这 点 就 是 2 BFD 的 甜心 且 . 
由 于 HDL = ZEDL,ZHLD = 人 ELD = 90',HL = EEL, 所 以 人 HDL 2 人 EDL, 则 
HE = HL + LE = 2HL,HD = DE 
同 理 HC = 2HM,HA = 2HN,HB = BC,HF = AF 
由 “ 艾 尔 德 斯 一 一 莫 迪 和 尔 不 等 式 ” 有 
HB + HD + HF > (HL + HN + HM) 
= HE + HA + HC 
因此 2(HB + HD + HF) > AD + BE + CF 
BD AB + BC + CD + DE + EF + FA > AD + BE + CF 
例 8 〈1994. 中 国 数学 冬令 营 ) 设 ABCD 是 一 个 梯形 (AB // CD), E 是 线段 AB 上 一 点 ,下 是 线段 


CD 上 一 点 , 线 肌 CE 与 BF RFA H, RB ED 与 AF HFA G RIE: Saro < L Sam 
【分 析 】 此 题 需 从 梯形 内 部 各 三 角形 面积 关系 着 手 ,找到 Sra 与 Su 之 间 的 关系 ,注意 适时 应 
用 均值 不 等 式 ,从 而 转化 为 不 等 式 解 题 . 


证 明 :如 图 上 -4-7-18, 设 ZAGE = a, 则 Saa = 至 4G.GE.sna,Samo= 二 DG.4G 
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* sina 


Sano = DG * GF + sina, Sarce = + FG * GE .sina D F c 


则 Saace Sans = $ : sinda + DG + GF - AG -+ GE 
` = Saam * Same 


MJ Saaw + Sanr S2 V Saaw * Sanwo A E B 
= 2 / Sanca Saree 图 TI-4-7-18 


又 ”Saagr = Saare - Saa 
= Saaw - SAAGE 
= Saa 

则 Sans + Sancor > 2Sare 

| 4Sana <2Samr + Sara + Sanr p—E c 
= Saro 

同 理 4Same < Sae 

故 4Sporm = 4Sang + 4Sagoe 


< Sme + Sas ri 
= Sas š 
则 Smm < Sw 证 毕 . 图 I-4-7-19 


【评注 】 对 一 般 凸 四 边 形 ,结论 不 成 立 .如 图 [ -4- 7- 19, 先 作 两 条 过 互 的 直线 ,然后 取 四 点 B, 
C,F,E,# HE = 2HC,HF = 2HB. 连 CF,BC,BE, 并 在 CF,BE 的 延长 线 上 分 别 取 DD,A, 构 成 四 边 形 
ABCD. 


BR Sanr > F Sae 
Š D 5 F,A 与 已 充分 接近 时 ,SApm 很 小 ,可 以 小 于 Same - 于 Saacr, 此 时 


Sab: Paq 十 Sur + Sus > + Suo FRERE. 

作为 应 用 纯 几何 方法 的 最 后 一 个 例子 , 想 举 一 个 应 用 “将军 饮 马 问题 ”" 的 例子 . 

例 9 公 ABC 是 锐角 三 角形 , 求 BC 边 上 的 点 D,CA 边 上 的 点 E 和 
AB 边 上 的 点 下 ,使 得 ADEF 的 周 长 最 小 . 

【分 析 】 这 是 一 道 综合 性 题目 , 除 将 军 饮 马 问题 的 思想 ,还 要 涉及 
著名 的 调整 法 . 

我 们 先 来 看 一 下 调整 的 结果 . fE D 关于 AB 和 AC 的 对 称 点 Di 和 
Dz, FRL ADEF 的 周 长 最 小 值 在 Di ,E, 下 ,DD; 共 线 的 时 候 取 到 .如 果 不 B 
共 线 就 可 以 调整 到 共 线 ,这 样 周 长 就 会 更 短 . 注意 这 里 应 该 固定 D.E, F 
都 应 该 有 这 样 的 性 质 . 

那么 什么 样 的 了, 正 ,下 满足 这 样 的 性 质 呢 ? 首 先 ,人 AFD = ZAFD, 是 肯定 的 .由 此 能 得 到 什么 呢 ? 
我 们 还 没有 用 共 线 的 条 件 呢 , 即 人 AFD + ZAFE = 180", 由 上 面 二 式 可 以 推出 人 BFD = ZAFE. WMR 
你 可 以 看 得 更 透彻 一 些 的 话 会 过 点 下 作 AB 的 垂 线 PF ,这 样 ,FP 就 是 人 DFE 的 平分 线 . 同 理 , 对 人 DEF 
的 其 它 两 个 顶点 D,E, 过 自己 垂直 于 所 在 A ABC 边 的 线 都 是 A DEF 的 角 平分 线 . 那么 什么 样 的 
ADEF 有 这 样 的 性 质 呢 ? 

经 验 丰富 的 读者 已 经 可 以 猜 到 D,E, F 就 是 人 ABC 的 三 个 高 的 垂 足 了 . 

好 ,现在 一 定 有 的 读者 会 说 ,我 们 的 证 明 已 经 结束 了 ,因为 只 要 A DEF 不 满足 那个 性 质 ,我 们 就 可 
以 再 调 得 小 些 ,所 以 最 小 值 就 是 那个 .但 是 请 读者 仔细 思考 一 下 这 个 证 明 的 严谨 性 …… 你 这 个 调整 是 
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有 限 的 么 ?如 果 不 是 有 限 的 话 ,为 什么 一 定 可 以 有 一 个 最 小 值 呢 ?即使 有 一 定 是 你 所 期 望 的 那个 么 ?所 以 
整个 证 明 不 可 以 就 这 样 简单 了 事 .下 面 将 给 出 严格 的 解答 ,请 读者 自己 将 其 中 省 略 的 东西 补 全 . 

略 解 : 作 全 ABC 的 三 条 垂 线 AX , BY ,CZ. fE D 和 X 关 于 AB,AC 的 
对 称 点 Di, D, 和 Xi,X2. 连 接 图 中 的 线段 . (在 此 就 不 一 一 详 述 是 娜 些 X. 
了 ) 

KE X, Z, Y, X: 共 线 .( 这 个 留 给 读者 给 出 证 明 ) 

由 分 析 中 叙述 的 结论 可 知 A DEF 的 周 长 > D,D. 

T AXYZ 的 周 长 = XiX2. 

所 以 只 需要 证 明 D, D, > X, X2. m I-4-7-31 

但 注意 到 全 DiAD: = ZX AX; = 2 - 人 BAC, 并 且 有 边 的 关系 AX, = AX; = AX < AD = 
AD, = AD. (请 读者 想 想 为 什么 ?) 

由 此 D.D, > XiX2 ,事实 上 ADAD: V AX AX; 

从 而 ,使 ADEF 的 周 长 最 小 的 D,E,F 即 是 A ABC 的 三 个 高 的 垂 足 . 
I. 运用 三 角 方法 的 几何 不 等 式 . 

例 10 (1999. 美国 第 28 届 数 学 奥林匹克 ) 已 知 四 边 形 ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 .证 明 : 

| AB - CD I+! AD - BC 1222 1 AC - BD | 

【分 析 】 要 计算 贺 内 各 条 弦 的 度 ,由 于 圆 半径 相同 (不 妨 设 为 1) ,可 
以 通过 其 所 对 的 圆心 角 得 出 . 这 样 就 转化 为 一 个 三 角 不 等 式 问题 ,由 对 
称 关系 ,可 比较 1 AB- CD | 和 | AD - BC ! 5 1 AC - BD | 之 间 的 大 
J. 

证 明 :证 O 为 四 边 形 ABCD 外 接 圆 圆心. 

不 妨 设 圆 半径 为 1, 又 设 AOB = 2a , Z BOC = 28, ZCOD = 2y, 
LDOA =28 W] a+p+y+8 = x 

为 方便 , 令 > y, p> .因为 

AB = 2sina, BC = 2sin8,CD = 2siny, DA = 2sinë 

所 以 1AB- CD ! = 2 | sina ~ siny | 


图 TI-4-7-22 


= |sat] 

= a|n zan eE 

同 理 14D BC |= | 

又 1AC-BD|I=2|sin(y+6)- sin(a +6)1 
-4|s 222. 82228] 
-ze 


由 0<68<p<r 得 0<833<x 

B- S< 8 x 

0< 2 <r0<2<2<2 
故 IAB-CDI-IAC- BD | 

=4|sns37| (snt - n£z) 


= 8|sin yosin >0 
即 14B- CD >| AC - BD | 
同 理 14D- BC I2i AC- BD í 


因此 14B-CDI+I4D-BCIP>2I4C-BDI 
当 且 仅 当 a = 7,8 = 8, 即 四 边 形 为 矩形 时 等 号 成 立 . 
例 11 (1999. 巴 尔 干 地 区 ) 设 全 ABC 为 锐角 三 角形 ,M,N,P 分 别 是 人 ABC 的 重心 G 向 边 AB， 


BC,CA MERRER EI: < Sae < L 
OT 

lam) Sase = Seso + Saron + Saar 由 垂直 关系 , 知 ZA = 

- /MGP, 另 由 重心 的 性 质 , 有 GM = -Lhe 3X h HAB 边 上 的 高 ， 


E S s ", P 
2 "359 2 2 


AC ' sinA ,因此 ,Sewep 与 Seasc 的 比值 就 转化 为 人 ABC 三 内 角 的 三 角 值 

关系 式 , 这 可 以 通过 三 角 运 算 求 出 其 范围 . 
证 明 : 设 BC,CA, AB 长 分 别 为 a,b,c, 其 上 的 高 长 依次 为 Ni P 
因为 G 为 三 角形 ABC 的 重心 ,所 以 
GN = 十 h,GP = 村 mn,GM = +h. 
ZNGP = 180° - ZC,ZMGP = 180° - ZA,ZMGN = 180° - ZB, 
B S= Sanc = Fha = Eheb Those 


S = Fab- sinC = Fte ° sinA = Lac + sinB 
得 Samp = Sane + sa T Saia 


=4 1 ` k > T PE SW 
=Z `h Th. sinC + 十 3 hs 3he ° sinÀ + Ç ° $ hç ° $ hasinB 


ka SzsinC Sh SzsinB 
s (Soe =a as) 
= P in?C + sin? A + si? B) 
因为 sinzA + sin? B + sin? 4 - 1 (esQA + 2B + 2C) 
x: [esca + B)es(A - B) + oC - + ] 


= 2 + cosC[eos(A — B) — oC] 
<2 + cosC(1 -cosC) 
C+1-oC)*_ 9 
<2+ (mc =c) =$ 
又 全 ABC 为 锐角 三 角形 ,0<<1 A - B I< C < FA cos(A - B) > cosC, 所 以 
simA+sinB+sieC > 2 > + 
m 4 c Sawe < L 
例 12 面积 为 S” 的 凸 四 边 形 ABCD 内 接 于 一 圆 ,圆心 在 四 边 形 内 部 .证 明 : 以 该 四 边 形 对 角 线 交 
点 在 四 边 上 的 射影 为 顶点 的 四 边 形 面积 不 超过 号 
【分析 】 易 得 S”= + - AC. BD .sin 人 AOD, 而 四 边 形 PORS 的 面积 计算 要 麻烦 些 , 从 图 中 的 
一 些 垂直 关系 可 以 发 现 O 是 四 边 形 PQRS 的 内 切 图 图 心 ,可 由 图 外 切 四 边 形 面积 公式 得 
Slos = FQ - QR « RS . SP ` sir? CSPQ + ASRQ 


( 连 : 公 趟 证 明 可 利用 人 站 定理 及 三 角形 面积 公式 和 PQ + SR = PS + RQ). 这 四 条 过 PQ, QR, 
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RS,SP 与 AO,BO,CO,DO 之 间 可 通过 正弦 定理 连接 起 来 ,从 而 面积 的 大 小 关系 证 明 可 通过 代数 方 
法 一 一 平均 不 等 式 得 出 . 

证 明 :如 图 有 -4-7-24,O 为 圆 内 接 四 边 形 ABCD 对 角 线 的 交点 ,O 到 
四 边 的 垂 足 分 别 为 P`Q R、S. 

由 A,S,O,P 四 点 共 圆 得 人 1 = 人 2 

同 理 3 = ZL4, 人 1= 

故 ZL2= 3 

即 PO 是 人 SPQ 的 平分 线 . 

同 理 QO, RO, SO 分 别 是 Z PQR , Z QRS, Z RSP 的 角 平 分 线 

因此 O 为 四 边 形 PQRS 的 内 心 ,又 


(LspQ+ ZSRQ) = L2+ L5= Z1 + Z6 = 180° - ZAOD 


WI -4-7-24 


即 sn (ZSPQ + ZSRQ) = snZAOD 

由 图 外 切 四 边 形 面积 公式 ,得 
= PQ - QR RS. SP - sP (Z¿SPQ + ZSRQ) ] 
= PQ : QR + RS .SPsimAOD 

在 四 边 形 APOS 中 ,AO 是 其 外 接 圆 直径 ， 
PS 


故 nA = 40, 且 CLA= 180 - ZC,ZD = 180 - ZB 
PQ. RQ _ SR 
ma P= Ba, 有 8 = oc,SR = op 
因此 S' = +AC.: BD - sing AOD 
= (AO + CO)(BO + DO) . sinZ AOD 
Ü 1(SP ,QR). (PQ , ES). ç 
-1 1 Sa) (如 + 可) iaon 
_ (SP+ QR)(PQ+ RS) _ 
ZsinA + sinB sa ZA0D 
4 / SP + GR. PQ RSsn/AOD 
ZsinAsinB 
2Sa 
= SnA + sinB > 2 * Sras 
即 Sws 
当 且 仅 当 ABCD 为 矩形 时 等 号 成 立 . 


例 13 (1996. 第 37 届 IMO 试 题 ) 设 ABCDEF 为 凸 六 边 形 , 且 AB 平 行 于 ED,BC 平 行 于 FE,CD 平 
行 于 AF, 又 设 Ra, Rc, Re 分别 表示 A FAB,A BCD R A DEF 的 外 接 圆 半径 ,P 表示 六 边 形 的 周 长 .证 
B: 

Ra + Re+ Re> Ë 

分 析 与 证 明 :由 已 知 条 件 及 图 形 形 状 ,可 联想 到 第 四 届 全 俄 数 学 奥 
林 匹 克 试题 及 解法 . 

原 题 为 :是 六 边 形 ABCDEF 中 所 有 内 角 都 相等 ,证 明 : AB - DE = 
EF-BC=CD-FA (*) 

由 已 知 条 件 易 得 对 边 平行 ,因此 ,这 两 题 有 相 类 似 的 条 件 ,利用 其 解 
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题 思想 , 作 FN // ED,DL // BC, BM // AF ,其 交点 分 别 为 L,M,N, 如 图 [| -4-7-25 所 示 
iË AB = a,BC = b,CD = c,DE = d,EF = e,FA = f,MN = z,ML = y,LN = z, 则 有 
arz=dO e+z=b,@ c+y= f. @ 
及 ZLMN = nr- ZA,ZNLM = r- ZC,ZMNL = xr- ZE 
BA ZC = mE = SnaZA @ 
(由 此 即 得 (* )) 
(4) 结论 作为 预备 条 件 使 用 . 
对 于 求 外 接 贺 半径 ,常用 的 有 正弦 定理 , 即 2REsin 人 LE = FD, 又 因为 AF // CD, 所 以 其 最 短 距离 
应 为 公 垂 线 ,过 B FAF, CD 的 垂 线 交 AF 于 Bi, 交 CD FB WA 


2Rz * sinZ E = FD > B,B, = asinZ A + bsinZC © 
同 理 可 得 

2Rc +: sinZ C = DB > fsinZ À + esinZ A © 
2RA * sinZA = FB > dsinZE + c * sing C © 


直接 用 这 三 个 结论 ,总 觉 还 差点 什么 ,于 是 看 看 预备 条 件 D ~ @ ,为 解决 这 个 问题 ,又 可 与 艾 尔 多 
斯 一 一 莫 迪 尔 定理 的 迪 尔 解法 产生 联想 ,从 而 去 寻求 某 种 对 称 的 性 质 ,以 便 更 好 地 利用 O ~ O. 利用 
图 ,有 


-Q _ Q 得 

snLCC snLA' 

asinLA + jsinLC = dsinZA + esinZC 

— -加 得 

SnLA anLE' 

esinZE + JsinLA = bsinZE + c ° sing A 

-DD 

SnZE snLC’ 

cvsinLC + d + sing E = fsinZC + asing E. 

此 结论 恰好 与 G.G .Q 相 匹配 , 且 构成 了 互 为 倒数 的 理想 结果 , 即 


Re + Re+ Ra 
1[1(, .sincA .SinCC .Sin 人 LA , , sinCC 
> 二 [二 (eS + OE + ad RAE + * HGE) 


1 sing E sin C in C sin E 
++(a SE r BGE + f. EE y a. aE) ] 


>} (2a +2b+2e+2d+2e+2f) = E 
等 号 当 且 仅 当 六 边 形 为 正六 边 形 时 成 立 . 
H. 用 代数 方法 的 几何 不 等 式 . 


例 14 (1996.3 37 届 IMO 预选 题 ) 在 平面 上 给 定 一 点 O 和 一 个 多 边 形 下 ,下 不 定 是 是 的 ,P 为 下 
的 周 长 ,D 为 O 点 到 F 的 各 顶点 的 距离 之 和 , 韭 为 O 点 到 下 的 各 边 所 在 直线 的 距离 之 和 .证 明 :D? - H? 


> 


m% 


4 
【分 析 】 所谓 代 数 法 ,这 里 是 “用 色 股 定理 " 之 后 * 用 柯 西 不 等 式 " 使 不 等 式 获 证 . 
证 明 : 设 下 的 各 顶点 依次 为 A1,A2,…,A,,O ARAA 所 在 直线 的 重 线 的 垂 足 为 Hk = 1,2, 
QR Ann = AD 
由 勾 股 定理 ,有 
OAš - OHš = AH}, 
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= Ab 
则 4(D2- H?) 
= [(D + H) + (D + H)] :I(D- H) + (D-H)] 


= [Zoa + Zon): (Som t Zon) ]- [(Som on): 
(Xoan - Zon) ] 
= [Bow + oto + Daa + on)]: [Zon ` o) + Sonn - 0] 


> [X Vou OOM = OR) + $) VOM + OHNO = OH) ] “( 柯 西 不 等 式 ) 
= (Dah + + SA) 


即 P-P>7 

例 15 〈1996. 第 37 届 预选 题 ) 设 全 ABC 是 等 边 三 角形 ,P 是 其 内 部 一 点 ,线段 AP,BP,CP 依次 交 
三 边 BC,CA,AB 于 Ai,Bi,Ci 三 点 .证 明 :;A1B1* B,C, + C1A, > A,B + B,C + C1A 

【分 析 】 所 谓 代数 方法 ,这 里 是 用 了 “余弦 定理 "之 后 用 “均值 不 等 式 "转化 ,再 用 塞 瓦 定理 得 证 ,其 
中 用 “均值 不 等 式 " 转化 是 中 心 枢 捏 . 

证 明 : 如 图 H —4-7-26, 


得 AB} = AiCz + B,C - AC + B,C 4 
2A1C: BIC - AIC : BC 
= A,C* BC 9 B, 


同 理 B,C} > BAA CA 

CıAĵ > C.B: A,B 

由 塞 瓦 定理 ,得 R TAE 
AC .BA Q82 MLI -4-7-26 


A,B ` B.C GA 
则 AiBi: BC, CA 
>VAIC BIC: BAA : CA C,B AIB 


BAA > C B 
= . a .,/ AC- BA: CB 
CA AB: BC + GA 


= AlB. BIC .CIA 

例 16 (第 37 届 IMO 预选 题 ) 设 合 ABC 是 锐角 三 角形 ,外 接 圆 圆心 为 ,半径 为 R,AO 交 BOC 所 
在 的 圆 于 另 一 点 A” , BO 交 COA 所 在 的 圆 于 另 一 点 B' ,CO XAO 所 在 的 圆 于 另 一 点 C“ .证明 :O4 + 
OB' - OC' > 8R? ,并 指出 在 什么 情况 下 等 号 成 立 ? 

【分 析 】 ”此 题 的 代数 法 是 指 : 

要 证 :OA - OB’ + OC’ > 8R3 

nge: AOR OC >8 (œ) 
于 是 将 左边 "用 面积 之 比 和 ”表示 ,用 "均值 不 等 式 " 使 ( ) 获 证 . 
证 明 : 如 图 H - 4- 7- 27, 设 AO 与 BC,BO 与 C4 ,CO 与 AB 的 交点 依次 为 D.E、 下 ,和 全 4OB、 
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ABOC,ACOA 的 面积 依次 为 S1、S，、S3, 由 B.O.C.A” 四 点 共 圆 知 
LOBC = LOCB = LBA'O 


R: AF a 
人 而 op =E, = Ë 
| OA':OB' .Ooc R 
所 以 R? = 0D- OE OF 
= QA , OB , OC 
OD ` OE ` OF 
_ S+S, S+S S+S 
2 S; S, 
Sr. SYS, SS 3 
= (21 ,21)[>B3 , 22)[22 , 2 
-( i ($3) Ses) 
Ee 
s i E | > ,> o sss. 
=(#+ 2). ($+$) ($+$) >s 


等 号 当 且 仅 当 S, = S, = S; 时 成 立 ,此 时 A ABC 为 正三 角形 . 
i OA’ + OB- OC 二 8R3, 等 号 当 且 仅 当 人 ABC 为 正三 角形 时 成 立 . 
例 17 (1991. 第 32 届 IMO 试 题 ) 已 知 公 ABC, 设 1 为 它 的 内 心 ,A,B, 人 C 的 内 角 平分 线 分 别 
ri 1__AI-BI:C -8 
交 其 对 边 于 4 ,BC ,求证 :4 < MA 和 BB” CC S 2 (*) 
【分 析 】 ”此 题 代数 方法 是 指 : 
W& AL. CL 变量 代 换 后 ,用 均值 不 等 式 得 (*) 的 右 端 不 4 
等 式 ; 
不 等 式 ( * ) 的 左 端 不 等 式 用 二 次 函数 解决 . 
证 明 : 记 BC = a,CA = b,AB = c, BARE = 车, 所 以 ,BA' = 
ca Al _ AB AI b+c 


由 算术 - 几何 平均 不 等 式 ,得 : 
Aeh) 
人 


另 一 方面 , 记 
-btc ,J__cte ,a+b 
X 5 a+tb+e 一 aa+b+C a+b+tc 


M z+y+z=2, 
由 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 得 


a+(b+c) _ 1 k. Ë. 
工 >2(a+6f+c) = 2,7>2,z> 了 2 


当 z 固定 时 ,z 的 二 次 函数 


s= al2-z-2)}<r<2-2-4 


在 定义 区 间 的 端点 处 取 最 小 值 ,所 以 
Al: BI - CI 1 1 L(3i 
A H$ -e)} 


函数 (总 - e )e + < = < 1, tE EARME, BE 
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ABO > 1.3 13.11 
AA” - BB- CC 
【评注 】 (1) 在 同样 条 件 下 ,可 证 如 下 结论 
AL BI AL CI BL. CILA 
4 < AA’ ` BB’ + AA’ ` OC + BB’ OC S 3 
i 为 A 人 ABC 内 任 一 点 时 ,( * ) 式 右 边 仍 成 立 , 可 仿 下 面 证 明 ; 


(3) 推广 : 设 O 为 四 面体 A1A2A3A4 内 任 一 点 ,A1O 交 对 边 于 Ai ,i = 1,2,3,4, 则 


Jlao _ gr 
Iaa < 站 
证 明 : 由 体积 关系 易 知 3) SAS = 1 
AO 
H 之 NA = 
由 均值 不 等 式 .得 


[Jao _ c 
Tiaa; S <(4 24 ) E 
最 后 ,用 代数 方法 分 析 证 明 一 道 几 何不 等 式 的 难题 ,作为 本 讲 的 结束 . 
例 18 如 图 了 - 4-7- 29, 两 同心 贺 半 径 分 别 为 R 与 r,AiAzA3A, 为 
小 圆 的 内 接 四 边 形 ,分 别 延长 A,A1,A1A2,A2A3,A3A, 交大 圆 于 点 Bi,B:， 
By,B.. 
S885,5, _ R: 
> 
RE An P 
【分 析 】 本 题 是 1993 第 8 届 CMO 的 第 4 题 ,是 唯一 一 道 CMO 中 的 儿 何 
难题 . 
我 们 先 来 想 想 如 何 去 计 算 四 边 形 B BBB, 的 面积 ,直接 计算 的 路 显然 图 T -4-7-29 
是 走 不 通 的 ,我 们 只 好 寻求 一 个 变化 ,把 整个 面积 分 为 五 块 : 四边形 A AAA 的 面积 加 上 四 个 小 三 角 
形 的 面积 .然后 分 别 去 计算 每 一 块 的 面积 ,化 为 边 的 比例 再 想 办 法 . 
证 明 : 记 四 边 形 的 四 个 内 角 分 别 为 :a,B,y,6.AiA: = a,Az43 = b, 
AsA, = c,A4AI = d. AB; = z,A3B = y,A4Bi = =,AlB4 = w 
FHE Saiaia, = S1,S4,8,8, = S2, Sp,8, = S3, SA 8,8, 


Sı = 二 wa + z)sna,S; = x(b + ysing,Ss = Lyle + 


=)siny,S4 = 十 z(d + w)sinð 
Hi a + y = 180°,8 + 0 = 180", 所 以 sina = siny,sing = sing 


Sı _ w(a + z)sina _ wla + z) 
S adsia + icsiny ad + bc 


同 理 S; _ (b+ y) S; _ y(c+ z) S, _ z(d+ w) 
S atad’S ` ad+ b 'S ` ab+ d 


我 们 要 证 明 的 结论 就 转化 为 证 明 : 
Sı + Saz+S3+3S， 
1+ S; š at Se 
wlatz), z(bt y + (c+ z), z(d + w) — E 
ad + bc ab+cd ` ad + bc Eras F: 
题目 做 到 这 里 可 以 说 是 告 一 段落 ,前面 的 准备 工作 就 结束 了 ,关键 是 如 何 处 理 这 些 数据 .证 明 不 等 
式 有 的 时 候 是 一 件 很 困难 的 事情 ,关键 就 是 你 不 知道 什么 时 候 应 不 应 该 放 缩 . 这 个 时 候 就 应 该 从 一 些 细 
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小 的 地 方 出 发 去 找到 一 些 突破 口 . 例如 在 这 道 题目 中 ,我 们 先 得 到 了 一 定 的 成 果 ,但 是 你 觉得 这 确实 可 
以 算是 一 个 好 的 结果 的 话 , 那 么 你 如 何 看 待 你 所 设 的 这 8 个 变量 呢 ?它们 又 是 如 何 和 不 等 式 的 右边 挂 多 
W? 

这 正 是 这 道 题目 的 突破 口 所 在 ,我 们 如 何 去 看 待 这 八 个 线段 呢 ? 我 们 可 以 使 用 的 只 有 圆 筹 定理 ,由 
圆 堵 定理 得 x(x + a) = R- r2,y(y + b) = R- r2,z(z + c) = R- ri,ww+d)= R2 — r. 
那么 怎么 和 我 们 要 证 明 的 东西 联系 起 来 呢 ? 只 有 用 均值 不 等 式 , 当然 这 是 一 个 很 危险 的 举动 ,很 容易 就 
把 不 等 式 放 过 了 ,但 是 在 没有 办 法 的 时 候 只 能 试 上 一 试 了 . 


Ç: z(a t z) , z(b + y y(c +z) , z(d+ w) 

由 均值 不 等 式 有 :ad 二 pe + ab +i + ad +Ë + ab+od 
$ + + 

Sq aaa aTa ae Saa aD 

w. 4(R2:- r?) 

Vlad + ie)Xab + ed) 
… 只 要 证 明 (ab + cd)(ad + bc) < 167° 
剩 下 的 事情 就 是 基础 几何 不 等 式 的 题目 了 


(ab + cd)(ad + te) < L[(ad + te) + (ab + ad) 


=a +G +a) < latot + ay. 
<u 

而 所 有 贺 内 接 四 边 形 以 正方 形 周 长 最 大 为 4VZr 
“(ab + ad) (ad + be) < (4r) = 16r 


97.3 针对 性 训练 


A 组 


1. 设 已 是 入 ABC 内 的 一 个 点 ,Q、R、S 分 别 是 A、B、C 与 P 的 连 线 与 对 边 的 交点 (如 图 H -4 - 
7-31). RIE: Saas < $ Sane 


A 
5 Q t 
mI -4-7-31 
2. 已 知 A ABC 的 面积 为 A, 三 边 分 别 为 sb、e. 求 证 :人 二 类 (2 二 9 十 <) auas o= < 时 
等 号 成 立 ， 


3. 在 ABC 中 ,A、B、C 用 弧度 单位 量度 .求证 :于 < 只 二 名 ec < T. 


4.(1) 设 a.b、c E R, MERIH la? +b? +c?) > 2(at + bt + ct). . 

求证 :a ,b,c 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 . 

(2) B asaz, a, (n 过 3) E R, ,满足 条 件 (at+ l+ taz)? > (n -1)lalt attt ah). 
求证 ,这些 数 中 任意 三 个 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 . 


5. 设 忆 是 入 ABC 的 一 个 内 点 ,Q\R、S 分别 是 A、B、C 与 P 的 连 线 与 对 
边 的 交点 (如 图 I - 4 - 7 - 32) RIE: Saas < $ Saane 


Q c 


mI -4-7-32 


6. E OABC 中 ,求证 :op 号 + co B + ot S 2973 


7. 已 知 四 边 形 P, P,PsP, 的 四 个 顶点 位 于 人 ABC 的 边 上 . RE: 
合 PiP2Ps, 全 PiP3P4, 人 P,P3Ps 中 ,至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 A ABC 面积 的 于 


三 角形 全 PiP2P;， 


8. 信 ABC 的 外 接 圆 K 的 半径 为 R ,内 角 平 分 线 交 图 K FAB C .证明 : 不 等 式 16Q3 三 27R4P， 
其 中 QP 分 别 为 人 A'B'C’ 与 人 ABC 的 面积 . 


9.( 第 24 届 IMO 题 6) 设 a、b、c 是 三 角形 的 三 边 的 边 长 .证 明 :a?b(a — b) + b2ce(b - c) + ca (c 
~a) 之 0. 并 说 明 等 号 何 时 成 立 


10. 如 图 耻 -4-7-33,AB 为 OO 的 非 直径 的 纺 ,C 为 其 中 点 ,直线 OC 交 @O 
于 M.N PS, P 39 AB 上 异 于 A、B、M 的 任 一 点 ,直线 AP. BP 分 别 交 直 线 MN 
于 已 和 F. 求 证 :VCE + CF < CM < + (CE + CF) 


图 -4-7-33 
B 组 


1. ğt zyz € R,A + B +C = n RiE: 

x? + y? + z? > 2yzcosA + 2zrcosB + 2 zycosC 
等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 

2 = ycosC+zosB 及 ysinC = zsinB 


2.( 第 37 届 IMO DUER) čt A ABC 是 锐角 三 角形 ,外 接 圆 圆心 为 ,半径 为 R,AO 交 BOC 所 在 的 
圆 于 另 一 点 A“, BO 交 COA 所 在 的 加 于 另 一 点 B“ ,CO 3 AOB 所 在 的 加 于 另 一 点 C“. 证 明 : OA” . OB” ` 
OC 宇 8R3, 并 指出 在 什么 情况 下 等 号 成 立 ? 


3. i A ABC 的 内 切 圆 半径 为 r,P 为 人 ABC 内 任 一 点 .求证 :PA + PB + PC 二 6r 


4. 设 在 人 ABC 中 ,人 A、 人 人 B、 人 C 的 平分 线 交 外 接 贺 于 P.Q、R. 证 明 AP+BQ+CR>BC+ 
CA+AB 


5.( 第 36 Jš IMO 试 题 5) 设 ABCDEF 是 凸 六 边 形 ,满足 hB = BC = CD,DE = EF = FA,ZBCD 
= ZEFA = 60". Ë G 和 HH 是 这 六 边 形 内 部 的 两 点 ,使 得 人 AGB = 人 DHE = 120". 试 证 :AG + GB + 
GH + DH + HE CF 


6.( 第 36 届 IMO 预选 题 ) 设 A1A2A3A4 是 一 个 四 面体 ,G 是 重心 ,A1A2A3A4 的 外 接 球面 分 别 交 
GA1,GA2,GA3,GA4 于 AT A2、A3、A4 四 点 , 证 明 :GA1 * GA2 + GA; © GA, < GA", © GA + 
GA :GA'. Ë 

1 1 


十 天 AT 十 


1 1 
GA CA GA5 


£ 1 1 1 
GA”, S GA, + GA; + GA; + GA, 


+ 


7.( 第 37 届 IMO 预 选 题 ) 设 ABCD 是 凸 四 边 形 , RA Re 、Rc、Rp 分 别 表示 和 售 DAB\AABC\ABCD、 
ACDA 的 外 接 加 半径 .证 明 :Ra + Rc > Ra + Ro 成 立 的 充 要 条 件 是 人 A + ZC > 人 B + ZD 


8.( 第 37 届 IMO 预选 题 ) 在 平面 上 给 定 O 和 一 个 多 边 形 F, F 不 一 定 是 凸 的 ,p HF HAK, D 为 
O ARF 的 各 顶点 的 距离 之 和 ,五 为 O 点 到 下 的 各 边 所 在 直线 的 距离 之 和 .证 明 :D? - H? > D 


9. 如 图 工 -4-7-34, 直 线 ! 交 全 ABC 的 AB 边 于 Bl, 交 AC 于 Ci, 入 ABC 
的 重心 G 与 A 点 在 ! 的 同一 侧 (包括 G 在 ! 上 ). 证 明 : 


Sc, + Sanaa > G Saa FSIE? 


10. (38 34 届 IMO 预选 题 ) 在 人 ABC 的 3 条 边 BC CA AB 上 分 别 取 点 D、 图 了 -4-7-34 
下 \ 下 ,使 ADEF 为 等 边 三 角形 .a、6b、c 分别 表示 A ABC 的 三 边 长 而 S 表示 它 的 面积 .求证 : 


DE>2V2S (a? + b? + 2 + 4/3S) "2 


11. (85 34 届 IMO 预选 题 ) 凸 四 边 形 ABCD 的 面积 为 S,O 为 四 边 形 内 部 一 点 ,K L.M 与 N 分 别 
是 边 AB、BC、CD 与 DA 内 部 的 点 ,如 果 OKBL 与 OMDN 都 是 平行 四 边 形 .证 明 :VS > / S, + / S;. 
其 中 S, 与 S; 分 别 是 ONAK 与 OLCM 的 面积 . 


12. H a,b,c 表示 全 ABC 中 ZA. Z B.C 所 对 的 边 长 , 形 内 任意 两 点 P. .P, P| A.B.C 三 个 项 
点 的 距离 分 别 为 a1、a2,b1、b2,c1、ez. 求 证 aajaz + bb1b2 + ecic 之 abc 


定 值 . 极 值 .轨迹 


$8.1 知识 .方法 ,技能 


I. 定 值 问题 š y 

平面 几何 中 的 定 值 问题 包括 * 定 基 定 值 问题 ” 和 * 定 位 定 值 问 题 ” 

定量 定 值 问题 指 在 变动 的 图 形 中 某 些 元 素 的 几何 量 保持 不 变 ; 

定位 定 值 问题 指 在 变动 的 图 形 中 某 些 元 素 间 的 几何 性 质 或 位 置 关系 不 变 . 

常见 的 定量 定 值 问题 有 : 定 角 , 定 长 (线段 长 , 周 长 , 距 离 的 和 差 等 ), 定 比 (线段 比 ,面积 比 ), 定 积 ( 面 
积 ,线段 积 等 ). 

常见 的 定位 定 值 问题 有 :过 定点 ,过 定 直 线 ,点 在 定 回 上 等 . 

求解 定 值 问题 一 般 分 为 两 步 : 

第 一 步 , 先 探求 定 值 , 通 常 运用 特殊 位 置 法 ,不 论 图 形 如 何 变动 , 定 值 这 一 共性 始终 不 变 .因此 ,可 先 
择 图 形 的 特殊 位 置 (如 极限 位 置 , 临 界 位 置 ) 加 以 探求. 或 利用 数 形 结合 的 思想 ,把 几何 问题 转化 为 代数 
问题 ,然后 通过 计算 求 出 定 值 . 

第 二 步 ,证 明定 值 在 一 般 情况 下 成 立 . 
I. 几何 极 值 问题 

几何 极 值 问题 实际 上 就 是 以 几何 条 件 出 现 的 极 值 问题 . 

解决 几何 极 值 问题 的 方法 
1. 不 变量 方法 

不 变量 方法 是 指 应 用 平面 几何 中 关于 极 值 的 基本 结果 解决 几何 极 值 . 

例如 : 

(1) 两 定点 间 的 所 有 连 线 中 ,直线 段 最 短 ; 

(2) 连接 定点 与 定 直线 上 某 点 的 线段 中 , 垂 线段 最 短 ; 

(3) 定 圆 的 所 有 弦 中 ,直径 最 长 ; 

(4) 定点 与 定 圆 上 的 点 的 所 有 连 线 中 ,以 位 于 过 定点 和 圆心 的 直线 上 的 两 条 线段 分 别 为 最 短 和 最 长 . 

此 外 ,等 圆 问题 也 提供 了 一 系列 有 关 极 值 的 结果 ,例如 : 

(5) 周 长 一 定 的 n 边 形 中 ,以 正 n 边 形 面积 最 大 ; 

(6) 底 边 和 顶 角 一 定 的 所 有 三 角形 中 ,以 等 腰 三 角形 面积 最 大 ; 

(7) 周 长 一 定 的 三 角形 (矩形 ) 中 ,以 正三 角形 (正方 形 ) 的 面积 最 大 ; 

(8) 内 接 于 定 圆 的 所 有 n 边 形 中 ,以 正 n 边 形 的 面积 最 大 . 

限于 篇 幅 , 不 一 一 列举 - 
2. 综合 法 

根据 已 知 条 件 ,直接 利用 平面 几何 中 的 有 关 知 识 求 得 结果 . 
3. 代数 法 

如 判别 式 , 二 次 函数 ,不等式 等 方法 . 
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4. 三 角 法 

选取 某 一 变 角 为 自 变量 ,将 欲求 最 值 之 几何 量 表示 为 它 的 函数 ,运用 三 角 知 识 使 问题 获 解 . 
I. 轨迹 问题 

平面 几何 中 点 的 轨迹 就 是 具有 某 种 性 质 的 所 有 的 点 组 成 的 图 形 (也 叫 具 有 某 种 性 质 的 点 的 集合 ). 
在 这 一 节 里 , 求 点 的 轨迹 ,主要 运用 基本 的 轨迹 定理 和 纯 几何 的 方法 . 

轨迹 为 直线 的 基本 定理 有 : 

(1) 到 定 直线 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 ,是 平行 于 该 直线 的 两 条 直线 ; 

(2) 到 两 定点 AB 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 线段 AB 的 垂直 平分 线 ; 

(3) 到 两 相交 直线 距离 相等 的 点 的 轨迹 ,是 这 两 直线 夹 角 的 平分 线 或 其 外 角 平分 线 ; 

(4) 已 知 平面 上 两 条 线段 AB 和 CD , 则 使 SAap + Samp 为 定 值 的 点 P 的 轨迹 是 一 条 直线 ， 

轨迹 为 圆 (或 弧 ) 的 基本 定理 有 : 

(1) 到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨迹 ,是 以 该 定点 为 圆心 ,以 定 长 为 半径 的 圆 ; 

(2) 对 定 线段 AB 张 成 定 角 6 的 点 的 轨迹 ,是 以 AB 为 弦 , 所 含 圆 周 角 等 于 20 的 两 个 弓形 弧 ; 


(3) 点 己 到 两 定点 的 距离 之 比 为 定 比 于 (天 1). 12 内 分 和 外 分 比 两 定点 所 连 的 线段 , 则 以 这 两 
个 分 点 所 连 线段 为 直径 的 加 ,是 到 两 定点 距离 比 为 定 比 开 的 点 的 轨迹 ( 称 阿 波 罗 尼 斯 图). 


$8.2 赛 题 精 讲 


I. 关于 定 值 问题 
例 1 C 为 圆 O 上 AB 的 中 点 ,P 为 AMB 上 (不 包括 A.B) 的 任 一 点 ,求证 : 


(AP + BP) : CP 为 定 值 1 
证 明 :如 图 H - 4 - 8 - 1, 当 尸 点 运动 到 极限 位 置 A 点 时 , PA 趋 于 0,PB 则 “| 
趋 于 AB, 此 时 CP kà AC ,因此 定 值 可 能 为 (AP + BP) : CP = AB : AC 4 K, 


连 AC, 延 长 BP 到 D, 使 PD = AP, 连 AD, 在 APAC 和 人 DAB 中 ,人 ACP | os 
= 人 B,PC 是 人 APB 的 平分 线 ,又 LPAD = 人 ADP, 可 知 LADB = 人 APC， c 
APAC o ADAB,DB : PC = AB : AC. 即 (AP + BP) : PC = AB : AC( 定 值 ) 图 了 -4-8-1 

【评注 】 此 题 亦 可 连 BC ,由 AC - BC 及 托 勒 密 定理 ,得 AC . PB + BC- PB = AB +: PC 即 (PB 
+ PA) : PC = AB : AC( 定 值 ) 

例 2 (1999. IMO RGE) A A,B,C 分 A ABC KNRB O 的 圆周 为 三 段 £ 
弧 , 设 X 是 AB 弧 上 的 一 个 动 点 ,了 ,I 为 人 CAX #l A CBX Wii. WEH: AXI Iz 


的 外 接 贺 与 贺 O 交 于 X 之 外 的 一 个 定点 . 

【分 析 】 EXN, XI, 并 延长 交 贺 O 于 N,M, 则 N,M 为 各 弧 的 中 点 . 设 工 为 
AXI h 的 外 接 加 与 图 O 的 另 一 交点 , 则 要 证 为 定点 , 且 了 ,12, 了 ,X 共 图 , 即 只 ^ 
要 证 ZNXM = LhTh, 又 人 NXM = 人 NTM, 因 此 只 要 证 人 MTI2 = ZNTI, x 
即 可 .可 以 通过 证 A MTI, co ANTI, 而 得 ， 图 TI-4-8-2 
由 ¿TNI = LTM IREEN. = MT ,从 而 了 点 也 易 作出 . 


证 明 : 设 M 是 BC 的 中 点 ,由 1, 为 AXBC 的 内 心 , 知 X. I, M 共 线 ,所 以 
Z MBI, = 人 MBC + Z IsBC 

= ZMXC + Z lsBX 

= ZMXB + ZhBX 


= 人 MDB 
Ë MI = MB 
š 了 为 全 ABC 的 内 心 , 则 同样 得 MI = MB 
所 以 MI = MD = MC 
即 h,B,C, I fE M 为 圆心 的 圆 上 - 
同 理 , 设 N 为 4C 的 中 点 ,有 A, 了 ,1,C 在 以 N 为 图 心 的 图 上 . 
fE CP // MN 交 圆 O 于 P, 连 PI SBI O 交 于 工 点 , 则 
MI = MC = NP,MP = NC = NI 
故 四 边 形 MPNI 为 平行 四 边 形 , 因 此 
Samer = Saner 
MP -MT = NP .NT 
由 MP = NC = NI,, NP = MC = Ml, 得 


又 因为 ”LINT = ZXNT = ZXMT = ZhMT 
ANTV AMhT 
所 以 
ZNTh = CMTT 
故 ZhXh = CNXM = ZNTM = CnTD 
BD X, ,iT 四 点 共 圆 , 亦 即 T 在 A XI, I, 的 外 接 贺 上 . 
由 于 M.N 为 定点 , 且 CP // MN , 知 P 为 定点 ,又 工 为 定点 , 故 PI 与 圆 O 的 交点 丁 也 为 定点 . 


因此 对 AB 上 任 一 点 X, 公 XI 的 外 接 圆 经 过 圆 O 上 的 定点 本 . 

例 3 (第 39 届 IMO BHEN) 已 知 ABCD 是 贺 内 接 四 边 形 ,E、F 分 别 是 AB、CD 上 的 点 , 且 满足 AE : 
EB = CF : FD, 设 P 是 线段 EF 上 满足 PE : PF = AB : CD 的 点 .证 明 :入 APD fil A HPC 的 面积 之 比 不 
依赖 于 E.F 的 选择 . 

证 明 : 若 直线 AD BC 不 平行 (如 图 Í - 4 - 8 - 3), 设 其 交点 为 S, 因 为 


ABCD 为 贺 内 接 四 边 形 , 则 AASB co ACSD .从 而 ,起 = CO $ 
xmas -Ege ü 


AE _ CF 
有 AS = gs AASE co ACSF 


所 以 ZASE =ZCF, uS = S = AB L EE 

从 而 人 ESP = ZFSP.+J. ZASP = 人 BSP. 

所 以 P 到 AD、BC 的 距离 相等 , 故 Swarm : Samc = AD : BC 为 常数 . 

当 AD / BC 时 (如 图 上 [一 4 一 8 一 4),ABCD 为 等 腰 梯 形 , 且 AB = CD, 
从 而 BE = DF 

设 M.N 分 别 为 AB、CD 的 中 点 , 则 ME = NF, H E.F B| MN 的 距离 E 
相等 .于 是 ,EF 的 中 点 P 在 MN 上 ,从 而 ,P 到 AD 和 BC 的 距离 相等 , 故 有 
Saam : Sagrc = AD : BC 


I. 关于 几何 极 值 问题 


例 4 (2000 .河北 省 高 中 数学 间 赛 是 ) 在 人 ABC 中 , 若 ssA BL MI-A- 
2, B AABC 的 周 长 为 12, 求 其 面积 的 最 大 可 能 值 。 
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解 :由 已 知 ,得 sinA + cosA + sinB + cosB = 2sinA - sinB. 

即 sinA(eosA ~ sinB) + sinB(eosB - sinA) = 0 

sinA[sin(90° - A) - sinB] + sinB[sin(90° — B) — sinA] 

sinA ,os(45 - AFE )+ sap. os(45°+438)] 
nA Bi y [os AB . (snA + sinB) + sin SB. (snA - sinB) ]= 0 


又 cos AB. (sinA + sinB) + sin £B 


= 2sin 


= 2si 


* (sinA — sinB) 


则 90 -ZA - ZB = 0.-.ZA + ZB = 90 

即 AABC 为 直角 三 角形 

B ABC 分 别 为 对 应 的 边 为 a、5、c , 依 题 意 ,得 

a+b+ Va +b = 12 

a +b 2>2 /ab,a2 + b? > 2ab 

“12 = a+ b+ Va) tb 22 Vab + /2ab 

HD ab < 36(2 - /2)° 

则 S= ka < 180 - (2 = 3663 - 2/3) 

即 S,, = 36(3 - 2/2) 

【评注 】 上 述 解 题 的 关键 是 :由 三 角 式 得 ZA + ZB = 90", 继 而 ,a + b + V az + b° = 12, 用 均值 
FER ab < 36(2 - /2)2 

例 5 〈2000. 朝 鲜 数学 奥林匹克 ) 已 知 A ABC 是 边 长 为 1 的 正三 角形 ,D 是 边 BC 上 一 点 且 BD = 
Pri, ra 分 别 是 S ABD 和 AADC 的 内 切 圆 的 半径 ,请 用 已 表示 rir JR rir 的 最 大 值 . 

解 :如 图 H -4-8-5, 在 全 ABD 中 ,由 余弦 定理 得 

AD =P-P+1 

AD=VPi-Pp+i 

又 三 角形 的 面积 等 于 其 半 周 长 与 内 切 圆 半径 之 积 , 故 有 

1+P+VP-P+i. 

2 


rı = Saam 


= + x1x psin60" 
m -EL+P-VE=P+D) š 
6 
同 理 ,由 AADC 可 得 网 了 3 
wa Q> EE P: = PrI 
D P c 
mW nn- PET 
4 
P= 十 时 ,rar BRR 53 
例 6 《1988. 中 国 国家 集训 队 选 技 考试 题 ) 如 图 1 - 4-8- 6 所 示 , 在 LLAN 


梯形 ABCD 的 下 底 AB 上 有 二 定点 M、N, 上 底 CD 上 有 一 动 点 P, 记 E = DN 
N AP,F = DN f) MC,G = MC f PB,DP = XDC, 问 当 X 为 何 值 时 ,四 边 图 下 -4-8-6 
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JÉ PEFG 的 面积 最 大 ? 

解 :因为 Sperc = Saam - SaANE = Samo + SaMF, 而 其 中 Saane 5 Sanr 为 定 值 ,所 以 Siers 
取得 最 大 值 当 且 仅 当 

Saane + Sams 取 最 小 值 - 

记 :AB = a,CD = b,MN = c, 并 设 AN = jp(a+c), 于 是 MB = (1 一 jy)(a +c), 不 妨 设 梯形 的 
高 为 1, 容 易 看 出 


s E AEE T y YE y 22088 

AMG = 2 ` (I= u)(a +c) + (1- 2)5 

因此 有 Saan + Samo 

= latey[ 

由 柯 西 不 等 式 有 
pa s (1-2): 

pa+c)+M (1-)(a+c)+ (1-2)5 

= È =y}? 

= [rt eo) et t+ aaro- 

TTET + 1-2 


将 四 代 人 @, 即 得 


2 a-a) 
ara ae] © 


b]: 


1 1 

atbtc a+b+c ° 
a+c)? 
Sane - Same > 3a tote) 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 O 式 中 等 号 成 立 ,而 这 又 当 且 仅 当 
k 1- 

Marori Uaa Ar 

由 此 解 得 》 = pDA = u = A 人 MN 时 ,四 边 形 PEFG 的 面积 取得 最 大 值 ， 

例 7 《1996. 中 国 数学 冬令 营 试 题 6) 在 AABC H, ZC = 90°, ZA 
= 30°, BC = 1, 求 和 ABC 的 内 接 三 角形 的 最 长 边 的 最 小 值 . 

【分 析 】 本 题 求 三 边 最 大 边 中 的 最 小 值 ,考虑 极端 状况 : 内 接 三 角形 
是 等 边 三 角形 . 

解 :首先 在 A ABC 的 内 接 正三 角形 的 范围 内 , 求 边 长 的 最 小 值 . 

如 图 H - 4 - 8 - 7, 在 边 BC 上 任 取 一 点 D, 并 记 BD = z, 然 后 分 别 


在 边 CA,AB 上 取 点 E 和 FF, 使 CE = Gr, BF = 1-2 , 于 是 由 余下 定理 ， 
有 


e 


DF? = + (1-2) -22(1- F Jaso = Za? -22 +1 

DE? = (1 - z)? + Ba) = I -2z+1 

EF? = (B-B (+ z)'-26(i- 玛 )(1+ Z )eoao° 
= Tae -2z+1 


故 得 DF = DE = EF, BI ADEF 为 等 边 三 角形 ,这 表明 对 于 BC 上 任何 一 点 ,都 可 作出 一 个 内 接 
正三 角形 , 记 CA , AB 中 点 分 别 为 N,M, 记 BM PAHS, WHA DAB ERCH, A E ACERIN, A 
FAM 变 到 S. ° 

车 记 A DEF 的 边 长 为 a, 则 有 
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ala = eu 


站 


4 
可 见 当 < = $ thann =a 也 .图 I 488 中 用 虚线 表示 的 人 PQR 即 为 取 最 小 值 的 位 置 . 
下 面 证 明 ,任何 内 接 三 外 形 的 最 大 边 边 长 都 不 小 于 也. n 
为 方便 计 , 引 入 以 C 为 原点 ,CA 为 正 半 z 轴 的 直角 坐标 系 .( 如 图 下- 
4-8-8), 设 全 XYZ 为 人 ABC 的 任 一 内 接 三 角形 ,其 中 点 X,Y,Z 分 别 


位 于 边 BC,CA,AB 上 ,在 BM EUER, 和 有 ,使 得 MR, = 二 MB,MR: 


= BMB, AR, = —AB,BR; = 其 BM, 从 而 有 


B. 10 xB E 
2:43 Q 

[3 3 
(1) 若 点 Z 位 于 线段 BR 上 , 则 y> ya, >y F ; 若 点 Z 位 于 线段 RA 上 , 则 X. > Xr, > F 


可 见 ,这 时 XYZ 的 最 长 边 的 边 长 大 于 \/ 2. 

(2) 设 点 Z FREER R; 内 部 , 则 将 点 Z 作为 点 下 , 作 图 Ü — 4 - 8 - 8 的 正三 角形 DEF ,不 难 验 
证 ,XE < Xpo < yy. 因而 , 著 点 工 位 于 线段 上 , 则 ZX > ZD = FD: 若 点 Y 位 于 线段 CE 上 , 则 ZY 之 
ZE = FEBA X FBD E, BA Y RFEA 上 , 则 由 多 股 定理 知 XY > DE. 所 以 A XYZ 的 最 大 边 攻 


不 小 于 AEFD BAKARAR. 
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【评注 】 证 明 过 程 中 步 又 不 可 省 略 ,这 是 由 于 它 表明 前 面 顶点 的 取 法 不 仅 是 A DEF 为 等 边 三 
角形 的 充分 条 件 , 也 是 必要 条 件 . 


例 8 (2001. 中 国 数学 奥林匹克 ) 给 定 a,/3 < a < 2, 内 接 于 单位 图 丰 的 凸 四 边 形 ABCD 适合 以 下 
条 件 : 

(1) 图 心 在 这 凸 四边 形 内 部 ; 

(2) 最 大 边 长 是 4, 最 小 边 长 是 V4 一 ,过 点 A、B、C.DD 依次 作 加 的 4 条 切线 La、La、Le、Lo. 
BA La 与 La\Ls 与 Le、Lc 与 Lp、Lo 与 LA 分 别 交 于 点 A”、B'\C'、D” , 求 面积 之 比 SABCD 的 最 大 
值 和 最 小 值 . 


解 : 记 OT HELHO, iE 人 A0B = 20,, Z BOC = 26;, COD = 283, Z DOA = 20,, Fk bi, 
92、93、04 都 是 锐角 且 91 + 0> + 93 + 04 = ,不 难 求 得 


Smu 形 ABCD = tan0, + tanb, + tanb; + tanba 


Smuwaxp = 二 (sin26 + sin20 + sin203 + sin204). 所 以 有 


SmupaBcp _ 2(tan0) + tanð + tang3 + tang4) 去 o 
Smawao — sin20, + sin20, + sin203 + sin204 


由 于 式 O 右 端 关于 0,0030, 对 称 , 故 不 妨 设 AD = a, CD = V4- a? 
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于 是 sin04 = 号 ,sinb = 4 472 
又 因 cos( 0, + 92) = cosb * cosð; — sinó, = sins 


=Ai- (s). i Ta z.1 T = 0 


所 以 b+b = 到 ,从 而 ,b+b = 2 


由 三 角 公 式 有 

_ sin(03+0) _ 1 ú 4 
tanb + tang = oosb + cos, 一 Sin, > sins 一 ¿ /4 = 22 ° 

_ sin(0) + 02) _ 1 EAr 
tanb1 + tanda = cab = cosb; ™ oo coeds ™ S2 Q 
sin203 + sin20, = 2sin203 = 4sin0s * cos03 = 4sinð; + sing = a V4 — a? © 
sin20, + sin20, = 2sin20, © 
简 记 a = tang + tang4,B = sin203 + sin204,t = sin201, 于 是 a、B 为 常数 而 ! 为 变数 .将 四 一句 代 

人 四 得 
2 ++ 

Smüawagcp _ “2! + @ 
Smia B+2: 


6, 


容易 看 出 , 式 O 右 端 是 t 的 严格 递减 函数 ,而 : 的 最 大 值 为 1 , 故 得 
min( See ) = 4 
SS 四 边 形 ABCD 4 Y peo 
另 一 方面 ,由 于 0,、9，、93、9, 都 是 锐角 且 a 是 最 大 边 长 ,V4 - a? 是 最 小 边 长 , 故 有 0, < 0,.0, < 


又 因 O, + 0 = + = 03+ 04, 故 知 :的 最 小 值 为 :0 = 2sin03 ,sing, = Fa /4 = a 
于 是 ,由 式 @ 右 端 函数 的 严格 递 碱 性 即 得 

四边形 ABC )- 8 

Smuwaxp a?(4 - a?) 

关于 轨迹 问题 

例 9 (1995. 世 界 城市) 已 是 凸 四 边 形 ABCD 所 在 平面 上 一 点 ,人 APB, 和 人 BPC, 人 CPD, 人 DPA 的 


平分 线 分 别 交 AB,BC,CD,DA 于 点 K,L,M,N. 


(1) 寻找 一 点 已 ,使 KLMN 是 平行 四 边 形 ; 
(2) 求 所 有 这 样 P 点 的 轨迹 . 
【分 析 】 先 考虑 (2), 若 KLMN 是 平行 四 边 形 , 则 NK // ML , 若 NK 与 BD 不 平行 , 则 设 交点 为 Q, 


利用 梅 涅 劳 斯 定理 及 其 逆 定 理 , 知 ML 也 过 Q 点 ,与 NK // ML 矛盾 , 故 NK // BD ,利用 角 平分 线 定理 
可 推出 PA = PC,PB = PD #& P J AC, BD 的 垂直 平分 线 的 交点 . 


解 :(1) 设 P 是 AC,BD 的 垂直 平分 线 的 交点 , 则 PA = PC,PB = PD 
因为 PK 平分 ZAPB,PL 平分 BPC, 所 以 


从 而 KL / AC 
同 理 MN // AC, 所 以 KL // MN 
RÆ LM // NK , 即 KLMN 是 平行 四 边 形 
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ml -4-8-10 
图 工 -4-8-9 


(2) 假设 KN 与 BD 交 于 了 D AGNE I - 4-8- 10) 
fE A ABD 中 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 , 知 


又 AK _ PA BL _ PB CM _ PC DN _ PD 
KB PB' LC PC' MD PD’ NA PA 
miy BL, CM , DQ _ PB , PC , DQ 
LC MD ` QB ` PC ` PD ` QB 


AK 
再 由 梅 涅 劳 斯 定理 的 逆 定 理 , 知 Q、M \L 共 线 , 即 KN 与 LM XF Q, 55 KN // LM 矛盾 
所 以 KN / BD // LM 


故 pp " KB” ND“ PD 

从 而 PB = PD, 同 理 PA = PC 

因此 P 点 的 轨迹 是 AC , BD 的 垂直 平分 线 的 交点 . 

例 10 〈1995. 第 36 届 IMO 中 国 代表 队 选 拔 考试 题 ) 给 定 锐角 9 和 相 切 的 两 个 圆 ,过 公 切 点 A 作 定 


直线 !( 不 过 圆心 ) 交 外 圆 于 另 一 点 B, 设 M 点 在 外 贺 优 弧 上 运动 ,N 是 MA 与 内 圆 的 另 一 交点 ,已 是 射 
线 MB 上 的 一 点 ,使 得 人 MPN = 9, 试 求 P 点 的 轨迹 . 


解法 一 : 当 动 点 M 在 大 圆 优 弧 的 不 同 部 位 时 ,相应 的 图 形 略 有 差异 (参看 所 附 图 形 [ -4-8- 11、 


12、13) ,我 们 所 写 的 文字 说 明 统一 地 适用 于 各 种 情形 . 


设 直线 ! 与 内 圆 的 另 一 个 交点 是 C, 连 NC ,过 A AMB 点 作 外 圆 的 切线 相交 于 了 点 . 
` ZTAB = CAMB = ZANC,-. MB // NC 
LCNP = ZMPN = 0 


WI -4-8-13 


图 工 -4-8-12 


设 直线 PN 与 内 圆 的 另 一 交点 是 QQ, 则 A、C、N、Q 四 点 都 在 内 回 周 上 ,因而 ,人 CAQ = 人 CNP = 


人 MPN = 9. 由 此 得 知 :A、Q.P、B WAHRE. 


上 取 


综 上 所 述 ,Q 点 是 内 贺 上 的 定点 ,人 CAQ = 9 

HE P ATE 全 ABQ 的 外 接 贺 上 .因此 ,我 们 可 以 按 以 下 方式 作出 点 的 轨迹 . 

在 内 圆 被 直线 ! 截 得 的 优 弧 上 取 Q 点 ,使 得 CBAQ = 6 

然后 作 全 ABQ 的 外 接 圆 .该 外 接 圆 周 在 ZABT 外 的 那 段 加 弧 ,就 是 所 求 的 轨迹 . 

解法 二 :过 A 点 和 B 点 作 外 圆 的 切线 相交 于 丁 . 设 直线 ! 与 内 圆 的 另 一 交点 是 C, 连 NC .在 切线 BT 
一 点 也 ,使 得 人 BDC = 90, 然后, 连 AD 和 CD( 参 看 图 lÍ -4-8- 14) 


Z NMP = LCBD,AMPN = 人 RDC 


AMNP ABCD 
j MN _ BC 
ú ME 0 
又 因为 ”MB VNC, 所以, 和合 = AB ° 
将 O 和 加 式 两 边 分 别 相 和 得 
AM - AB 
MP CD 


JAX ZAMP = ZABD 
所 以 AMP co A ABD 
上 式 右 端 是 一 个 完全 确定 的 三 角形 ,因此 ,入 AMP 的 各 角 以 及 各 边 之 


比 都 是 完全 确定 的 .我 们 看 到 ,已 点 可 由 M 点 经 过 绕 A 点 的 旋转 相似 变换 而 


得 到 , 即 


图 工 -4-8-14 


Z PAM = 人 DAB( 定 角 ) 


因此 ,将 所 给 的 外 圆 的 优 弧 作 相应 的 旋转 相似 交换 就 得 到 P 的 轨迹 . 
综 上 所 述 ,P 点 的 轨迹 是 以 AD 为 弦 , 张 角 等 于 人 ABD( 定 角 ) 的 一 段 圆 弧 . 
例 11 (1997. 第 38 届 IMO 中 国 国家 队 选 拔 考试 题 ) 给 定 ) > 1, 设 点 P 是 公 ABC 外 接 圆 的 弧 BAC 


上 的 一 个 动 点 ,在 射线 BP 和 CP 上 分 别 取 点 U 和 V, 使 得 BU = ABA,CV = ACA ,在 射线 UV 上 取 点 
Q ,使 得 UQ = AUV, RA Q 的 轨迹 . 


解 :( 如 图 H —4-8- 15) 连接 AU、AV、AQ, 在 BC 延长 线 上 取 点 也, 使 BD = 4BC, 连 接 AD、QD 
CV = ACA,BU = ABA, ZACV = ZABU 
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AAVCc AAUB 

AU _ AB Ñ 

AV Ac VAC = ZUAB 
ZUAV = ZBAC 


AAVQ o AACD,AAQD o AAVC 
= 2-A ap = IOAR = jap 图 有 74-8-15 
这 表明 点 Q 位 于 以 点 为 圆心 ,以 XAD 为 半径 的 加 上 
当 点 已 运动 到 点 互 和 点 C P) NIR BP 和 CP 分别 变 为 过 点 B 和 C 的 切线 ,这 时 所 分 别 得 到 的 点 Q” 
和 Q” 即 为 轨迹 弧 的 端点 . 
例 12 〈1997. 第 38 届 IMO 预选 题 ) 如 图 [[ - 4- 8 - 16, 过 锐 
角 全 ABC 的 顶点 A、B、C 的 三 个 高 分 别 交 其 对 边 于 点 D、E、F, 过 点 
D PAFF EF 的 直线 分 别 交 AC 、AB FAQ HR , EF ZBC 于 点 已 .证 K 
明 : 公 PQR 的 外 接 圆 过 BC 的 中 点 . 
证 明 :点 己 的 存在 意味 着 AB Z AC ,由 对 称 性 ,可 设 AB > AC, 


则 PD 在 射线 MC 上 ,点 BC.E、F 共 圆 ,因此 PB. PC = PE -PF, P DR P 
F A DEF 的 外 接 加 也 即 人 ABC HEKRA U) 必 过 BC 的 中 
点 M. 图 工 -4-8-16 
因此 PE- PF = PD.PM 
所 以 PB + PC = PD + PM ° 
A AEF co A ABC 
Z ABC = ZAEF 
QD // EF, 故 人 AEF = ZCQD,Z ABC = 人 RBD, 因 而 ,人 RBD = 人 CQD. 显 然 人 BDR = 
ZQpc 
A HDR WAQDC,.. DQ + DR = DB: DC 
如 能 证 明 ,DB + DC = DP ` DM © 


则 等 式 DQ - DR = DP - DM 成 立 ,也 就 证 明了 Q.R .M.P 共 圆 . 由 此 ,证 明 本 题 就 简化 为 由 
OD=®. 

令 MB = MC = a,MD = d,MP =p, 则 有 PB=p+a,DB=a+d,PC=p-a,DC=a- 
d,DP = p- d 

HOA +a)lp-a) = (p-d)p 

即 a? = dp 

ha + d)(a - d) = (p-d)d 

即 a? = dp, 所 以 ,@ Rr. 

【评注 】 (1) 证 明 的 各 处 可 以 作 变动 .例如 , 易 证 P 与 D 是 关于 以 直径 BC 为 图 的 反 演 点 ,由 此 提供 
了 等 式 a? = dp 的 一 个 证 明 . 

(2) 用 三 角 法 或 解析 法 来 证 明 也 是 可 能 的 .例如 , 令 D = (0,0),A = (0,1),B = (b,0),C = (c, 


0， 计 算 可 得 M = (Feo) = (Eoo = (CPt) = 


AN Ite’ lte 
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(PEP AEE) mue, RIMENE: DO - DR = DP - DM. 


例 13 (2001. $8 42 届 IMO 中 国 队 选 拔 赛 试 题 ) 给 定 正 A ABC, D 是 BC 边 上 任意 一 点 ,人 ABD 的 
外 心 .内 心 分 别 为 01, 卫 ,人 ADC 的 外 心 . 内 心 分 别 为 0,, ,直线 O, I, Z O21 相交 于 PP. 试 求 ; 当 点 DD 
在 BC 边 上 运动 时 ,点 P 的 轨迹 . 

解 :如 图 H - 4 - 8 - 17, 建 立 直角 坐标 系 ,BE | AC,CF L 
AB, 设 口 点 的 坐标 为 (a,0), 不 妨 设 0 过 a < 1, 则 Oz, I, 在 BE 或 
其 延长 线 上 ,Oi, 在 CF 或 其 延长 线 上 ,由 于 O, 在 DC 的 垂直 平 


分 线 上 , 故 0, 的 模 坐 标 为 < 地 ,由 人 CBO, = 30' S, O, 的 纵 坐标 
sha. Gñ awo,sews[et15 3 二 2 . 并) 点 的 纵 坐 


BaO (2 CGO 
标 为 AADC 内 切 圆 半径 长 7, 由 AD = v a + 3, 及 面积 关系 有 
(2+1-a+wVaz+3)rz=(1-a)V3, 即 
国 工 -4-8-17 


r= Ü - var) 
Ñ h fE hG L BC 于 G, 则 由 人 人 GCI = 30', 知 CG = rzcot30" = /372. 了 点 的 横 坐 标 为 1 - CG = 
1-7G-a- Var) = 二 (a -1+ Va5f3). 因 此 万 点 的 坐标 为 


(Lae-i VRTI) BG- a - 255) maia, n maaan 
(ei VE Bara- VaT) o 点 为 (31,334 G) 


. 3 

3 
OI; nran 2p -G atas 
212 x 2 r= 


g = Bard. -6 í s+1) 


2-Valt3'” 2 Q À 
mm. n Mre: 
3 a) _ 3 .3 一 Vaz+3 =1 0, 
AE E E G -和 1) ° Ç À 
AOAO + = a RAOK N JN 


x= 55 2 
s=- yarm -本 =1CI<z<ly<g 


图 - 4 - 8 - 18, 作 辅助 线 ,由 人 AO2O = 2⁄ZC = 120, 
LARD = 9+ +ZC = 120°,ZB = 60' 80 Oz, h3 OO, +, FE 
O1, 了 1 均 在 日 0; 上 ,显然 @O, 5 00, 是 等 国 ,人 OiDO; = 60' 
AX ZARO: = 30 = 人 IAL, 所 以 Alı // O;P, ZO,PO, = ZOLLA = 30° 
于 是 ,D È AO,PO; 的 外 心 , 在 A OD, 中 ,由 ZDI,O; = 150'>ZO,DI, + ZDO,h = 30 
又 因为 
ZO;DC = <PDC+ ZO;DI, = ZADI + ZO;HI, 
ADO, + LO,Dl, + ZO;DI, 
= 30° + 2Z0,DI; 


图 有 -4-8-18 
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于 是 由 人 DO:P = ZDPO,, Z PDC = 180° - 人 CDO: - 2⁄DO;P = 150'-2ZO2DDP -2ZDO;P 
= 90" 

“ ZLPDC = 90" Ë) PD L BC, 以 及 AD = /3DO, =V3DP 

再 以 BC 边 所 在 直线 为 = 轴 , BC 边 中 点 O 为 原点 建立 直角 坐标 系 ,上 且 不 妨 设 正 A ABC 的 边 长 为 2， 
P 点 坐标 为 (z,y), 则 在 直角 AAOD 中 ,有 

AD? - OD? = AO?, 即 

(ED | 
其 中 -1<z<ly<0 
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98.3 针对 性 训练 题 


A 组 


1.( 奥 林 匹 克 训练 题 )Rt 人 CDF F, ZD = 90, DO | CF,O XER: C 为 图 心 ,CD 为 半径 作 一 
BJ, AA 为 过 O 点 的 贺 C 的 动 弦 , 正 为 直线 AA 上 一 点 , 且 EF | CF. 证 明 : 由 A,A’ 至 EF 的 距离 的 例 
数 和 为 定 值 . 


2. 已 知 两 圆 相交 于 M 和 NN, 问 如 何 作 一 条 线 眉 AB, 经 过 点 M 且 两 端点 分 别 落 在 两 圆 上 ,使 得 
AM MB 最 大 ? 


3. 给 定 一 圆 O 和 国外 定 直 线 1, 过 ! 上 任 一 点 引 加 的 两 条 切线 .证 明 :两 切 点 的 连 线 必 过 一 定点 . 


4. 设 PMN 是 OO 通过 圆心 的 一 条 割 线 , PAB 是 另 一 条 割 线 ,M、N、A、B 是 这 两 条 割 线 与 贺 的 交 


ARE AMAM 是 一 个 定 值 . 


5.( 第 35 届 IMO 预选 题 ) 一 条 直线 1 与 圆心 为 O 的 圆 不 相交 ,已 是 ! 上 的 一 点 ,OFE L 1,M 是 :上 
任意 异 于 E 的 点 ,从 M 作 @O 的 两 条 切线 分 别 切 圆 于 A 和 B,C 是 MA 上 的 点 ,使 得 EC | MA,O 是 
MB 上 的 点 ,使 得 ED | MB ,直线 CD 交 OF 于 下 .求证 :点 F 的 位 置 不 依赖 于 M 的 位 置 . 


6. 已 知 圆 O, 50 O: 相交 于 A AMA 点 ,任意 做 一 条 与 AA“ 相交 的 直线 ,分 别 与 圆 O, 与 圆 O, 
相交 于 B.C 和 DE 点 , 且 线 段 CD 在 线段 BE 上 .求证 :人 BAD + 人 CAE 为 定 值 . 


7. 车 PQ 为 一 线段 ,长 度 固定 , 令 它 在 A ABC 的 边 BC 上 滑动 (次 序 是 BPQC). 过 PQ 作 AC、AB 
的 平行 线 ,分 别 交 AC 与 Pi、Q1, 交 AB 于 P,、Q2. 证 明 :梯形 POQ P, 与 PQQ;P; 的 面积 之 和 与 PQ 在 
BC 上 的 位 置 无 关 . 
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8. 在 定 线段 AB 上任 选 一 点 M ,然后 ,在 直线 AB 的 同一 侧 ,分 别 以 AM 和 MB 为 边 作 正 方形 AMCD 
和 MBEF ,这 两 个 正方 形 的 外 接 图 依次 为 图 P 和 圆 Q ,它们 除 相交 于 点 M 外 ,还 相交 于 另 一 点 N. 求 证 : 
不 论 线段 AB 上 的 M 点 怎样 选取 ,直线 MN 总 通过 一 固定 点 R. 


9. 在 全 ABC 的 三 边 上 分 别 取 D、E、F 三 点 连接 的 图 形 称 为 人 ABC 的 内 接 三 角形 , 试 在 锐角 三 角形 
ABC 的 所 有 内 接 三 角形 中 求 出 周 长 最 短 的 三 角形 . ( Schwarce 问题 ) 


也 组 


1.(1988. 中 国 国家 集训 队 选拔 考试 题 ) 如 图 H - 4 - 8 - 19 所 示 , 在 梯形 ABCD 的 下 底 AB 上 有 二 
定点 M.N, E CD 上 有 一 动 点 P, 记 E = DN fN AP,F = DN fN MC,G = MC ñ PB,DP = ADC, 
间 当 4 为 何 值 时 ,四 边 形 PEFG 的 面积 最 大 ? 


图 三 -4-8-19 


2. # A ABC 的 底 边 的 大 小 及 位 置 一 定 ,其 他 两 边 的 差 AC、AB 等 于 定 长 (AC > AB), 则 与 <A 相 
邻 的 外 角 平分 线 在 边 AC 上 的 正 投影 AE 等 于 定 长 . 


3.A HMO 上 一 点 ,E、F、G XER! LENEA, HRE AE X OO T B,#üËBt AG @O +D, 
FD 交 @O 于 C. 求 证 : 当 A 在 OO 上 移动 时 ,直线 BC 经 过 ! 上 一 定点 H. 


4. 设 已 是 以 O4 .OB 为 半径 的 于 圆周 上 的 一 个 动 点 (人 AOB = 90), H ÈP 在 OA 上 的 射影 , 求 
Rt 人 PHO 的 内 心 的 轨迹 . 
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5. 以 点 O IPOE n 边 形 (n > 5) 的 两 个 相 邻 点 记 为 A.B, 人 XYZ 与 AOAB 全 等 ,最 初 令 
AXYZ 与 人 OAB 重合 ,然后 在 平面 上 移动 AXYZ, 使 点 Y 与 Z 均 沿 着 多 边 形 的 周 界 移动 一 周 ,而 点 X 
保持 在 多 边 形 内 移动 , 求 点 X 的 轨迹 . 


6.AC 是 圆 O 的 一 条 固定 的 弦 , 但 不 是 直径 ,BC 是 一 条 变动 的 弦 且 垂直 于 OC, D 在 劣 弧 AC 上 ,如 
果 BD % AC 于 E, 求 AABE 外 心 的 轨迹 . 


7. t D EEK AABC 的 边 AB 上 的 动 点 ,E 点 在 该 三 角形 的 内 部 且 是 AACD #ü ABCD 内 切 圆 的 
外 公 切 线 与 CD 的 交点 .求证 :点 的 轨迹 是 一 段 圆 弧 . 


8. 考虑 在 同一 平面 上 半径 为 R 与 -(R > r) 的 两 个 同心 圆 . 设 P 是 小 贺 周 上 的 一 个 定点 ,B 是 大 贺 
周 上 的 一 个 动 点 .直线 BP 与 大 圆周 相交 于 另外 一 点 C ,过 点 P B 55 BP 垂直 的 直线 ! 与 小 圆周 相交 于 另 
一 点 A( 如 果 ! 与 小 圆 相 切 于 已, 则 A = P). (1) 求 表达 式 BC? + CA? + AB? 所 取 值 的 集合 ;(2) RRE 
AB 的 中 点 的 轨迹 . 


9. 在 平面 上 有 三 个 不 同 的 点 A、B、C ,构造 一 条 过 C 的 直线 mm ,使 得 A、B 两 点 到 wm 的 距离 之 积 最 
大 ,对 于 每 组 点 A、B、C, 如 此 的 m 是 否 惟一 ? 


10. 边 长 为 有 ,个 ,5 的 三 角形 纸 片 沿 季 直 于 长 度 为 的 边 的 方向 折 乔 , 问 重 本 部 分 面积 的 最 大 信 
是 多 少 ? 


11. 一 等 腰 全 ABC 的 底 角 为 a, 腰 长 为 a, 公 ABC 的 每 一 个 内 接 三 角形 有 一 条 最 大 的 边 (本 题 所 述 的 
内 接 三 角形 是 指 A ABC 的 每 条 边 上 至 少 有 些 内 接 三 角形 的 一 个 顶点 ), 求 这 些 最 大 边 的 最 小 值 .此 时 ， 
这 个 内 接 三 角形 的 形状 如 何 ? 


12. 在 一 个 平面 中 ,C 为 一 个 圆周 ,直线 ! 是 圆周 的 一 条 切线 ,M 为 1 上 一 点 , 试 求 出 具有 如 下 性 质 
的 所 有 点 P 的 集合 :在 直线 ! 上 存在 两 个 点 Q TIR ,使 得 M 是 线段 QR 的 中 点 , 且 C 是 A PQR 的 内 切 
圆 . 
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整数 问题 


$1.1 知识 方法 、 技 能 


整数 与 其 进位 制 


1. 在 集合 观点 下 ,整数 是 整数 集合 的 简称 , 记 为 Z,Z = In n = 0,+1,+2,……| 
整数 对 “加 \ 减 、 乘 " 三 种 运算 封闭 ,对 “除开 方 " 运算 不 封闭 . 

2. 关于 进位 制 . 

正 整数 有 无 穷 多 个 ,为 了 用 有 限 个 数字 符号 表示 出 无 限 个 正 整数 ,前 人 发 明了 进位 制 . 
10 是 十 进位 制 的 基 ,任何 大 于 1 的 整数 ~ 均 可 作为 进位 制 的 基 . 

(1) 定义 :自然 数 N 的 进 制 是 把 N 表示 成 的 n 次 多 项 式 的 形式 . 即 


N =a," +a-i" l+ + ayr + ao 


IP a; € 10,1,2,…,r — 1}, i = 0,1,2, n.a, 关 0, 并 记 作 N = (aans-1…alao)， 


r 进 制 记 数 法 的 基本 原则 是 " 闪 进 1”. 

(2) 不 同 进位 制 的 数 可 以 互相 转换 

O 进 制 数 转换 为 十 进 制 数 只 需 直接 计算 .例如 3| 137 _ 余数 

(1021), = 1x4+0x4 和 +2x4+1 3[45 …2 
= 73 3|15 四 


O 十 进 制 数 转换 成 p 进 制 数 是 * 除 已 取 余 " 法 .例如 ss 
137 = (12002); 1 
因为 

137=1x3+2x3+0x3+0x3+2 
Qa 进 制 数 转 为 b 进 数 (a,b > 1 且 不 等 于 10) 只 需 先 把 a 进 制 数 转换 为 十 进 制 数 ,再 由 十 进 制 转换 


为 5 进 制 数 .例如 


(12002)3 = 137 = (10001001); 
(3) 近年 来 国际 国内 数学 况 赛 中 关于 “ 数 的 进位 制 " 的 应 用 有 较 多 的 体现 ,例如 处 理 数字 问题 ,处 理 


数列 问题 等 等 .请 见 赛 题 精 讲 . 


整数 的 奇偶 性 
将 全 体 整 数 分 为 两 类 ,凡是 2 的 倍数 的 数 称 为 偶数 ,否则 称 为 奇数 , 因此 , 任 一 偶数 可 表 为 2m(m E 


Z) , 任 一 奇数 可 表 为 2m + 1 或 2m -1 的 形式 . 奇 ,偶数 具有 如 下 性 质 ; 


(1) 奇数 土 奇数 = 偶数 ;偶数 + 偶数 = 偶数 ; 

奇数 土 偶数 = 奇数 ;偶数 x 偶数 = 偶数 ; 

奇数 x 偶数 = 偶数 ;奇数 x 奇数 = 奇数 . 

(2) 奇数 的 平方 都 可 表 为 8m + 1 形式 ,偶数 的 平方 都 可 表 为 8m 或 8m + 4 的 形式 (m € Z). 
(3) 任何 一 个 正 整数 ,都 可 以 写成 n = 2"? 的 形式 ,其 中 m 为 非 负 整 数 ,1 为 奇数 . 

这 些 性 质 既 简单 又 明显 ,然而 它 却 能 解决 数学 竞赛 中 的 一 些 难题 . 
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H 质数 与 合 数 、 算 术 基 本 定理 

大 于 1 的 整数 按 它 具 有 因数 的 情况 又 可 分 为 质数 与 合 数 两 类 . 

一 个 大 于 1 的 整数 ,如 果 除了 1 和 它 自身 以 外 没有 其 他 正 因 子 , 则 称 此 数 为 质数 或 素数 ,否则 , 称 为 
合 数 . 
显然 ,1 既 不 是 质数 也 不 是 合 数 ;2 是 最 小 的 且 是 惟一 的 偶 质 数 . 
定理 1 ( 正 整 数 的 惟一 分 解 定理 ,又 叫 算术 基本 定理 ) 任何 大 于 1 的 整数 A 都 可 以 分 解 成 质 
数 的 乘积 , 若 不 计 这 些 质数 的 次 序 , 则 这 种 质 因子 分 解 表 示 式 是 惟一 的 ,进而 A 可 以 写成 标准 分 解 
R: 

A = Pi! ° pi p.s (*). 

HP pi < p> < … < ps,p 为 质数 ,a; 为 非 负 整数 ,i = 1,2,…,n， 

推论 :( 合 数 的 因子 个 数 计算 公式 ) 若 A = ppr p, 为 标准 分 解 式 , 则 A 的 所 有 因子 (包括 1 


和 A 本身) 的 个 数 等 于 (al + D)(ea + D=-(a, +1). (EA [T Ca; + D) 


定理 2 (质数 的 判定 定理 ) 设 n 是 大 于 2 的 整数 ,如 果 不 大 于 Vn 的 质数 都 不 是 的 因子 , 则 n 是 
质数 . 

定理 3 ”质数 的 个 数 是 无 穷 的 . 
N. 整数 的 尾数 

a 为 自然 数 ,a 的 个 位 数 ( 即 尾数 ) 记 为 CG(a). 显 然 ,G(a) 是 定义 在 N 上 , 值 域 为 D = 10,1,2,…， 
91 的 一 个 函数 , 称 为 尾数 函数 ,例如 、 

G(1990) = 0,G(33) = 7. 尾 数 函数 有 性 质 : 

(DG(G(a)) = Gla) 

(2)G(a + b+ +c) = G(G(a) + G(b) += + G(c)) 

(3)G(a b + c) = G(G(a) + G(b) -= * G(e)) 

特别 地 Gla") = G(G"(a)) 

(4)G(10a) = 0,G(10a + b) = G(b) 

(5) # a -b = 10c, 则 G(a) = G(b) 

定理 4 方 赛 的 尾数 是 指数 呈现 以 4 为 周期 的 循环 , 即 

G)G(a%) = G(at),a,k € N; 


Gi)G(a%*r) = Gla"), k >0,0 < r < 4,a,k,r € N 
定理 5 Gahi’ h) = Gla), JER b; = 49 + r 1< r, <3,; = 1,2,--,.n. 
定理 6 


Glat), 5 bi HAR, b: 为 奇数 ,或 二 者 同 为 偶数 ; 


G(a), bi HER, b: 为 偶数 时 ; 
G(ahi’r hn) -| 
G(ao ) , 当 bi.b> 同 为 奇数 时 . 


$1.2 赛 题 精 讲 


例 1 (2000. 第 41 届 IMO 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 题 第 3 题 的 第 (1) 问 ) 对 正 整数 a > 2, 记 N, 
为 具有 以 下 性 质 的 正 整 数 K 的 个 数 : K 的 a 进 制 表示 的 各 位 数字 的 平方 和 等 于 K .证 明 :N, 为 奇数 . 

【分 析 】 数论 题 变幻 无 穷 ,往往 与 不 等 式 4 组 结合 ,考查 分 类 讨论 ,构造 思想 的 灵活 应 用 能 力 . 故 
而 掌握 一 些小 结论 ,构造 技巧 十 分 重要 .此 题 就 对 不 等 式 , 构 造 等 知识 都 有 一 定 的 要 求 

WEB: Et k ña 进 制 表示 为 
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k = Ten TT 
Hp r, #0,0< z Ka- li = 0,1, 
依 题 设 有 
Eaa" +i + ya + o= +… 二 ZI2+z02 亦 即 z(o — z,) + = + zi(a — zi) = zo(zo — 1) 
注意 到 左 端 和 式 中 的 每 一 项 均 为 非 函 数 ,而 诸 z, 都 是 a 进 制 表示 中 的 数字 ， 因此 成 立 不 等 式 估计 ， 
(a - D(a - 2) > zolzo - 1) > z,(a"-— z.) > a" - a 
由 此 得 n = 0, 或 1. 
当 = 0 时 ,显然 具有 所 给 性 质 的 正 整数 只 有 一 个 , 即 1 
X n = 1 时 ,k = zlzo 满足 等 式 
xila — x1) = zo(zo - 1) 
我 们 对 这 样 的 整数 进行 分 类 ,为 此 记 
B,(zo) = |z, | zila - z) = ze(zo - 1),1< zi Sa -1| 
若 甩 (zxo) 非 空 , 则 zo 二 2, 设 ziE B,(zo), 则 a - z, € B,(zo) 
又 zx 过 2 保证 了 zo(zo - 1) 不 是 完全 平方 数 , 故 xl Z a - z, Ai, | B.(z) 1= 0 或 2 


显然 有 N, riw, 所 以 N, 为 奇数 . 


关于 一 - 进 制 我 们 给 出 一 个 例 . 

例 2 〈1999. 保 加 利 亚 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 求 所 有 的 自然 数 ”的 个 数 ,4 < n < 1023, 使 得 ”在 
二 进 制 表示 下 ,没有 连续 的 三 个 数码 相同 . 

【分 析 】 Ma, = ani t z! + zh! = an- + a, GK a, 为 以 1 开头 ,不 出 现 连续 三 个 相同 数 
码 的 ”位 数 的 个 数 ,zu" 表示 以 1 开头 ,ab 结尾 (a ,bE€ 10,11) 不 出 现 连 续 三 个 相同 数码 的 ”位 数 的 个 
数 ), 得 a3 + ag + + ao = 228 

解 : 记 二 进 制 表示 中 ,以 1 开头 ,不 出 现 连续 三 个 相同 数码 的 n 位 数 的 个 数 为 a 

Xt a,b € 10,11,F z 表示 二 进 制 表示 中 ,以 1 开头 ,以 ab 结尾 ,不 出 现 连续 三 个 相同 数码 的 位 
数 的 个 数 , 则 n 宇 5 时 , 易 知 zo" = zo", ro" = zi" + o,ao" = ay" + rg", an" = 
OU 

利用 上 述 递 推 关系 ,可 知 

Qn = a,- + xe + ro 
注意 到 a, = 3,as = 5, 于 是 

as = 8,a6 = 13,a7 = 21,as = 34,aə = 55,ai = 89, 所 求 满足 条 件 的 自然 数 n 的 个 数 为 

az + a4 +i + a 

于 是 问题 为 228. 

例 3 〈1990. 第 31 届 备 选 题 ) 证 明 :对 任意 自然 数 ,二 项 式 系数 C (0< k < n) 中 ,奇数 的 个 数 是 
2 003. 

解 :将 n 用 二 进 制 表示 ,有 

天 二 28 +2É + +=: ENAS RR >A) 

于 是 (1+z) = (1+z)z(1+z)2 (1+ z)? 

因此 (1+z)*=(1+ xz)(G1+ = += + (1 + PA )(mod2) 

右边 多 项 式 恰 含 2 个 项 ,它们 的 系数 为 1( 奇 数 ). 即 (1+ z)" 的 展开 式 中 恰 有 2: 项 系数 C, 为 奇数 . 
故 结论 成 立 . 

例 4 〈1988. 第 29 届 IMO 试 题 )N 为 正 整 数 集 ,在 N 上 定义 函数 了 如 下 :J(1) = 1,f(3) = 3, 而 且 
对 nEN 有 

fl2n) = fn)Df(4n + 1) = 2f(2n + 1) - f(n) © 
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mI = api + an2 


Fln +3) = 3f(2n + 1) — 2f(n) 图 
AEDA n €N, H n < 1988, 使 得 f(n) = n? 
解 :问题 的 关键 是 找 出 (n) 的 表达 式 ,为 此 我 们 先 求 n 较 小 时 的 函数 值 , 经 计算 可 得 . 


n | 1. 23 4 8-6 7 & 9 10 YL 12Z- 13 136 1718 
f| t. K 3 E 98 79 Y 9. S Ú 39 Y SUS 
把 它们 的 前 n 个 表 成 二 进 制 ,可 得 
n 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 
Zl 1 01 11 001 101 0 111 0001 1001 0101 


从 上 面 的 表 中 可 看 出 , f(n) 为 奇数 (其 实 这 一 点 很 容易 由 条 件 推 知 的 )、 
当 a= (arar-1™"a1a0)2 时 
f(n) = (aoai…at-lat)z 
E fin) 是 把 n 的 二 进 制 倒 过 来 写 .下面 用 数学 归纳 法 证 之 . 
莫 基 是 显然 的 , 设 当 n < ! 时 ,命题 成 立 .考虑 n = ! 的 情形 
著 ! 为 偶数 , 设 ! = (ayai-1…a1lo)2, 由 人 中式, 得 
FU) = (aat-i'at)a) = (ayaza) = (araz ar) 
3⁄1 = 4m +1, 设 1 = (ay…a101)2, 由 @ 式 可 得 ,f(1) = 2f laal) - f((az*ai)2) 
= (10a1™a) 
3 1 = 4m +3, 设 1 = (apral) AORE f0) = 3f((a,'an)2) - 2/((ayai)2) 
= (llaiaz…ah): 
于 是 ,猜测 得 证 
FERME /(n) = n B n < 1988 的 解 的 个 数 , 先 将 1988 化 成 二 进 制 ,得 1988 = (11111000100);, 
它 是 一 个 11 位 数 .显然 ,在 所 有 的 r 位 二 进 制 数 中 (前 位 与 末 位 必须 是 1) .颠倒 数字 后 值 仍 不 变 的 恰 有 


22] 个 .因此 ,在 一 位 数 到 10 位 数 中 ,满足 ACn) = nn 的 n 有 

2al] =2 >> = 62 +. 

在 11 位 数 中 有 2[2?] = 32 个 , 但 其 中 有 且 仅 有 两 个 大 于 1988, 它们 是 (11111011111)。 和 
(11111111111)3. 因 此 ,满足 f(n) = n H n < 1988 f) n fff 62 + 32 - 2 = 92 个 . 

例 5 (1997.38 38 届 IMO 试 题 ) 求 所 有 的 整数 对 (a ,0) ,其 中 a > 1,5 > 1, 且 满足 等 式 a = 

解 :显然 当 a,6b 中 有 一 个 等 于 1 时 ,有 (a,5) = (1,1). 下 设 a,6 三 2. 

设 4 = 各, 则 由 题 中 等 式 得 6 = aat = aè JAT £ = azr!, 因 此 + > 0. 如 果 2 -1 之 1, 则 4 = 
at > (1+1) 1 + (2t - 1) = 2 > t, FRKA -1<1, 于 是 ,有 0<t<1. 

igk = 十, 则 和 = 外 > 1 为 有 理 数 ,由 a = 从 可 知 = 822. © 

如 果 k < 2, k = 2 < 1, SNE k > 1 FAE k > 2,18 k = Epe N, (p.q) = 
1.0 p >24. FE, h ORTA. 

(EY - e= "ez 
这 意味 着 gr | 加 .但 p,q 互 素 , 故 q = 1, 即 为 一 个 大 于 2 的 自然 数 . 


3 b = 2 时 ,由 人 @ 式 得 & = 242, 所 以 上 过 4, 又 因 
k = 2? > Ch; + Ch-2 + Cl- 
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=1+(k-2) + DUD 
e 1+ -De=2 
>l+(k-1)=k 
FGHR k = 4 时 成 立 .所 以 ， 
a=W=2=16 
当 6 之 3 时 ， 
k= 220(1+2)221+2(k-2)=2k-3 
从 而 ,& < 3. 这 意味 着 上 = 3, 于 是 
b=3,a = É =3 =27 
综 上 ,满足 题目 等 式 的 所 有 正 整数 对 为 
(a,b) = (1,1),(16,2),(27,3) 
例 6 (2001. 中 国 数学 奥林匹克 第 4 题 ) 设 abvc.a+b-catc-bbtc-aatb+c 是 7 
个 两 两 不 同 的 质数 , 且 a b c 中 有 两 数 之 和 800, 设 d 是 这 7 个 质数 中 最 大 数 与 最 小 数 之 差 , 求 d 的 最 大 
可 能 值 . 
【分 析 】 将 a 的 具体 表示 式 给 出 ,自然 思路 开阔 . 
解 :不 妨 设 a < b < c, 于 是 7 个 数 中 ,a + b -c 最 小 ,而 a + b + c 最 大 ,从 而 有 
d=(a+b+c)-(a+b-c)=2c 
问题 化 为 求 c 的 最 大 可 能 值 . 
watb ec>0, 且 这 7 个 数 均 为 质数 ， 
—c<a+b<a+c<b+c 
X a+ b,a + c,b + c tP#f 1 48028 800. 
“ec < 800 
又 由 于 799 = 17 x 47 和 798 都 不 是 质数 ,而 797 为 质数 , 故 有 
c <797,d < 1594 
令 一 方面 . 
1.36 b+ c = 800, 则 5 = 3, 又 ae<6, 所 以 a = 2, 此 时 a + b+ c 为 合 数 ,不 符合 题 意 . 
2". 若 a + b = 800, 注 意 到 
a = 5,b = 795 
a =7,b = 793 = 13x61 
a = 11,b = 789 = 3 x 263 
都 不 全 是 质数 ,从 而 不 能 满足 题 中 要 求 . 
而 a = 13,b = 787 都 是 质数 ,这 时 a + 5b 一 c = 3,a + c -b= 23 也 都 是 质数 ,容易 验证 ,b + c 一 
a = 1571 和 a + b + c = 1597 也 都 是 质数 
综 上 ,d 的 最 大 可 能 值 为 1594 
例 7 《2000. 第 52 届 波 兰 数学 奥林匹克 初赛 试题 ) 证 明 : 对 于 任意 整数 n > 2 和 所 有 的 质数 p, 均 
有 n” + P 为 一 个 合 数 . 
证 明 : 若 为 奇数 , 记 z = mg“, 则 
n? + p = z+ p = (z + pA = p + = zp ?+ po) 
所 以 ,此 时 ,ng + p 是 一 个 合 数 . 
车 p 为 偶数 , 则 p = 2, 这 时 
= nt + 4 (n+2) An? 
= (n° +2n +2)(n? -2n +2) 
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注意 到 ”之 2, 故 此 时 ng + p 也 是 一 个 合 数 . 

所 以 命题 成 立 . 

例 8 (1999. 乌 克 兰 数学 奥林匹克 试题 ) 是 否 存在 一 个 2000 位 的 整数 , 它 是 某 整数 的 平方 , 且 在 十 
进 制 中 至 少 有 1999 个 数字 是 “5”? 

解 : 若 2000 位 的 整数 全 是 ,显然 不 是 完全 平方 数 . 

HH 1999 个 数字 是 “5”, 且 只 有 一 个 数字 不 是 5, 设 所 求 的 2000 位 整数 为 n. 

G) 若非 5 的 数字 不 是 个 位 数字 , 则 存在 (奇数 ) ,使 

n = (5k)? = 25k? = 25(4m + 1) = 100m + 25 

所 以 , 非 5 的 数字 一 定 是 2, 且 是 十 位 数字 ,其 中 上 = 2: + 1,m = z(t + 1) 为 偶数 ,又 m 是 由 1998 
个 5 组 成 的 奇数 ,矛盾 . 

GD 若非 5 的 数字 是 个 位 数字 , 则 一 定 是 0,1,4,6,9 之 一 .车 为 0,4 时 ,n 为 4m +2 型 , 若 为 1,9 时 ， 
nn 为 4m + 3 型 , 均 非 完全 平方 数 , 若 个 位 数字 是 6, 则 n H 3m + 2 型 , 非 完全 平方 数 . 

综 上 ,不 存在 题 设 条 件 的 整数 . 

例 9 (2001. 第 14 届 爱尔兰 数学 奥林匹克 ) 设 p 为 奇 质数 ,证 明 :车 存在 整数 x,y, 使 得 p = zs5 - 


六, 则 存在 奇数 PH -2H 


证 明 : 若 x > 0,y < 0, 则 表明 存在 m,n € N° ,使 得 p = ms + n5, 于 是 p= (m+n)A, 这 里 A 
= m° - m`n + m2n? — mn? + n. AF p HAN, HA = 1, 这 导致 p = m + n = m5+n5, 歼 m = n 
= 1, 与 p 为 奇 质数 蒜 盾 . 

所 以 ,只 能 是 x > 0,y > 0 或 + < 0,y > 0 的 情形 .这 表明 存在 m,n € N° ,使 得 p = ms - n5, 故 
m > n, 进 而 ,由 ms 一 5 = (m - n)(m*° + m?n + m?n? + mn? + nt) B p HERTA m- n= 1, 
即 m = n+1, 于 是 

p= (n +1) -ns= Snt + 10n? + 10n? + 5n +1 
从 而 ,有 


ABHI = 4nt+ ns + 8n? + 4n+1 


=4(n?+ n)? +4(n?+n)+1 
= (2n? + 2n +1) 


Ma e2l = 2n2+ 2n+ 1 = (Ca 二] 十], 于 是 取 。 = 2n + 1 就 得 结论 ， 

例 10 (第 26 届 IMO 试 题 ) 求 出 最 小 正 整数 ,使 其 恰 有 144 个 不 同 的 正 因数 , 且 其 中 有 10 个 连续 
整数 . 
解 : 据 题目 要 求 ,n 是 10 个 连续 整数 积 的 倍数 ,因而 必然 能 被 2,3,…,10 整除 .由 于 8 = 23,9 = 2, 
10 = 2 x 5, 故 其 标准 分 解 式 中 ,至 少 会 有 23, 3: . 5 7 的 因 式 ,因此 , 若 设 

n = 2% + 392.5 + Te .11es «ee. 

Ma 23,222 22,a >1,a;>1,h 

Car + 1)(az + D(a3+ 1)(as +1) = 144 

而 (e+ D(az+ )(as+1)(ae+1)24:-3-2-2= 48, 故 最 多 还 有 一 个 w > 0,(j 25), Ba <2, 
为 使 ”最 小 ,自然 宜 取 2 > as >0,h 

(mtD)(atD(atl(a +1)las +1) =14 (os 天 0 时 ) 
或 (ait 1)(a2 t 1)(as+1)(ae+1)= 144 (os= 0 时) 
考虑 144 的 可 能 分 解 ,并 比较 相应 = 的 大 小 ,可 知 合 于 要 求 的 (最 小 ),ai = 5,a = 2,a3 = a4 = as = 1, 
故 所 求 的 n = 25 -3.5 .7.11 = 110880 

例 11 (1983. 荷兰 数学 竞赛 试题 ) 证明: 如 果 n 是 奇 正 整 数 ,那么 , 数 A = 22"(22"+1 - 1) 在 十 进 
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制 中 的 最 末 两 位 数 为 28. 
证 明 :只 需 证 明 A — 28 是 100 的 倍数 (或 能 被 100 整除 ). 
设 n= 2m + 1(m > 0 %),W| 
A -28 = 2m"2(2m3 — 1) — 28 
= 4(2*” — 1)(8 - 2” + 7) 
= 4(16" — 1) [8(16” — 1) + 15] 


因 16"”-1= (16-1)(16=1 + 1 + 1) 
= 15k(k 为 自然 数 ) 

于 是 

A -28 = 4 15k(8 + 15k + 15) 


= 900k(8k + 1) 

是 100 的 倍数 , 故 A 的 最 末 两 位 数 为 28. 

例 12 (1996. 世 界 城市 际 数学 联赛 ) 是 否 存在 一 个 六 位 数 A ,使 得 A,2A ,3A,…,5000004 中 任何 
一 数 的 末尾 六 个 数码 不 全 相同 ? 

解 : 设 A 是 一 个 六 位 数 , 若 A 是 偶数 , 则 500000A 末尾 有 六 个 零 ; 若 A 可 被 5 整除 , 则 200000A K 
尾 有 六 个 零 , 因 此 我 们 不 妨 设 A 的 末尾 数字 为 1,3,5,7,9, 对 于 任何 奇数 字 d ,存在 一 个 一 位 数 ,使 得 
Ab 末尾 数字 为 d. 

选择 bo, 使 得 Abo 的 末尾 数字 为 1. 设 Abo 的 末尾 两 位 数字 为 C11, 选 择 一 位 数 d ,使 得 di + C = 
1 或 11, 存 在 61 ,使 得 Ab, 的 末尾 数字 为 di, 因此 A(105, + bo) 的 末尾 两 位 数字 为 11. 设 A(10bi + bo) 
的 末尾 三 位 数 C211, 选 择 一 位 数 dz ,使 得 d, + C, = 1 或 11, 存 在 b2, 使 得 Ab, 的 末尾 数字 为 d;, 因 此 
A x (1000; + 10b, + bo) 的 末尾 三 位 数字 为 111. 以 此 类 推 ,存在 B, = 10°bs + 104b4 + 10355 + 1020; + 
10b, + 如 ,使 AB, 的 末尾 六 个 数字 皆 为 1 

XF 2 < k < 9, 在 BB 是 KB 的 后 六 位 数字 , 则 ABk 的 末尾 六 个 数字 皆 为 ,车 A = 999999, 则 
B, =888889, 令 A = 8888889, MIXI F 1< k <9, B, = 1000000 — k > 5000, 故 888889 满足 题目 要 求 . 

例 13 (1999. 全国 高 中 数学 联赛 加 试题 三 ) 给 定 正 整 数 " ,已 知 用 克 数 都 是 正 整 数 的 人 块 硅 码 和 一 
台 天 平 可 以 称 出 质量 为 1,2,3,…,n 克 的 所 有 物品 . 

(1) 求 大 的 最 小 值 /(n); 

(2) 当 且 仅 当 n 取 什么 值 时 ,上 述 f(n) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 确定 的 ?并 证 明 你 的 结论 . 


【分 析 】 对 于 质量 为 a1,a2,…,as 的 块 夺 码 可 称 质量 m Dana € 1- 10,1| ,然后 考虑 


imlm= Des € 1- 1,0,111 与 集合 i0, +1, £2, £ nl 个 数 之 间 的 关系 ,利用 数 的 三 进 制 和 
最 小 数 原理 . 
解 : 设 这 块 在 码 的 质量 数 分 别 为 al,az,…,at, 且 1 和 a 私 aa 入 … 入 ata 近 Z,1 和 i 和 4. 因 


为 天 平 两 端 都 可 以 放 破 码 ， 故 可 称 质量 为 zo, € 1- 1.0,1. 若 利用 这 块 奢 码 可 以 称 出 质量 为 
1,2,3,…,n 的 物品 , 则 上 述 表 示 中 含有 1,2,3,…, ,由 对 称 性 易 知 也 含有 0， 1，- 2,…，- n A 
[È za; la € 1-1,0,11}2 10, #1, £ n} 
FLA 2n + 1=110, £1, +2,5, £ al ISI [Xaa x Ei- Lohi < 21 


i 
W < nH, nlm € 2) 
Mk>m Hk=m aa = l,a = 3, rap = 37! 
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由 数 的 三 进 制 表示 可 知 ,对 任意 0 二 户 二 3" - 1, 都 有 户 = Xy . 311, 其 中 10,1,2}. 则 
2- = Daa- DaM = Do- oa 


Rasy- LA a E l-10 By -H <H weg A = 六 


a3 RP z € l- 10 1 H 1 < n 的 整数 ! 也 有 上 述 表 示 . 


综 上 ,可 知 asa = m. (其 中 

DO HIH < < E A 可 知 1,3,…,3”1,3" 就 是 一 种 硅 码 的 组 成 方式 .下 面 
我 们 证 明 1,3, pa A PB 种 方式 : 

siei 1 ,由 (1) 可 知 ! = Èa- :371,z; € |- 1,0,1}, 02 = Tar 1+0.(3"—1) 


gn 
3"+1 
2 


me 
< 1491 


由 (D 可 知 1+1 = $ia ,30 其 中 心 E |- 1,0,11, BA za = 1GSW 1 < Sari = 
i 


7 -1L FĀ) = 228 +1.(3"—1) 
MAN lat, Aa 块 破 码 的 组 成 方式 不 惟一 . 
Gü) 下 面 我 们 证 明 : 当 n = 3” lap, (n) = m 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 的 , 即 w = 3-1(1<i 


<m) 


者 对 每 个 - IH < < BA L= Dras z € 1-1041, W 


[È za; I z € 1-1,0, }2 10, +1, 
注意 左边 集合 中 至 多 有 3" 个 元 素 , 故 必 有 
[Zain € i-o = fo, +1, £ 3221] 

M88441. - 3” l< < 3 二 ,都 可 以 惟一 地 表示 为 ! = zo, 其 中 z € |- 1,0,1| ,因而 


= D+ Da = Dra + Da = Pret 
名 名 + 和 


Zl, y = zn + L.M y € l0, 


由 上 可 知 ,对 每 个 0 过 ! < 3” - 1 ,都 可 以 惟一 地 表示 为 ! = Š ya ,其 中 y € 10,1,21 .特别 地 ， 
DWI a < a, < L an 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 a; = 31(1< i< m) 


当 ; = 1 时 , 易 知 > ya 中 的 最 小 正 整数 是 41, 故 a, = 1 
假设 当 1 i<<p 时 ,a; = 31, 由 于 yo = sisiy € 10,1,2| 就 是 数 的 三 进 制 表示 , 易 
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知 它们 正好 是 0,1,2,…,3? — 1, 故 apa 应 在 除 上 述 表示 外 | $) ya; |y, € 10,1,21 | 中 的 最 小 的 数 , 因 
Wapi = 3?. 由 归纳 可 知 a; = 3: 1(1< ¿< m) 
BAOG) TA, HERY n = H 时, 上述 ACn) 块 夸 码 的 组 成 方式 是 惟一 确定 的 . 


$1.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.(1984. 第 10 届 全 俄 数学 竞赛 试题 ) 求 使 十 进 制 数 2" 的 数字 和 为 5 的 所 有 正 整数 n. 


2.( 第 16 届 美国 普 特 南 数 学 况 赛 试题 ) 求 证 :对 每 个 正 整数 , 恒 存在 它 的 某 个 整数 倍 ,在 十 进 制 表示 
中 ,用 到 所 有 的 十 个 数字 . 


3.(1990. 全 国 高 中 数学 联赛 坛 题 )a.b € N.a > b,cosa = 295, QUE: A, = (a? + B )"cosna 对 
H n E N 均 为 一 整数 . 


4.(1) 及 n 个 整数 ,其 积 为 n, HANE RUE: n 是 4 的 倍数 .(2) 设 自然 数 n 是 4 的 倍数 ,求证 :可 
以 找到 n 个 整数 ,其 积 为 n, 其 和 为 零 . 


5. 设 数列 1,9,8,3,4,3,…, 其 中 ansa 为 as + anes 的 个 位 数字 (n > 1). WE: ato + also + abo + 
3 是 4 的 倍数 ， 


6. 设 多 项 式 z) + br? + cr + d 的 系数 都 是 整数 ,并 且 bd + cd 是 奇数 .证 明 :这 个 多 项 式 不 能 分 解 
为 两 个 整 系数 多 项 式 的 乘积 . 


7. 设 有 2" 枚 大 小 相同 的 硬币 ,分 成 许多 堆 , 从 中 任 取 甲 . 乙 两 堆 , 并 对 它们 进行 调整 .调整 的 规则 
是 : 若 甲 堆 的 硬币 数 p 大 于 或 等 于 乙 堆 的 硬币 数 g, 则 从 甲 堆 中 取出 q 枚 硬币 放 到 乙 堆 中 去 ,这 就 叫 " 完 
成 了 一 次 调整 ”求证 :经 过 有 限 次 调整 后 ,可 以 把 这 2" 枚 硬币 并 成 一 堆 . 
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8.( 第 26 届 IMO 试 题 ) 设 M 是 由 1985 个 不 同 的 正 整数 组 成 的 集 .其 中 每 个 元 素 的 质数 因子 不 大 于 
26. 求 证 :从 M 中 至 少 可 以 找到 一 个 由 四 个 不 同 元 素 组 成 的 子 集 , 使 得 这 四 个 数 的 乘积 等 于 某 个 正 整数 
的 四 次 方 . 


9. 如 果 大 于 1 的 自然 数 M .N 不 能 以 同 底数 的 堵 表 示 .( 底 、 堵 指数 也 是 自然 数 ) .那么 ,logw 一 定 
是 无 理 数 . 


10. 对 每 一 非 负 整数 " ,考虑 其 素 因数 的 最 高 宕 不 超 过 ”者 , 称 其 和 为 ”的 等 和 (例如 ,100 的 素 因 数 
是 5,2,25 < 100 < 27,5? < 100 < 5', Br DÚ 25 + 5? = 89 是 100 的 等 和 ). 证 明 :有 无 穷 多 个 数 的 等 和 大 
于 此 数 本 身 . 


11,( 第 12 Jš IMO 试题 ) 求 出 有 下 列 性 质 的 所 有 正 整数 :集合 [n,n+1,n+2,n+3,n+4,n+ 
5) 可 以 划分 为 两 个 无 公共 元 素 的 非 空子 集 ,使 得 一 个 集合 所 有 元 素 的 积 和 另 一 子 集 的 所 有 元 素 之 积 相 
等 . 


12. 用 尾数 方法 证 明 :5 | 39 + 41,10 | 539 — 335 


13.(1981. 西 德 数学 竞赛 试题 )a、n € N.S = a+a?+…+a". 证 明 :G(S) = 1SG(a) = 1,G(n) 
=1 


B 组 


1. 数 11111 在 包 种 进位 制 中 是 一 个 完全 平方 数 ? 


2.( 第 13 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 试题 ) 设 /(z) = ao + aiz + … + a” 为 实 系数 多 项 式 , 且 对 任意 
整数 i,/(i) 是 整数 .求证 :对 每 个 整数 (0 过 过 n),nla, 是 整数 . 
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3. 求证 : 正 整数 a 与 5 的 乘积 为 偶数 的 必要 充分 条 件 是 存在 正 整数 c.d ,使 得 oz + b? + c = d? 
4. 当 n = 2” 时 ,杨辉 三 角形 中 的 第 n 排 上 的 每 一 个 数 C%-，, Chi CA 都 是 奇数 . 


5.( 第 1 届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 莹 试题 ) 能 否 把 1,1,2,2,3,3,…,1986,1986 这 些 数 排 成 一 行 ,使 得 
两 个 1 之 间 夹 着 一 个 数 ,两 个 2 之 间 夹 着 二 个 数 ,… ,两 个 1986 之 间 夹 着 1986 个 数 ?证 明 你 的 结论 . 


6. 设 xz 是 1989 位 数 ,y 是 从 x 变换 数码 的 位 置 而 得 到 的 数 .能 否 成 立 等 式 :zx + y = 99…9( 共 1989 
个 9)? 


7. 设 n 个 正 整 数 满足 0 < ai < az < … < an, 则 在 2" 个 整数 > ra 取 1 或 1.i = 1,…,n) 
中 至 少 存在 A 个 不 同 的 整数 同时 为 偶数 或 同时 为 奇数 - 


8. 能 否 把 前 n 个 正 整数 划分 为 若干 类 (不 相交 ) ,使 得 没有 任何 数 与 它 的 二 倍 同时 出 现在 一 个 类 
里 .至 少 要 划分 为 多 少 类 ? 


9.( 第 28 届 IMOR) EA n > 2, WR 3 T SS k ,0 < k <, 3 2 + k+ n 是 质数 .求证 :对 所 
有 整数 ,0 三 上 过 n 一 2,k? + +2 都 是 质数 . 


11.( 第 3 届 中 国 国家 集训 队 选拔 考试 题 ) 数学 老师 把 一 个 二 位 数 的 因数 的 个 数 /(n) 告诉 了 学 生 
B, 把 n 的 各 位 数字 之 和 s(n) 告诉 了 学 生 A, A 和 B 都 是 很 陪 明 的 学 生 , 他 们 希望 导出 ”的 准确 数值 而 
进行 了 如 下 的 对 话 : 

人 A :我 不 知道 n 是 多 少 ? (A1) 
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B: 我 也 不 知道 ,但 我 知道 n 是 偶数 . (B1) 

4 :现在 我 知道 n 是 多 少 了 . (A2) 

B: 现 在 我 也 知道 了 . (B2) 
老师 证 实 了 A MB 都 是 诚实 可 信 的 ,他 们 的 每 一 句 话 都 是 有 根据 的 . 问 n 究竟 是 多 少 ?为 什么 ? 


12.(1980. 芬兰 等 四 国 数学 竞赛 试题 ) 求 [(/3 + /2)9%] 的 个 位 数字 ,其 中 [z] 表 示 不 超过 z 的 最 大 
整数 . 


13. 给 定 正 整数 ,已 知 用 克 数 都 是 正 整数 的 块 硅 码 和 一 台 天 平 可 以 称 出 质量 为 1,2,3,，…,? 克 
的 所 有 物品 

COR k HIRME S Cn); 

(2) 当 仅 当 n 取 什么 值 时 ,上 述 f(n) 块 硅 码 的 组 成 方式 是 惟一 确定 的 ?并 证 明 你 的 结论 ， 


整除 问题 


82.1 知识 、 方 法、 技能 


整除 是 整数 的 一 个 重要 内 容 .这 里 仅 介绍 其 中 的 几 个 方面 :整数 的 整除 性 , 费 尔 马 定理 ,最 大 公约 数 
和 最 小 公 售 数 , 方 震 问题 . 
1. 整数 的 整除 性 

初等 数论 的 基本 研究 对 象 是 自然 数 集合 及 整数 集合 . 我 们 知道 ,整数 集合 中 可 以 作 加 、 减 ,乘法 运 
算 ,并 且 这 些 运算 满足 一 些 规律 ( 即 加 法 和 乘法 的 结合 律 和 交换 律 ,加 法 与 乘法 的 分 配 律 ) ,但 一 般 不 能 


做 除法 , 即 , 如 a,b 是 整数 ,b 天 0, 则 全 不 一 定 是 整数 .由 此 引出 初等 数论 中 第 一 个 基本 概念 :整数 的 整 
除 性 . 

定义 1:( 带 余 除法 ) 对 于 任 一 整数 a 和 任 一 整数 5b, 必 有 惟一 的 一 对 整数 9,r ,使 得 a = bg + r, 
0<r < b HERK q Mr 由 上 述 条 件 惟一 确定 , 则 q 称 为 b 除 a 的 不 完全 商 ,r 称 为 b Ra 的 余数 . 

若 r = 0, 则 称 5 整除 a ,或 a 被 5 整除 ,或 称 a 是 5 的 倍数 ,或 称 5 是 a 的 约 数 (又 叫 因子 ), 记 为 5 1a . 
BM, bta. 

任何 a 的 非 + a, 二 1 的 约 数 , 叫 做 a 的 真 约 数 . 

0 是 任何 整数 的 倍数 ,1 是 任何 整数 的 约 数 . 

任 一 非 零 的 整数 是 其 本 身 的 约 数 ,也 是 其 本 身 的 倍数 . 

由 整除 的 定义 ,不 难得 出 整除 的 如 下 性 质 : 

O)#alb, ble Walc. 


(2) 若 al1b, 则 al Zee e z, i= 1.2,-. 

(3) 若 alec， Mab I cb. 反之 , 亦 成 立 . 

(4) 若 a 165, 则 1a 11651. 因 此 ,车 a165, 又 51a, 则 a =+ b. 

(5)a 5 互 质 , 若 a 1 c,b1c, 则 ab | c. 

(6)p 为 质数 , 若 户 | al' az … ar, 则 户 必 能 整除 al,az,，…as 中 的 某 一 个 .特别 地 , 若 p 为 质数 ， 
bla") pla. 


(7) WEER S a, = Èo 中 除开 某 一 项 外 ,其 余 各 项 都 是 c 的 倍数 , 则 这 一 项 也 是 c 的 倍数 . 

(8)n 个 连续 整数 中 有 且 只 有 一 个 是 的 倍数 

(9) 任何 n 个 连续 整数 之 积 一 定 是 的 倍数 . 

[E] 由 性 质 2 可 知 ,如 整数 bbz oe b, 都 是 a 的 倍数 且 特 别 c; = 1, 则 a 1 (b+ b2+ 
b.) 

这 实际 上 提供 了 证 明 a | (b, + bz + … + 加) 的 一 种 基本 的 想法 :我 们 可 以 尝试 着 证 明 更 强 的 (也 往 
往 更 易于 证 明 ) 的 命题 : 

每 个 6 均 是 的 信 数 (; = 1,2,…n) 这 一 命题 当然 并 非 一 定 成 立 ,即使 在 它 不 成 立时 ,上 述 想法 仍 
有 一 种 ( 常 奏效 的 ) 变通 :将 和 ai + … + a, 适当 地 分 组 成 为 cl + … + cx, 而 a 1 c1,…,a | ci, 由 此 当然 
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WEHT a l (bi + brt + bn) 
I. 费 尔 马 定理 
定理 1 〈 费 尔 马 (Fermat) 定理 ) 设 pp 为 质数 ,对 任何 整数 ,都 成 立 p 1 n” — n (SÑ n’ = n(modp)). 
推论 p SSO ptn, Mpi n°"! IR n? = 1(modp)) 
【 注 】 此 推论 常 称 为 费 尔 马 小 定理 . 
N. 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 
本 讲 开始 在 整除 的 定义 同时 给 出 了 约 数 的 概念 ,又 由 上 一 讲 的 算术 基本 定理 ,这 就 可 以 给 出 整数 的 
约 数 的 个 数 了 . 即 定理 二 . 
定理 二 设 大 于 1 的 整数 a 的 标准 分 解 式 为 a = pu pp prl < p< < pa DRM, a; 
为 非 负 整数 ) , 则 a 的 约 数 的 个 数 为 


dla) = [IG + D) 


事实 上 ,由 算术 基本 定理 的 推论 知 dla) = Tice, + D ,而 各 约 数 的 和 就 是 T[(1 + pitt pa.) 
展开 后 的 各 项 之 和 ,所 以 
ala) = [a+ pit e pe) = TI EE 
U 


nt Te 
， 例 如 ,25200 = 24 . 32. 5? .7, 所 以 
d(25200) = (4+ 1)(2 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 90 


ol25200) = Z x E x Sl Fo! = 99944 

定义 2; 设 a b 是 两 个 不 全 为 0 0W9B. RER ME: l a,c | b MF c a,b 的 公约 数 , 与 6 的 
所 有 公约 数 中 的 最 大 者 称 为 。 与 6 的 最 大 公约 数 , 记 为 (a,6). 如 果 (a ,6) = 1, 则 称 a 与 6 TARER. 

定义 3: 如 果 Ha b 的 代数 , 则 称 d 是 a 与 6 的 公 代数. a 与 6 的 公信 数 中 最 小 的 正 数 称 为 4 与 
的 最 小 公信 数 , 记 为 [a,6]. 

最 大 公约 数 和 最 小 公 代数 的 概念 可 以 推广 到 有 限 多 个 整数 的 情形 ,并 用 (a1,42,…,a，) 表示 ar, 
axa, 的 最 大 公约 数 ,[al,a2,…,an] 表示 aiaz, ran 的 最 小 公 倍数 . 

若 (alvaa'…van) = |, 则 称 alvazvai,…，as 互 质 ,车 aivaz,…va 中 任何 两 个 都 下 质 , 则 称 它们 是 
两 两 互 质 的 .注意 ,n + SSK IRS n 个 整数 机 互 质 是 不 同 的 概念 ,前 者 成 立时 后 者 不 一 定 成 立 ( 例 
如 ,3,15,8 互 质 ,但 不 两 两 互 质 ); 显 然后 者 成 立时 ,前 者 必 成 立 . 

因为 任何 正 数 都 不 是 0 的 信 数 ,所 以 在 讨论 最 小 公信 数 时 ,一 般 都 假定 这 些 整数 不 为 0. 同时 ,由 于 
a,b 与 1 a1，16 | 有 相同 的 公约 数 , 且 (a,65)( 1 a 1, | 6 1)( 有 限 多 个 亦 成 立 ) ,因此 ,我 们 总 限于 在 自然 
数 集合 内 来 讨论 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公信 数 . 


BRE a,b 的 标准 分 解 式 为 a = 


pA (p. 为 质数 ,a;,B; 为 非 负 整数 ), 则 
(a,b) = [I pert 
u 


(a,b) = TI pe 
ii 


例如 3960 =2 -3.5.11 
756=2.3.7 


MJ (3960,756) = 22 - 32 = 36 
[3960,756] = 2 .33 .5.7.11 = 83160 

求 最 大 公约 数 也 可 以 用 轰 转 相 除法 ,其 理论 依据 是 : 

定理 3 Hab c 是 三 个 不 全 为 0 的 整数 , 且 有 整数 :使 得 a = bt +c, ab 与 5.c 有 相同 的 公 
约 数 ,因而 (a,5b) = (b,c), Hla, b) = (b,a — bt). 

因为 ,车 d Ra b 的 任 一 公约 数 , 则 由 d | a,d 15 和 a = bt + c 知 d 1c, 即 d 是 bc 的 公约 数 ; 反 
ZË d 是 bc 的 任 一 公约 数 ,d 也 是 a、b 的 公约 数 . 

驾 转 相 除法 ( 欧 几 里 德 算法 ): 设 a.b C N°, Ha >b 
由 带 余 除法 有 

a=btr0<rn<s 

b=riqggtra0<ri<r 


ma rg + ra0 < r, < ra 

rasa = riqi t rr = 0 

因为 每 进行 一 次 带 余 除法 ,余数 至 少 减 1, 即 5 > r > … > r, > ms 而 上 为 有 限 数 ,因此 , 必 有 一 
个 最 多 不 超过 b WERB n 存在 ,使 得 r, Z 0, 而 r = 0, 故 由 定理 二 得 : 


ra = (rearlvrn) = (rmt) =…= (rz,ri) = (71,6) = (a,b) 
例如 ,(3960,756) = (756,180) = (180,36) = 36 
具体 算式 如 下 : 
3960(a) 756(b) 
Sea) | B00 eo aa) 
180(r 
Stas) a D | ac 
0(r3) 
RERNA FEARNE. 
定理 4 ( 裴 唱 (Bezout) E Bab 是 整数 , 则 (a,6) = d 的 充 要 条 件 是 存在 整数 10, 使得 
m+ =1 
特别 地 ,a,6 互 质 ( 即 (a,6) = D 的 充 要 条 件 是 ,存在 整数 wu, 使 得 
pa +b =l 


【 注 】 在 a,6 都 是 正 整数 时 ,可 以 改 述 成 如 下 的 形式 : 正 整数 ,5 互 质 的 充 要 条 件 是 存在 正 整 数 
u,v, 使 得 

m-w=1 

[E] 由 加 转 相 除法 的 @ 式 递 推 而 得 c= r = ar + by 

由 定义 和 加 转 相 除 算法 还 不 难得 出 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 的 如 下 性 质 . 

(1)a 和 6 的 任 一 公约 数 都 是 它们 的 最 大 公约 数 的 约 数 

(2)m € N, 则 (am,bm) = m(a,b) 


Oie Hab 的 公约 数 , 则 (人 ,全 ) = GD .特别 地 , 若 = = (a,6), 则 (所, 世 )= 1 
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(4) 设 ai az an EEEn PEEM, MR la, az) = c2,(c2,a3) = ca (cr-lyan) = cn Wlar, 
azan) = c, 

(5) 设 a Mb HS m 互 素 , 则 ab 也 与 m 互 素 , 即 与 m 互 素 的 整数 关于 乘法 封闭 . 一 般 地 ,如 果 
ara, 均 与 m 互 素 , 则 aa, 55 m ER 

(6) Æ b | ac,H(b,c) = 1,0 b | a 

(7) 若 (a,b) = 1, 则 (ac,b) = (c,b) 

(8) # m 是 整数 ,a | m,b! m, 则 [a,5] i m, BI a,b 的 任 一 公 倍 数 是 其 最 小 公 倍数 的 倍数 

(9) 车 m 是 正 整数 , 则 m[a,5] = [ma ,mb] 

(10)(a,b)[a,b] =! ab 1, 特 别 地 , 若 (a,b) = 1, 则 [a,5b] =i a,b | 

(11) 设 bibs ,bs 是 两 两 互 素 的 正 整数 ,“ EEEN, E bilali = 1,2,…,n), 则 bi*…*bn 1 
a, 因 此 ,特别 地 ,两 两 互 素 的 正 整数 的 最 小 公 倍数 等 于 它们 的 乘积 

(12) 设 a1,a2,…,an 是 任意 n TEWM. Æla a] = mz,[m2,a3] = m3, 
则 [al,az,van] = m, 

[E] 性 质 外 提供 了 将 一 个 整除 问题 分 解 的 男 一 途 境 : 为 了 证 明 b 1 a H b 分 解 为 若干 个 两 两 互 
素 的 整数 b1 ,62,…,b， 之 积 ,而 证 明 b; l ali = 1,2,…,n) 

性 质 (8) 和 (9) 对 多 于 两 个 整数 的 最 小 公 售 数 仍然 成 立 ;但 性 质 (10) 则 不 然 . 即 


-lyan] = m,, 


(a,b,=-,c)[a,b,-..c] = abe I 
一 般 并 不 成 立 ,( 请 读者 自己 给 出 反例 ) 
N. 方 寒 问题 


-个 正 整数 能 否 表 成 m 个 整数 的 & 次 方 和 的 问题 称 为 方 宕 和 问题 .特别 地 , 当 z = 1 时 称 为 次 

方 间 题 , 当 k = 2 时 , 称 为 平方 和 问题 . 

1. 能 表 为 某 整数 的 平方 的 数 称 为 完全 平方 数 ,简称 平方 数 . 

2. 关于 平方 数 ,明显 有 如 下 一 些 简单 的 性 质 和 结论 : 

《1) 平方 数 的 个 位 数字 只 可 能 是 0,1,4,5,6,9. 

(2) 偶数 的 平方 数 是 4 的 倍数 ,奇数 的 平方 数 被 8 除 余 1, 即 任何 平方 数 被 4 除 的 余数 只 能 是 0 或 1. 

(3) 奇数 平方 的 十 位 数字 是 偶数 . 

(4) 十 位 数字 是 奇数 的 平方 数 的 个 位 数 一 定 是 6. 

(5) 不 能 被 3 整除 的 数 的 平方 被 3 除 余 1, 能 被 3 整除 的 数 的 平方 能 被 3 整除 .因而 ,平方 数 被 9 除 的 
余数 为 0,1,4,7, 且 此 平方 数 的 各 位 数字 的 和 被 9 除 的 余数 也 只 能 为 0,1,4,7. 

(6) 平方 数 的 约 数 的 个 数 为 奇数 

(7) 任何 四 个 连续 整数 的 乘积 加 1, 必 定 是 一 个 平方 数 . 

3. 进一步 研究 可 得 到 有 关 平方 和 的 几 个 结论 : 

BES 奇 素数 p 能 表示 成 两 个 正 整数 的 平方 和 的 充 要 条 件 是 p = 4m + 1. 

定理 6 设 正 整数 n = mp At p 不 再 含 平方 因数 ,n 能 表示 成 两 个 整数 的 平方 的 充 要 条 件 是 
没有 形 如 4q + 3 的 质 因 数 . 

定理 7 每 一 个 正 整数 都 能 表示 成 四 个 整数 的 平方 和 . 

这 几 个 定理 的 证 明 略 .这 里 重点 是 介绍 有 关上 HERRER. k 方 窗 中 许多 问题 实质 上 是 不 定 方 
程 的 整数 解 问题 ,比如 著名 的 勾 股 数 问题 . 

4. 在 某 些 限制 条 件 下 ,判断 一 个 式 子 不 是 完全 平方 数 的 方法 大 致 有 

(i) 反 证 法 . 

Gü) 寻找 整数 。 ,使 cz < r? < (a +1), 0 z 不 是 整数 . 

Gii) 寻找 一 个 特殊 的 模 m , 若 对 任意 整数 工 ,都 有 f(a) 丰 zz(modm), 则 fla) 了 zz?, 因 而 f(a) 不 
是 完全 平方 数 . 
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82.2 赛 题 精 讲 


例 1 (1999. 上 海 市 高 中 数学 竞赛 题 ) 公 ABC 中 , 边 长 c,b,c(a < b < c) 同时 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(l)a,b,c 均 为 整数 ; 

(2)a,b,c 组 成 等 比 数列 ; 

(3)a 与 c 中 至 少 有 一 个 等 于 100. 

求 出 三 元 数组 (a,b,c) 的 所 有 可 能 的 解 

【分 析 】 利用 三 角形 知识 转化 问题 为 a,c 中 至 少 有 一 个 为 100, 那 么 分 情况 讨论 ,利用 整除 性 及 不 
等 式 而 得 数 的 范围 ,从 而 运用 奇数 的 离散 性 求 得 结果 . 

解 : 按 题 设 , 正 整数 a,b,c 满足 a < b < ca +b >c, b? = ac, 且 a,c 中 至 少 有 一 个 为 100 

G) # a = 100, 则 如 = 100c,4Ẹ 10 | b 


2 
又 100+ b >c = hgb? - 1008 - 1092 < 0 


Ë 100 <b < 5060/5 + 1) 

注意 到 10 | b, b 可 取 100,110, 120,130, 140,150,160 
相应 的 c = 100,121,144, 169, 196,225,256 

Gü) # c = 100,9 52 = 100a, 得 1016 


2 
又 + b > 100,4? + 1005 — 100 > 0 


故 500/5 - 1) < b < 100 

注意 到 10 1 b, b 可取 70,80,90,100 

相应 的 a = 49,64,81 ,100 

综 上 所 述 ,三 元 数组 (a,5,c) 共有 10 组 可 能 的 解 . 

(49,70,100), (64,80,100), (81,90,100), (100,100,100), (100,110,121), (100,120,144), (100, 
130,169),(100,140,196),(100,150,225),(100,160,256) 

例 2 (1996. 中国 数 学 奥林匹克 ) 设 S = 11,2,…,501. 求 最 小 自然 数 人 ,使 S 的 任 一 上 元 子 集中 都 
存在 两 个 不 同 的 数 a 和 65, 满足 (a + b) | ab 

【分 析 】 本 题 是 整除 的 性 质 与 数 的 离散 性 知识 的 综合 运用 . 令 a = aic 必 = bic,(a1,b1) = 1, 得 
(al tb) 1c, 且 3 志 al+ 6b 三 a, 从 而 得 到 数 对 (a1,51) 有 23 对 . 

解 : 设 有 a,b € S 满 足 条 件 (a + b) 1ab, 记 c = (a,5), 于 是 a = ca1,6 = cb1, 其 中 a1,b1 € NE. 
有 (a1,b1) = 1 

因而 有 clai + bi) = (a + b) | ab = cabi,(art bi) | cabi 

因为 (ai + b1,a1) = 1, (a1 t bb) = 1, 故 有 (al + bi) 1 c 

WH a,b E€ S, 所 以 a+8 委 99, 即 c(al + b) <99 

故 有 3 入 ai+bis9 

由 此 可 知 , S 中 满足 条 件 (a + b) | ab 的 不 同 数 对 共有 23 对 如 下 : 

al+ bi = 3: (6,3),(12,6),(18,9),(24,12),(30,15),(36,18),(42,21),(48,24) 


a+b =5: (20,5),(40,10),(15,10),(30,20),(45,30) 
aitb (30,6) 

atb =7: (42,7),(35,14),(28,21) 

aitb =8: (40,24) 

a+b =9: (45,36) 
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= |6.12,15,18,20,21,24,35,40,42,45,48| , 则 | M | = 12, 且 上 述 23 个 数 对 中 的 每 一 对 都 至 少 
包含 M 中 的 1 个 元 素 .因此 , 若 令 T= S- M, 则 1T1= 38 且 工 中 任何 两 数 都 不 满足 题 中 要 求 .可 见 
所 求 的 最 小 自然 数 > 39. 

注意 到 下 列 12 个 满足 题 中 要 求 的 数 对 互 不 相交 : 

(6,3), (12,4), (20,5), (42,7), (24,8), (18,9), (40,10), (35,14), (30,15), (48,16), (28,21), 
(45,36) 对 于 S 的 任 一 39 元 子 集 , 它 只 比 S 少 11 个 元 素 , 而 这 11 个 元 素 至 多 属于 上 述 12 个 数 对 中 的 
11 对 ,从 而 必 有 12 对 中 的 1 对 属于 上 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 = 39. 

例 3 《1998. 中 国 数学 奥林匹克 第 4 题 ) 求 所 有 大 于 3 的 自然 数 ,使 得 1+ Cl + C + C3 整除 
270. 

解 : 因 2 是 素数 , 故 只 需 考虑 哪些 自然 数 n > 3, 能 使 1+ C + C+C, = 2(k € N), 

经 计算 得 ， 
ri Q C: = 14 n+ D+ nD = (a+ Do n + @) 


即 (n+1)(n?- n +6) =3x2" 

做 代 换 m = n+1 得 : 

m(m° -3m +8) =3x2**! ° 

由 中 知 我 们 必须 对 m 分 两 种 情形 分 别 讨论 之 . 

O) m =2(m > 4,s >3), M] m? -3m+8=3x2(EN) 

如 果 S 宇 4, 那 么 3x 2' = 8( mod 16) , ËJ) 2' 三 8(mod16). 由 此 可 得 2' = 8 (z =3), m? - 3m + 8 
= 24. 即 m(m - 3) = 16, 这 不 可 能 ,因而 只 有 S = 2,m =8,8 n = 7 

(2) # m =3x2"(m >4,u >1), M m’ -3m+8=2"(v€ N) © 

如 果 w > 4,864 2" = 8( mod 16), H (1) 知 v = 3,m(m - 3) = 0, 这 也 不 可 能 ,另外 , 当 m = 3 x 
2 或 m = 3 x 22 都 不 能 使 @ 成 立 .因此 ,只 有 m = 3x2 = 24,8 n = 23. 

又 经 检验 知 ,1+ C) + C3+ C3 = 64 = 25 $ü 1 + Ch + Ch + Ch = 2 都 能 整除 220m, 故 本 题 的 答 
案 是 n= 7 及 ”= 23 

例 4 (1999. 第 40 届 IMO 第 3 题 ) 确 定 所 有 的 正 整数 对 (n,p) ,满足 :p 是 一 个 质数 ,n 志 2p, 且 ( 记 
- 1)" + 1 能够 被 w 整除 . 

解 :显然 ,(1,p) 和 (2,2) 满足 题 意 , 故 下 面 考虑 n > 2, p> 3 的 情形 . 

因为 (p -~ 1)" + 1 是 奇数 ,所 以 n 也 是 奇数 , 从 而 n < 2p, 记 4 为 n 的 最 小 素 因 子 , 则 9 | 
(p 一 DD"+1 知 (p 一 1)" 二 -1(modg), 且 (gq,p - 1) = 1, 由 9 的 选取 知 (n,p - 1) = 1, 于 是 存在 整数 
ua 使 得 

zt+u(qg-1)=1 
根据 Fermat 小 定理 ， 

p-l=(p- D“ (p- DY 

= (~ 1)" + 1"(modq) 

因为 ,u 必 为 奇数 ,所 以 p — 1 三- 1(modg). 这 说 明 q | p, 进 而 有 q = 户 , 故 证 得 n = p 

于 是 ,我 们 得 到 : 

Pig- Deris plat- (2) (, ?3)o- (2)+1] 

在 上 式 的 括号 中 , 除 最 后 一 项 外 , 均 可 被 p 整除 ,这 说 明 p- a pa) =3 

综 上 所 述 , 所 有 的 解 为 (2,2),(3,3) 和 (1,p). 其 中 p 为 任意 质数 . x 


例 5 (2000. 第 61 届 Putanm KEME) 设 >m >, n,m 为 整数 ,证 明 数 (sz (n) y 
a 
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【分 析 】 此 题 属于 裴 蜀 定理 与 组 合 数 的 综合 运用 , 解 题 关键 是 由 mr + nt = (m,n) 转化 问题 为 


人 
解 :由 裴 蜀 定 理 , 知 ,存在 r,t € Z, 使 得 mr + nt = (m,n) 
< 


n m 


所 以 ,命题 成 立 . 

例 6 (1997. 加 拿 大 数学 奥林匹克 试题 ) 有 多少 个 正 整数 对 rye < y, 使 得 (x,y) = 5! 和 [ x,y] 
= SORIX? 

解 : 设 pipor pn 表示 按 递增 次 序 从 7 到 47 的 12 个 素数 , 则 有 

S1=2.3 eS. p? e p ee pt 
且 设 50! = 2% + 392 59 + ph + pa’? ee e pip. 

( 注 :24,3? ,5 pi, pzs pu 都 能 整除 50! ATRE 2,3,5, p1, py. pio fE 50! 中 的 等 指数 与 5! 
中 的 智 指数 是 不 同 的 . ) 

XA z 1 501,y 1 50!, 故 x,y 有 以 下 形式 : 

r=2n.3n... Pry 

y= 20.3... e PIS 

则 ”501 的 分 解 式 中 第 i MRR REGE max( mi ,mi ),5! 的 分 解 式 中 ,第 i 4 R 8093838390 
min(n;,m;). 

由 上 面 的 值 ,素数 2,3,5, 思 , 思 2,…,piz 的 赛 指数 在 5! 和 50! 中 是 不 同 的 ,所 以 对 zx 有 255 种 选择 ,而 
其 中 只 有 一 半 的 选择 使 = 不 超过 y( 因 对 z 的 每 一 种 选择 ,y 是 确定 的 , 且 不 是 > < y 就 是 y < z). 故 所 
RUBINS = 2 个 . 

例 7 (1998. 亚 太 地 区 数学 竞赛 试题 ) 求 满足 如 下 条 件 的 最 大 正 整数 n:n 能 被 所 有 小 于 的 正 束 
数 整 除 . 

分 析 与 解 :问题 出 现 了 根 式 ,不 便 处 理 , 若 设 小 于 yn 的 最 大 整数 是 k, 则 原 题 可 转化 为 如 下 的 等 价 
形式 : 

Btk, 是 正 整数 ,满足 

Ë < n< (k +) 

H n 能 被 所 有 不 大 于 的 正 整数 整除 , 求 n 的 最 大 值 . 

于 是 ,n 应 能 被 正 整数 1,2,…,k 的 最 小 公 倍数 c 整除 ,n 约 等 于 刀 , 而 对 较 大 的 人 ,c 显然 大 于 如 ,这 
就 是 为 什么 题目 要 求 的 最 大 值 . 

下 面 我 们 找 一 个 c 的 接近 的 约 数 ,为 此 ,考虑 上 ,k - 1,k -2 这 三 个 数 ,其 中 与 8 -1,k 一 1 与 
一 2 是 互 质 的 ,而 与 & -2 当 k 是 奇数 时 互 质 , 当 是 侦 数 时 有 公约 数 为 2, 下 面 就 按 & 的 奇偶 分 情况 
讨论 . 

当 上 为 奇数 时 ,n 应 整除 ,kk - 1.k — 2 的 最 小 公信 数 k(k - 1)(k - 2). 显 然 ， 

k(k-1)(k-2)< k? < n 
而 不 等 式 
(&+1)' < 2k(k- )(k 一 2) 
可 化 简 为 
P(k-9)+(k-1)>0 
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EHF k > 9 的 整数 成 立 . 

于 是 经 计算 , 当 = 7 时 ,1 至 的 最 小 公信 数 是 420, 介 于 了 好 = 343 55 8° = 512 之 间 , 故 n = 420 
是 k 为 奇数 时 的 最 大 解 . 

当 是 偶数 时 ,k - 1,k -2,k -3 两 两 互 质 ,于 是 ,(k - 1D)(& — 2)(& - 3) 整除 n, 此 时 仍 有 

(k -1)(k -2)(k -3) < < n 
而 不 等 式 
(k +1) <2(k -1)(k -2)(k - 3) 

X k > 14 的 正 整数 成 立 .于 是 ,k 的 允许 取 值 必 为 不 超过 12 的 偶数 . 

经 检验 知 , 当 = 8,10,12 时 , 正 整数 1 至 上 的 最 小 公 倍 数 都 大 于 (k + 1)3 ,与 题 设 不 符 ;而 与 < 
6 所 对 应 的 n 必 不 超过 73 = 343. 

综 上 所 述 , 本 题 的 答案 是 420. 

【评注 】 上 述 解法 运用 结论 :“ 对 正 整数 a 和 正 整数 5, 若 存在 整数 ,使 得 na < b < (n + 1)a, 则 
a 不 整除 b.” 

例 8 (1998. 第 39 必 IMO 第 3 题 ) 对 任 一 正 整数 , 令 d(n) 表示 n 的 正 因数 (包括 1 及 nn 本身 ) 
的 个 数 . 试 确定 所 有 可 能 的 正 整数 ,使 得 有 一 个 正 整 数 ”满足 


dd 
d(n) 

分 析 与 解 :首先 ,如 果 k 是 一 个 可 能 的 正 整 数 , 即 存在 n € N, 使 得 
d(n 


可 设 n 的 素数 分 解 式 为 n = Pio par pw, 则 有 
dn) = T+ 


Ti a(n?) = ICa +D 


从 而 Has +1) = IT +1) 

m pu M 4 WEE. 

下 面 证 明 ,所 有 的 奇数 者 是 可 能 的 . 

O) 首先 ,如 果 一 个 数 可 以 表 成 了 Ot) 的 形式 (其 中 a BERM i = 1.2,…,:) .那么 ， 
h TRES SB MR SNESE p PaP SHM = pipri pr MAE dC) = 
这 个 数 .从 而 这 个 数 是 可 能 的 . 

Q 美 似 地 ,也 可 知 , 著 自然 数 ETTEN RT GEH ,ke ,那么 这 个 数 也 是 可 能 的 

下 面 用 归纳 法 证 明 上 面 提出 的 那个 问题 

EFA = 1, 帮 1 是 可 能 的 . 


假设 对 < 24 -1 命题 成 立 , 则 对 于 2k + 1(k € N), 设 2k+2 = 2"t(mm 是 自然 数 ,t 是 奇数 ). 
Wr p = 2((2"”1-—1),q = t(2""1p + 1) -1,0 


EHEH EH) 


=. OPAN) 262" p+ 1) -1 


p+ 2mp + 1) 
_ 2i(Q@” p+ D -1 
sa p+1 


Som 2 t+ 

= 2" p+l 

=2"% -1=2k+1 

HT t 是 小 于 2k + 1 的 奇数 , 故 上 是 可 能 的 ,由 上 面 的 式 子 可 知 2k + 1 也 是 可 能 的 .从 而 所 有 的 正 
奇数 都 是 可 能 的 

综合 以 上 两 个 方面 知 ,所 有 可 能 的 数 即 为 所 有 的 正 奇数 . 

例 9 (2000. 波兰 数学 奥林匹克 )m , n 为 给 定 的 自然 数 , 且 mn | m? + n?+m. 证 明 :m 是 一 个 完全 
平方 数 . 

W: m2 + n? + m = kmn, 即 n? -kmn + m° + m = 0, 视 为 关于 n 的 一 元 二 次 方程 ,可 知 

À = k2m2 - 4m(m + 1) 为 一 个 完全 平方 数 . 

设 (m,k2, -4m -4) =d Wd |4. 

# d = 1, 由 A 为 完全 平方 数 ,可 知 m 为 完全 平方 数 ; 

车 d > 1, 由 d 14, 可 知 2 | 4d, 进而 m 为 偶数 ,结合 mn 1 m? + n? + m, 可 知 为 偶数 , 故 41 mn, 
当然 ,4 1 m? + n? + m, 于 是 41m. 这 导致 4 = saig 为 完全 平方 数 ,所 以 好 为 完全 平方 数 , 综 上 可 
知 ,总 有 m 为 完全 平方 数 . 

例 10 (2000. 第 41 届 1MO 备 选 题 ) 已 知 正 整数 集合 A 中 的 元 素 不 能 表示 为 若干 个 不 同 的 完全 平 
方 数 之 和 .证 明 :A 中 有 有 限 个 元 素 . 

解 :假设 存在 正 整数 N, 满 足 

N = aft atta, 

2N = bÌ + btt 52 


Kupara birba b EEBB, BUIH apy d, Map yA ant, i fe Be pe 
都 不 是 的 整数 次 等 .包括 2 = 1) 


pe 

下 面 证 明 : 对 于 每 一 个 整数 p > 2” (2KN + 1)?, 均 能 表示 为 若干 个 不 同 的 完全 平方 数 之 和 . 
= 

设 p=4Ng+7Y, 其 中 0<v<4N-1 


因为 7 三 SY (2KN + 1)?(modN) B. S) (2KN + 1)? < p, 所 以 当 y 之 1 时 ,存在 正 整数 ,使 得 


a 
p= X (2KN + 1) + 4Ne 
x 
当 y = 0 时 ,p = 4Ni, 此 时 + = g, 设 
= 2225 + 4N Drs 


则 4Ne = 4N y> + 4N Der = = Da, p+ D25°6.) 


2 
a a 4N yu>1 
4Nt piika 

容易 验证 ,上 式 所 有 完全 平方 数 互 不 相同 . 

最 后 证 明正 整数 N 存在 ,因为 

29 = 22 + 5,58 = 3 +P 

所 以 N=29 

例 11 (1999. 乌 克 兰 数学 奥林匹克 ) 是 否 存在 一 个 2000 位 的 整数 , 它 是 某 整 数 的 平方 , 且 在 十 进 制 
中 至 少 有 1999 个 数字 是 5"? 


解 :车 2000 位 的 整数 全 是 5, 显 然 不 是 完全 平方 数 . 
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HA 1999 个 数字 是 "53", 且 只 有 一 个 数字 不 是 5, 设 所 求 的 2000 位 整数 为 n. 

(i) 车 非 5 的 数字 不 是 个 位 数字 , 则 存在 (奇数 ) ,使 

n = (5k)? = 25k? = 25(4m + 1) = 100m + 25. 

所 以 , 非 5 的 数字 一 定 是 2, 且 是 十 位 数字 ,其 中 上 = 2: + 1,m = t(t + 1) 为 偶数 .又 m 是 由 1998 
个 5 组 成 的 奇数 ,矛盾 . 

Ci) 若非 5 的 数字 是 个 位 数字 , 则 一 定 是 0,1,4,6,9 之 一 , 若 为 0.4 时 ,nm 为 4m +2 型 , 若 为 1,9 时 ， 
为 4m + 3 型 , 均 非 完 全 平方 数 , 若 个 位 数字 是 6, 则 n 为 3m + 2 型 , 非 完全 平方 数 . 

综 上 所 述 ,不 存在 题 设 条 件 的 整数 

例 12 有 nn 个 人 ,已 知 他 们 中 的 任意 两 人 至 多 通过 电话 一 次 ,他 们 中 的 任意 n - 2 个 人 之 间 通 电话 
的 总 次 数 相等 ,都 是 34 次 ,其 中 是 自然 数 , 求 n 的 所 有 可 能 值 . 

【分 析 】 将 实际 通话 总 次 数 表示 出 来 ,利用 整除 的 性 质 进行 讨论 . 

解 :因为 n 个 人 共 可 组 成 C3 个 “n 一 2 人 组 ", 所 以 通话 总 次 数 按 重 数 计算 为 C3 .34 次 ,又 每 两 人 间 
通话 都 在 Cri = Ch- 个 “n -2 人 组 ”中 被 各 算 了 一 次 , 故 每 一 次 通话 在 C; - 3* 中 的 计算 重 数 都 是 
-2, 所 以 实际 通话 总 次 数 . 

wi 
1= =a EN) ,从 而 有 
aa =a), y 


因为 连续 的 4 DARB n,n- lyn 2,n -3 中 恰 有 一 个 是 4 的 信 数 , 且 另 有 一 个 个 数 不 是 4 的 倍 
Wakana tD sO 二 -22( D 都 是 自然 数 , 且 一 奇 一 偶 . 

又 因 4 个 连续 的 自然 数 中 任 二 数 的 公 因数 二 3, 且 (nn - D) = 1,(n 一 2,n 一 3) = 1 所 以 最 大 公 
因数 : 
i (as D G -2 -3))- 3 或 1 
MPd = 33 PAD ggj RUD , 则 必 有 31, 且 31(n 一 3), 设 n= 3n, 
[ae - 1) (3m -2)(n =D]-1 

2 . 2 s; 

而 min =) .ax Bm -ainu -Di 
所 以 Gn -D0 EEDEN 


当 ， = n ,是 奇数 时 ,nn -1 EAR, AER (3m -2,2 ) = 1,3m - 2 > 型 了 ,所 以 
F FLM m = BER 3m -2 = 73 FNM n = 3m EARE [25572 - 1) 1, 


La = 228 = FE A d 六 3, 必 有 


ny 


22 S T Lk 1 


(2)4 = W 2 3) 13, 若是 偶数 ,因为 (，- 3, 王 于 2) = 22 < ，- 3, 所 以 
n-2 - 


F Slyn = 4 矛盾 ,从 而 n 是 奇数 .(n - 2, 二 于 3) = 1, BRES < n -2,0 = 1n = 


5, 
故 n = 5 为 惟一 可 能 值 . 


§2.3 ”针对 性 训练 
A 组 
1. BA p > 5 且 为 质数 .求证 :240 1 p* -1 


2. 证 明 :5 11”+2"+3"+4"S41n(n€N) 


3.(1981. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 证 明 : 对 于 任何 自然 数 n 和 k, 数 f(n,k) = 2n t + 4n' + 10882 
能 分 解 或 若干 个 连续 的 自然 数 之 积 . 


4.( 第 21 属 IMO 试 题 ) 设 p 和 9 均 为 自然 数 ,使 得 二 = 1 - 到 + = - Tat8 * pp ED: p 
可 被 1979 整除 . 


5.(1999. 第 40 Jë IMO 中 国 国家 队 选 考试 第 2 题 ) 试 求 满足 以 下 条 件 的 全 部 质数 p: 
对 任 一 质数 g < p,# p = kq + r,0 < r < 9, 则 不 存在 大 于 !1 的 整数 a, 使 得 a? 整除 ~ 


6. (a) 对 于 什么 样 的 整数 n > 2, 有 n 个 连续 正 整数 ,其 中 最 大 的 数 是 其 余  - 1 个 数 的 最 小 公信 
数 的 约 数 ? 


(b) 对 于 什么 样 的 整数 n > 2, 恰 有 一 组 正 整数 具有 上 述 性 质 ? 
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7.(1985. 新 加 坡 数学 竞赛 试题 ) 设 a 和 0 是 两 个 正 整数 ,(a,b) = 1, 刀 为 大 于 或 等 于 3 的 质数 ,c = 


(a + b, ZEE) EDC) = li(2)c = 1 或 c= p 


8.( 第 26 届 IMO 预选 题 ) 设 s, = (As + 如 ), 求 最 大 公约 数 2 = (S, Sin) 


9.( 第 26 必 IMO 预 选 题 )m 个 盒子 中 各 放 若干 个 球 ,每 一 次 在 其 中 n(n < m) 个 使 中 各 加 一 球 . 求 
证 :不 论 开始 的 分 布 情况 如 何 , 总 可 按 上 述 方法 进行 有 限 次 加 球 后 使 各 盒 中 球 数 相等 的 充 要 条 件 是 (m ， 
n)=1, 


10.(1977. 全 苏 数 学 竞赛 试题 ) 任何 整数 可 表示 为 五 个 整数 的 立方 和 


11.(1980. 第 6 届 全 俄 数学 竞赛 试题 ) 求 所 有 这 样 的 自然 数 ,使 得 2 + 24 + 2" 是 一 个 自然 数 的 平 
方 . 


12.(1987. 加 拿 大 数学 竞赛 试题 ) 求 出 a? + b? = nl! 的 所 有 解 ,其 中 abnE N, 且 ae 之 bn<14 


也 组 


1.(1986. 加 拿 大 数学 竞赛 试题 ) 对 于 正 整数 和 ,定义 F(n,k) = > r- RIE: FCn, 1) 可 整除 
F(n,k). 


2.( 第 25 届 IMO 试 题 ) 求 一 对 整数 ,5 ,满足 :(i)ab(a + b) 不 能 被 7 整除 ;(ii)(a +b)’ -a — b? 
能 被 7 整除 . 


3.( 第 15 届 美国 普 特 南 数 学 竞赛 试题 ) 是 否 存在 1000000 个 连续 整数 ,使 得 每 一 个 都 含有 重复 的 素 
因子 , 即 都 能 被 某 个 素数 的 平方 所 整除 ? 


4.(1998. 全 国 高 中 数学 联赛 题 ) 对 正 整数 a,n, 必 有 a = m + r,0< r <n. ÆX Fn(a) = q + 
rM + 余数 ), 求 最 大 的 正 整数 A ,使 得 有 正 整数 n1,n2,n3,n4s,ns,ne, 对 任意 正 整 数 a < A, 都 有 
Fné( Fns(Fna(Fna( Fn2(Fn1(a)))))) = 1 


5.( 第 25 届 全 俄 中 学 生 数 学 奥林匹克 竞赛 题 )4 个 自然 数 使 其 中 任 2 个 数 之 和 的 平方 可 被 其 余 2 个 
数 的 乘积 整除 .求证 :这 4 个 数 中 至 少 有 3 个 相等 . 


6.( 第 58 届 黄 斯 科 数 学 奥林匹克 竞赛 题 ) 整数 a,5,c 使 得 全 + b. C 与 4 + E b 均 为 整数 ， 
WH: 1a 1=16b1=lcl 


7.( 第 40 Jš IMO 国家 队 选拔 考试 题 ) 试 求 满足 以 下 条 件 的 全 部 质数 p: 
对 任 一 质数 9 < p, 若 p = kq + r.0< r < 9, 则 不 存在 大 于 1 的 整数 a, 使 得 a? 整除. 


8. 已 知 49 个 正 整数 的 集 M, M 中 每 个 数 的 质 因数 不 大 于 10. 证明: M 中 有 4 个 互 不 相同 的 元 素 , 它 
们 的 乘积 等 于 某 个 整数 的 四 次 方 - 


9. 一 个 完全 平方 数 (以 十 进 制 表示 ) 的 最 后 几 位 数字 是 相同 的 非 零 数字 . 问 : 相 同 数字 的 个 数 最 多 
可 能 达到 多 少 ?并 求 具有 这 样 性 质 ( 即 最 后 几 位 数字 是 相同 的 非 零 数 且 相同 的 个 数 尽 可 能 多 ) 的 最 小 完 
全 平方 数 . 


10. (第 20 届 IMO 试 题 ) 正 整数 a 与 5, 使 得 ob + 1 整除 a? + DREE E ERNES Y 
方 


11.(2000. 第 41 届 IMO 备 选 题 ) 对 于 正 整数 n, it d(n) 是 ”的 所 有 正 因数 的 个 数 , 求 所 有 正 整数 
n AE dln)? = 4n 


12.(1997. 瑞 士 数学 奥林匹克 试题 )n 为 正 整数 ,n < 200 H n? + (n + 1)? 是 完全 平方 数 , 求 
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同 余 问 题 


$3.1 知识 \ 方 法 技能 


同 余 是 数论 中 的 重要 概念 , 同 余 理论 是 研究 整数 问题 的 重要 工具 之 一 .本 讲 介绍 同 余 的 基本 概念 ， 
剩余 类 和 完全 剩余 系 , 同 余 方程 ,整数 模 的 阶 和 中 国 剩余 定量 . 
1. 基本 概念 

定义 1: 设 m 是 一 个 给 定 的 正 整数 .如 果 两 个 整数 a、b 用 m 除 所 得 的 余数 相同 , 则 称 a、b 对 模 m 同 
余 , 记 为 a = b(modm); 和 否则 , 记 为 a Æ b(modm). 

例如 ,15 = 7(mod4), — 23 半 12(mod7). 

同 余 有 如 下 两 种 等 价 定义 法 : 

定义 1” 车 m 1 a -5, 则 称 a、b 对 模 m 同 余 . 

定义 1"” 若 a = b+ mlt EZ) W a,b Im 同 余 

同 余 的 基本 性 质 : 

(Da = 0(modm)€m | a 

(2) a = a(modm)( 反 身 性 ) 
b(modm)€%b = a( modm )( 对 称 性 ) 
ea ass Sa = c(modm)( 传 递 性 ) 

(3) 4# a = b(modm) ,c 三 d(modm), 则 

Da + c =b £ d(modm) 

@ac = bd ( modm) 

(4) # a; = b,(modm),i = 0,1,2, ,n. W anz" + + az + ao = b,z" + + biz + bolmodm) 
特别 地 , 设 f(x) = a,z" +t ayz + aola; € Z), # a = b(modm),M| fla) = f(b)(moadm) 

(S) Æ ac = ic(modm) B| a = b( mod 72 JEI, RHC, m) = 1, a = b(modm) 

这 个 性 质 说 明 同 余 式 两 边 的 同一 : PIRK. P RERFRIR AE", 只 有 当 这 非 零 因数 与 模 互 质 
时 , 才 可 “ 约 去 ”. 

(6)a = b(modm), Ñi d | m(d >0), 则 a 二 b( modd) 

(7) ët a = b(modm) 

O # c > 0, 则 ac = bc(modm) 


Od Hab m 的 任 一 公约 数 , 则 号 = Ë (mod PL) 
(8) # a = b( modm,) ,a = b( modm,) B (m, ,m2) = 1, 则 a = 6(modmim2) 
(9) ë a 二 6(modm), 则 (a,m) = (b,m) 

(10)( 费 尔 马 定理 的 同 余 表 示 法 ) 3 p 为 质数 , 则 a = a(modp) 
特别 地 ,2 WEAH Ca, p) = 1, 则 ar! = 1(modp) 

I. 剩余 类 和 完全 剩余 系 


若 按 对 某 一 模 m 的 余数 进行 分 类 ,就 可 以 引入 所 谓 的 剩余 类 和 完全 剩余 系 的 概念 . 
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定义 2: 设 m € N" ,把 全 体 整 数 按 其 对 模 m 的 余数 r(0 < r < m -1 归于 一 类 , 记 为 ,每 一 类 
k,(r = 0,1,…,m - 1) 均 称 为 模 m 的 剩余 类 (又 叫 同 余 类 ). 同一 类 中 任 一 数 称 为 该 类 中 另 一 数 的 剩 
R 

剩余 类 k, 是 数 集 &,= |qm + r 1 m 是 模 ,r 是 余数 ,gq € Z, EB k, = jala € ZR a = 
r(modm )|, 它 是 一 个 公差 为 m 的 (双边 无 穷 ) 等 差 数列 . 

根据 定义 ,剩余 类 具有 如 下 性 质 : 

(DZ = ko U ki U kre U km-i k, N k, = OG Z j) 

(2) 对 任 一 数 n € Z, 有 惟一 的 ro 使 n€ k, 

(3) 对 任意 的 a,b € Z,a,b € ka = b(modm) 

定义 3: 设 koskis skm- 是 模 m 的 (全 部 ) 剩余 类 . 从 每 个 k, 中 任 取 一 个 数 a,, 这 m TM ao, 
al,…,am-! 组 成 的 一 个 组 称 为 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 ,简称 完 系 . 

例如 , 取 m = 4, 则 有 ko = =8, -4,0,4,8 lki = f, =7, -3,1,5,9, l}, ka = 1.…,— 6, 
=2,2,6,10, h,k = |, = 5, 一 1,3,7,11,…|. 数 组 0,1,2,3; - 8,5,2, - 1 等 等 都 是 模 4 的 一 个 完 
全 剩余 系 . 

显然 , 模 m 的 完全 剩余 系 有 无 穷 多 个 .但 最 常用 的 是 下 面 两 种 : 

(1) 非 负 最 小 完全 剩余 系 :0,1,2,…,m - 1; 

(2) 绝对 值 最 小 完全 剩余 系 : 它 随 m 的 奇偶 性 不 同 而 略 有 区 别 . 

当 m = 2k+1 时 ,为 ,一 (一 ,… -1,0,1,0 (k - 1),k. OHR) 

M m = 2k it, - (k - 1), = (k - 2), = 1,0,1,0, (k - 1),k. 

=k, = (k =1),, — 1,0,1,0, (k - 1). 

由 定义 不 难得 到 如 下 判别 完全 剩余 系 的 方法 : 

定理 m 个 整数 a1,a，，…,am 是 模 m 的 一 个 完 系 污 当 i 关 j 时 ,a Æ a,(modm) 

定理 2 设 (5,m) = 1,c 为 任意 整数 .车 al,a2,…,a, 为 一 个 完 系 , 则 ba) + cbaz + c," ba, + 
< 也 是 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 

特别 地 ,任意 m 个 连续 整数 构成 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 . 

证 阴 : 只 需 证 明 : 当 i j 时 ,ba; + c # baj + c(modm). 而 这 可 用 反 证 法 得 证 .下 略 . 

设 m 为 一 正 整数 ,由 于 在 0,1,…,m -1 中 与 m 互 质 的 数 的 个 数 是 由 m 惟一 确定 的 一 个 正 整数 , 因 
此 ,可 给 出 如 下 定义 . 

定义 4:m 为 一 正 整数 ,把 0,1,…,m - 1 中 与 m 互 质 的 数 的 个 数 叫做 m 的 欧 拉 函数 , 记 为 P(m ). 

显然 ,p(m) 的 定义 域 是 正 整数 集 N* ,前 = 个 值 为 : 

9(1) = 0,98(2) = 1,9(3) = 2,9(4) = 2,9(5) = 4,9(6) = 2,9(7) = 6,…, 当 m = p HRH, 
lp) =p-1. 

Ë k ER m 的 一 个 剩余 类 . 若 b € k, I a = b(madm). 于 是 由 性 质 9 知 ,(a,m) = (b, m). N 
此 ,车 (a,m) = 1, 则 中 的 任 一 数 均 与 m 互 质 .这 样 , 又 可 给 出 如 下 定义 . 

定义 5: 如 果 一 个 模 m 的 剩余 类 上 中 任 一 数 与 m 互 质 , 则 称 k, 是 与 模 m 互 质 的 剩余 类 ;在 与 模 m 
互 质 的 每 个 剩余 类 中 任 取 一 个 数 ( 共 p(m) 个 ) 所 组 成 的 数组 , 称 为 模 m 的 一 个 简化 剩余 系 . 

例如 , 取 m = 6, 在 模 6 的 六 个 剩余 类 中 ， 

ki = pe, - 11, - 5,1,7,13 
ks = |=, 7, = 1,5,11,17, 
是 模 6 的 简化 剩余 类 . 

由 此 定义 ,不 难得 到 : 

定理 3 ai,az,…,ar(w) 是 模 m RRR Slam) = 1,B a, a,(modm)(iej,i,j = 1, 
2,---g(m)). 

定理 4 在 模 m 的 一 个 完全 剩余 系 中 ,取出 所 有 与 m 互 质 的 数组 成 的 数组 ,就 是 一 个 模 m 的 简化 
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是 与 模 6 互 质 的 剩余 类 .数组 1,5;7, - 7;1, - 1; 等 等 都 


HRR. 

这 两 个 定理 ,前 者 是 简化 剩余 系 的 判别 方法 ,后 者 是 它 的 构造 方法 .显然 , 模 m 的 简化 剩余 系 有 无 
穷 多 个 ,但 常用 的 是 “最 小 简化 剩余 系 ”, 即 由 1,2,…,m -1 中 与 m 互 质 的 那些 数组 成 的 数组 .由 定理 三 
不 难 证 得 简化 剩余 系 的 如 下 性 质 定理 . 

定理 5 设 a1,a2,…,ap(m) 是 模 m 的 简化 剩余 系 . 若 (k,m) = 1, 则 kai ,haz,…,kag(m) 也 是 模 m 
的 简化 剩余 系 . 

下 面 介绍 两 个 有 关 欧 拉 函 数 的 重要 结论 .其 证 明 略 . 

定理 6 (KHEM) 车 (a,m) = 1, 则 así”) = 1(modm) 

特别 地 ,( 费 马 小 定理 ) 车 m = p 为 质数 ,p Ya W| aP"! = 1(modp) 

定理 7 (威尔逊 定理 ) 设 p 是 素数 , 则 (p — 1)! =- 1(modp) 

定理 8 〈 欧 拉 函 数值 计算 公式 ) 令 m 的 标准 分 解 式 为 


m = p pp pa 
n 
£ 
= 1 we 
则 gln) "lI( z) 


例如 ,30 = 2.3.5, 则 8(30) = 30(1-4)(1-4)(1-4)=8. 

读者 应 认识 到 :由 于 任何 整数 都 属于 模 m 的 某 一 剩余 类 ,所 以 ,在 研究 某 些 整数 性 质 时 ,选取 适当 
的 ( 模 )m ,然后 在 模 m 的 每 个 剩余 类 中 取 一 个 "代表 数 "( 即 组 成 一 个 完全 剩余 系 ) , 当 弄 清 了 这 些 代表 
数 的 性 质 后 ,就 可 弄 清 对 应 的 剩余 类 中 所 有 数 的 性 质 , 进 而 弄 清 全 体 整 数 的 性 质 ,这 就 是 引入 剩余 类 和 
完全 剩余 系 的 目的 . 
H. 同 余 方程 

设 f(z) = ant” + an-lz +…+az+ao 为 工 的 整 系数 多 项 式 .类 似 于 多 项 式 和 代数 方程 的 有 
关 定 义 ,我 们 有 

定义 6: 同 余 式 f(x) = 0(modm),a, Ž 0(modm ) 叫做 一 元 ”次 同 余 方程 .例如 ,9z7 - 3z5 + Sx? 
- 3= 0(mod3) 是 七 次 同 余 方程. 

ENT: c 使 得 /(c) = 0(modm ) RX, W x = c(modm) 叫做 同 余 方程 f(z) 三 0(modm) 的 一 
+. 

显然 , 同 余 方程 的 解 是 一 些 剩余 类 ,而 不 仅 是 一 个 或 n 个 类 .例如 ,z 1(mod5), x == 4(mod5) 都 
是 二 次 同 余 方程 z2 = 1( mod5) 的 解 . 
1. 一 次 同 余 方程 

az 三 b(modm)( 其 中 m $a) 称 为 一 次 同 余 方程 .关于 它 的 解 , 有 如 下 共 知 的 结论 : 

定理 9 若 (a,m) = 1, 则 az = b( modm) 有 一 个 解 . 

定理 10 车 (a,m) = d > 1,d b, az = b(modm) 无 解 ,其 中 a 关 0(modm). 

定理 11 着 (a,m) = d > 1,d | b.Ñ| ar 三 b(modm) 有 4d 个 解 .并 且 , 若 az = B(modm1) 的 一 
个 解 为 三 r(modm1), 则 d 48029: z = r + km(modm),k = 0,1,…,d — 1, 


其 中 ,a = 各 ,p= 部,mi = 


下 面 介绍 一 次 同 余 方程 


ax = b(modm),(a,m) = 1 O) 
的 解法 . 

解法 一 : 因 (a,m) = 1, 则 存在 二 数 *,z, 使 得 as + mt = 1, Bl as = 1(modm), 由 此 有 ase = 
bs(modm) , F z = bs(modm) 为 ( * ) 的 解 - 

解法 二 : 先 把 ( * ) 变形 成 = 一 Ë (som) (È 仅 只 是 形式 上 的 记号 ), 然 后 用 与 m 互 质 的 数 陆续 乘 
右 端的 分 子 分 母 , 直 至 把 分 母 绝对 值 变 成 1( 通 过 分 子 分 母 各 对 模 m 取 余数 ) 而 得 到 解 . 
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解法 三 : 利用 欧 拉 定理 . H así) = l(modm), 由 ar = b(modm) 可 得 an> = b + 
a? ™-1 modm) ATA 

z = b + a®™1( modm) 
2. 一 次 同 余 方程 组 

定义 8: 若 数 r 同时 满足 ” MARHE: falc) = 0 (modm,),k = 1,2,…,. 则 -叫做 这 个 同 余 
方程 组 成 的 同 余 方 程 组 的 解 . 

定理 12 ”对 同 余 方程 组 

x = ci(modmi) 
x = cı(modm,) 

lmi mz) = d,[mavmaz] = M. 

DE ae - cz, 则 此 同 余 方程 组 无 解 ; 

加 若 d | cl - cz, 则 此 同 余 方程 组 有 对 模 M 的 一 类 剩余 解 . 
3. 二 次 同 余 方程 和 平方 剩余 

二 次 同 余 方程 的 一 般 形式 为 

ax? + br + c = O(modm) „a Æ 0(modm ) 
两 边 同 乘 以 4a ,再 加 如 ,配方 得 
(2ar — b)? — (b? — 4ac)? = 0(modm) 
EG y = 2ar + b,D = b - 4ac. 则 上 式 变 成 
y = D (modm) 

因为 二 曲线 式 同时 有 解 或 同时 无 解 .于 是 针对 后 者 这 种 简单 的 情形 进行 讨论 . 

首先 引入 “平方 剩余 ” 和 "平方 非 剩余 ”两 个 概念 . 

定义 9: 若 同 余 方程 x? 三 a(modm) 有 解 , 则 a 叫做 模 m 的 平方 剩余 ,否则 ,a 叫做 模 m 的 平方 非 剩 
#. 


定理 13 ”车 m,m m 是 上 个 两 两 互 质 的 正 整 数 ,mm = || mi, 则 二 次 同 余 方程 2 - a = 
四 

0(madm) 与 同 余 方程 组 x? - a = 0(modmi)(i = 1,2,--- k) 同 解 . 

此 定理 作用 在 于 :把 解 一 般 的 二 次 同 余 方程 化 为 解 

x2 -a=0 (modp) (x) 

其 中 p 为 奇 质数 . 

对 ( * ) 型 的 方程 给 出 有 关 定 理 . 

定理 14 〈 欧 拉 判别 条 件 ) 设 (a,p) = 1, 则 

G) a? - a = 0(modp) EI Ca 2) = 1(modp) 

Gü) x? - a = 0(modp) ER Sa =- 1(modp) 

定理 15 By 0 YOA ERR SSO 个 平方 剩余 分 别 与 数列 1， 
Poe (221) 中 之 一 数 同 余 . 
N. m 的 阶 和 中 国 剩余 定理 

(DD) 模 xm 的 阶 

定义 10: 设 m > 1 是 一 个 固定 的 整数 ,a 是 与 m 互 素 的 整数 , 则 存在 整数 ,1 过 k < m ABB at = 
1( modm ) .我 们 将 具有 这 一 性 质 的 最 小 正 整数 ( 仍 记 为 上 ) 称 为 a 模 m 的 阶 . 

a 模 m 的 阶 具 有 如 下 性 质 : 

四 设 (a,m) = 1,k 是 a 模 m 的 阶 ,u,v 是 任意 整数 , 则 a" = a"(modm) 的 充 要 条 件 是 u 三 
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v(modk). 

特别 地 ,a* = 1( madm ) 的 充分 必要 条 件 是 上 1 u. 

简 证 :充分 性 显然 

必要 性 . 设 w > v, 记 = wu 一 v, 则 由 a* 二 a"(madm) 及 (a,m) = 1 易 知 a! 二 1(modm). 用 带 余 
除法 ,! = kg + r, E 0 < r < k$ a" - a” = 1(modm),Ëll a” = 1(modm). i 0 < r < k Bek HE 
义 知 ,必须 r = 0, 所 以 u = r(modk). 

回 设 (ae,m) = 2,a 模 m 的 阶 为 k, 则 数列 a,a?,a3,…, 模 m 是 周期 的 , 且 最 小 正 周期 是 ,而 六 个 
数 a,a?,…,at W m ERAR. 

图 设 (a,m) = 1, 则 a 模 m 的 阶 整 除 欧 拉 函 数 p(m). 特 别 地 , 若 m 是 素数 p, 则 a 模 p 的 阶 整除 
户 -1. 

DEI RH aiim 的 阶 往往 非常 有 用 .利用 a 模 m 的 阶 及 , 便 能 由 某 些 整数 宕 的 指数 导出 束 
除 关系 ,这 是 数论 中 产生 整除 的 另 一 个 基本 手法 . 

【 注 2】 另 一 方面 ,确定 a 模 m 的 阶 通常 极其 困难 , 当 问 题 具 有 某 些 特殊 性 时 方 有 可 能 实现 ,对 于 
具体 的 a 和 mm ,逐一 计算 a,a?,a?,…, 模 m 的 余数 可 以 求 得 阶 ;如 利用 (3) ,这 一 手续 能 稍 被 简化 . 

【 注 3】 HOTA, aim 的 阶 不 能 超过 p(m), 如 果 存 在 整数 g,(g,m) = 1, 使 g 模 m 的 阶 恰 是 
plm) WERB m 有 原 根 ,并 称 g EB m 的 一 个 原 根 . 


(2) 中 国 剩余 定理 ( 即 孙 子 定理 ) 
Ë 之 2,m1, m2,…,m 是 两 两 了 质 的 正 整数 , 记 M = T] m, M; = MG = 1,2,…,), 则 同 余 
方程 组 
tc(modmi)(i = 1,2,,n) 
HERAN 
z= Š) Mac;(modM) 0 
其 中 Ma, = 1. (modm;),i = 1,2,…,n @ 


证 明 ”由 (m,,m)) = 1( 2 j) 81,(M,.m,) = 1, 因 此 每 一 个 同 余 方程 My = 1(modmi)( = 1, 
2,…,n) 都 有 解 ,于 是 必 存 在 a, ,使 得 Ma; = 1(modm) .又 因 M = mMi,m; | M;(i 关 力 ,所 以 对 模 
mi(i = 1,2,---,n) 有 Miaicl+ …+ Maci + + Ma, = Mac; = c, 

车 rivzz 是 适合 (人 ) 的 任意 两 个 解 , 则 zi = r,(modm,),i = 1,2,…,n, 因 (mi,m;) = 1G Æ j). 
故 zl = xz2(modmim2…m,), 即 zi = zz(modM), 因 此 ,(@) EO) 的 惟一 解 


$3.2 赛 题 精 讲 


例 1 (2001. 第 14 届 爱尔兰 数学 奥林匹克 第 2 试 第 1 题 ) 求 最 小 的 正 整 数 a ,使 得 存在 正 奇数 ，, 满 
足 2001(55" + a 32") 

【分 析 】 运用 同 余 性 质 , 努 力求 得 a = 1(mod87) 和 a =- 1(mod23) 则 a 的 可 得 . 

解 :由 于 2001 = 87 x 23, 依 题 意 知 ,存在 正 奇数 n ,使 得 

871 (55" + a + 32") 

并 且 231 (55" + a 32"), 于 是 

0=55" + a + 32" = (— 32)" + a + 32" 

= 32" (a - 1)(mod87). 
故 a- 1 = 0(mod87), 并 且 
0 = 55" + a + 32" = 32" + a * 32" = 32"(a +1)(mod23) 
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从 而 知 a + 1 = 0(mod23) 

问题 转化 为 求 最 小 的 正 整 数 a, 使 87 1 (a - 1) 且 231(a+1) 

为 此 , 设 a = 87k +1, 则 231(87k+2), 从 而 231(- Sk + 25),Bp 23 | (k — 5). 

于 是 满足 条 件 的 最 小 正 整数 a = 436. 

例 2 (第 27 届 美国 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 集合 |1,2,3,… 1998) 被 分 为 999 个 彼此 不 交 的 二 元 


=” 
子 集 1ai,bi1 ,并 且 对 1< i 过 999, 均 有 1 a; - b, 1= 1 或 6. 证 明 : 和 数 >) | a; - b | 的 末尾 数字 是 9. 


【分 析 】 运用 同 余 性 质 和 个 位 数字 , 首先 求 得 S = š l a; — b, l= 999 = 4(mad5),5 = 


1(mod2), 从 而 得 结论 . 


= 
证 明 :由 条 件 ,对 任意 1 < i < 999, 均 有 | a, — b, |= 1(mod5), 所 以 ,和 数 S = $, | a; -b = 


4(mod5), 这 表明 ,S 的 末尾 数字 只 能 为 4 或 9; 


= = = 
另 一 方面 ,S = $) |a b i= 2 (a, + b) = >)i=1(mod2). 这 表明 S 为 奇数 . 
£t = € 
综 上 可 知 ,S 的 末尾 数字 只 能 为 9. 
例 3 (第 29 Jü IMO 预选 题 ) 设 a 是 方程 z? - 3zz + 1 = 0 的 最 大 正 根 ,求证 :17 可 以 整除 [ass] 


Hla] .其 中 [z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 


0). 


证 明 :根据 如 下 符号 表 可 知 , 若 设 三 根 依次 为 c < p< a 
则 -1<a<- 寺 二 <p<1 


272 < a, MF f(- a) =- 2a? + (a? — 22 +1) =-2a >0,FJk- a < p, la |< B 


另 一 方面 ,由 书 达 定 理 知 ， 
ar = (ar 有 -2o8= (3- + 2 = g4 256a tat 

= 9, -2 + 22 

a 

=1+(8- a) 
a? > (2V2)? = 8,-. 2 + < 1 
为 了 估计 [ap] [as ] , 先 一 般 考察 [a] ,为 此 定义 : 

un = a" + B" +a" (n = 0,.1,2,---) 

直接 计算 可 知 :wo = 3, =2+8+a =3.u2 = al + 82 +a = 9 Dl u3 = 3u,a - n(n > 


又 因 0 < ar+B"*<1( la l< p, Ba +p" >0Xa+8=3-a<2-2⁄/2 < 1. n >2 


时 ,a + <la "+f < 2 + Ë < 1), a" = u, — (a" + B") = u, — 1—- [1 — (a" + B ")] 


la] = u -.(n = 1,2,--) 
由 此 知 , 命 题 变 为 证 明 :visas — 1 和 uiges 一 1 能 被 17 整除 . 


Page EE 


现 考察 1u,| 在 模 17 blo 


uo=3, u =3, u 


rug 


,us=11,u 9,us=16,us==S,u 6,u == 


2,ua2 =l, un = 14,u = 6, uis = 0, u16 = 3, u1 = 3, ug 
可 见 ,在 模 17 意义 下 , | un| 是 16 为 周期 的 模 周期 数列 , 即 x+l6 = u, (mod17). 由 于 1788 = 
12( mod 16) , 1988 = 4( mod 16) „Š us 三 u1 = 1(mod17) , wges 三 4 三 1(mod17), 帮 wins — 1= 0, 
ui988 — 1 = 0(mod17) .命题 得 证 . 
例 4 (1995. 南 斯 拉夫 数学 奥林匹克 试题 ) 设 n 是 正 整 数 ,n 的 二 进 制 表示 中 恰 有 1995 个 1. 求 证 :2"'3 
整除 n! 
证 阴 : 我 们 证 明 更 一 般 的 命题 
“ 设 正 整数 n 在 二 进 制 表示 中 恰 有 4(n) 个 1, 则 2"*(") | nl” 
为 此 我 们 先 证 明 如 下 引 理 . 
“Wk P € N, 满 足 2* | (2?)! 的 4 的 最 大 值 M = 2? -— 1” 
p p 
wm- [2] [z] [2] ° 
=2”[l+2”2+..+2+1 
=2-1 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 命题 . 
Q Aln) = k € N', 对 上 进行 归纳 . 
当 k = 1 时 ,是 2 的 方 赛 , 设 n = 2?, 由 引 理 知 结论 成 立 . 
设 对 于 上 宇 1 结论 成 立 ,那么 对 于 +1, 设 n=2?+m,m EN, m < 2? BA(m) = k, 
nl = (22)1(22 + 1)(24+ 2)…(22 + m) 
由 引 理 知 (2)! = 0(mod22 -1) © 
又 (24+ 1)(2” +2) (2P + m) 是 mm 个 连续 自然 数 的 积 , 故 这 个 乘积 能 被 m! 整 除 ,又 由 归纳 假 
设 知 m! = 0(mod2” °t). 
+. (2 + 1)(2 + 2)…(2 + m) = 0(moad2"-*) @ 
由 加,@ 知 
n!== 0(mod22 -1 . 2"-k) 
(mod22 + mkt) 
(mod2"-(#+D)) 
即 对 于 + 1 结论 成 立 . 
综 上 知 命题 成 立 . 
例 5 (2000. 奥 地 利 ,波兰 数学 竞赛 题 ) 求 所 有 的 正 整数 N ,使 得 N 仅 含有 两 个 质 因 子 2 或 5, 且 N 
+ 25 是 一 个 完全 平方 数 . 
【分 析 】 运用 数 的 因数 表示 ,由 N = z(z + 10) 可 令 z = 2 .58,z+10 = 2%.5&, 推 出 al,az 
中 至 少 有 一 个 1, 运用 同 余 知 识 ,分 别 就 a， = 1 和 a; = 1 得 出 矛盾 ,从 而 知 N. 
解 : 设 N+25 = (z+5)?, 这 里 z EN,, 则 N = z(x +10) 
依 题 可 设 
s sss 其 中 a, 为 非 负 束 数 ,于 是 2 . Sh — 2% + Sh = 10 D 
z +10 = 2% + 55 d I 
如 果 a, = a; = 0, 则 要 求 5% — 59 = 10, 这 是 不 可 能 的 , 故 a ,az 中 至 少 有 一 个 大 于 0, 从 而 z 为 偶数 ， 
ff aiaz € N+, 且 当 ai 过 2 时 ,可 知 az = 1, 当 aa 之 2 时 ,al = 1, 所 以 ai, a 中 至 少 有 一 个 为 1. 类 似 
讨论 ,可 知 Bl ,BE N. B ph 中 至 少 有 一 个 为 1. 
情形 1 a = 1, 这 时 车 Bi = 1,0 x = 10,z+10 = 20 = 22x5, 得 一 个 满足 条 件 的 N = 200; 若 
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B> = 1, 则 由 @ 式 得 2 — 5571 = 1, 这 要 求 a2 - 1 二 3, 两 边 模 4, 要 求 - 1= 1(mod4), 矛 盾 . 

情形 2 a = 1, 这 时 Bp > 1, 得 Bl = 1, 于 是 由 @ 式 ,得 

S -2 =] © 

两 边 模 5, 可 知 at - 1 AAR, it a ~1= 2m, 则 m = 1 时 ,导出 ai = 3,08, = 2,N = 2000. 当 > 1 
时 ,对 @ 式 两 边 模 8, 可 知 p, - 1 为 侦 数 , 设 p, - 1 = 2n ,导致 (5" — 5") . (5" + 5”) = 1, 左 边 显然 大 
于 1, 蔬 盾 . 

综 上 知 , 满 足 条 件 的 N = 200, 或 2000. 

例 6 (第 16 届 巴尔 干 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 p > 2 为 质数 ,使 得 31(p -2). 记 S= 
ly -z -11zx,y€2,0 志 zx,y 三 p11, 证 明 :S 中 至 多 有 p - 1456329 p 的 倍数 . 

【分 析 】 由 费 尔 马 小 定理 可 以 推 得 :车 1 过 m < n < p - 1, m` ° n (modp) 这 里 p>2 是 质 
数 ,p = 2(mod3). 再 依据 完全 剩余 系 的 知识 推 得 结论 r= y? - 1(modp) 

证 明 : 先 证 一 个 引 理 

引 理 : 设 > 2, p HMM, B p= 2(mod3) ,对 任意 整数 m n WRIS m < n < p - 1,J8Z m° 
Æ n2(modp) 

简 证 :事实 上 , 设 p-1= 3k + 1,k € Z, B m? = n2(modp) 

RINE EWER = n' (modp) 的 最 小 自然 数 , 则 易 证 对 任意 自然 数 ~, 若 = n" (modp), 
我 们 有 + | r AW r 1 3. 

另 一 方面 ,由 Fermat /JUE3E , m’! = 1(modp),, n°"! = 1(modp), Ë) m™! = n?! (modp) RLA r 
1 (3k + 1) ,结合 ~ 1 3, 可 知 r = 1, 这 表明 m = n(modp), 引 理 得 证 . 

证 明 原 题 : 

由 引 理 可 知 , 当 z 取 遍 模 p 的 一 个 完 系 时 ,x? 也 取 遍 模 p 的 一 个 完 系 ,从 而 ,对 0 过 y< p - 1 的 每 
一 个 整数 y, 存 在 惟一 的 z € 10,1,…,p -1| ,使 得 zx? 三 y -1(modp). 这 表明 集合 S 中 充其量 只 有 户 
个 元 素 是 p 的 倍数 ,注意 到 S 中 0= 12- 中 -1= 子 -23-1 被 表示 了 两 次 ,从 而 S 中 至 多 只 有 p - 1 
个 元 素 为 p 的 倍数 . 

例 7 (1998. 第 39 届 IMO 预 选 题 ) 确定 最 小 的 整数 "三 4, 对 于 它 , 可 以 从 任意 ”个 不 同 的 整数 中 ， 
选 出 4 个 不 同 的 数 <,b,c,d. 使 得 a +b- c 一 ad 被 20 整 除 . 

【分 析 】 任意 9 个 不 同 的 整数 至 少 有 7 个 不 同 的 剩余 类 (mod 20) ,这 7 个 互 不 同 余 的 数 两 两 的 和 
中 ,由 抽 屋 原理 可 知 ,只 有 两 个 是 关于 模 20 同 余 的 ,从 而 知 n 过 9, 而 8 < 8 不 可 能 . 

解 :一 方面 ,任意 9 个 不 同 的 整数 ,如 果 其 中 有 一 个 数 a,5,c,d 满足 a = c(mod 20),b = d(mod 
20) ,那么 显然 a +b- c — d 被 20 整除 ,因此 可 以 设 mod 20 后 至 少 有 7 个 不 同 的 剩余 类 . 


考虑 这 7 个 互 不 同 余 的 数 ,它们 两 两 的 和 共有 C3 = S = 21( 个 ), 因 而 必 有 同 余 的 .但 由 于 每 两 
个 数 互 不 同 余 ,所 以 e +b a + c(mod 20), 从 而 同 余 的 和 只 能 是 a + b = c + d(mod 20),a,b,c,d 
互 不 相同 , 即 有 不 同 的 数 a,6,c,d ,使 得 a + 5 -被 20 整除 . 另 一 方面 , 八 个 数 0,20,40,1,2,4,7， 
12 中 任 四 个 数 a,6,c,d ,都 不 能 使 a +b- c- d 被 20 整除 

故 = 9. 


例 8 〈2001. 第 42 E IMOR) i n 为 奇数 , 且 大 于 1, k. k, 为 给 定 的 整数 ,对 于 1,2,…， 
+ 的! 个 醒 列 中 的 每 一 个 排列 a = (aranan) iE S(a) = Y7ka, 
证 明 :有 两 个 排列 b 和 c,6 A cE So- St 能 被 n! 整 除 
【分 析 】 所 要 证 明 的 问题 是 n! (So - S(). 自 然 地 可 联想 到 剩余 类 的 性 质 ,通过 构造 1 的 完 
全 剩余 类 解 题 .根据 题目 特点 ,应 采用 反 证 法 为 宜 
证 :假设 对 任意 两 个 不 同 的 b 和 c, 均 有 
So) - So # 0(modn!) 
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则 当 a 取 遍 所 有 1,2,…, 的 n! 个 排列 时 ,Sc) 遍历 模 n! 的 一 个 完全 剩余 类 , 且 每 个 剩余 类 恰 经 过 
-次 ,所 以 ， 
PS =1+2+-- +n! 
三 型 (nl + D(modn!) © 
其 中 , 3) 表示 对 a 取 遍 ! 个 排列 求 和 (下 同 ). 
另 一 方面 ， 
Eso = DP) Ha Da) 
= n!in(n +) Ç 
= ata > © 
由 于 ”为 大 于 的 奇数 , 则 由 O 有 
sw = (men) 
HQ # DSe =0(modn1) 


矛盾 , 故 命题 成 立 ， 
DFE]: 


第 一 点 :@ 式 中 ,由 于 1,2,…,n BEES —AHEP06 4 pz MAD y DS 对 每 一 个 
排列 求 和 时 ,共计 算 al 次 ,那么 
Da Da) = Dir s+) 
-slaa tD, Da 


各 

第 二 点 :本 题 巧妙 地 利用 了 完全 剩余 的 性 质 ,请 再 看 一 例 : 

设 n € N" ,整数 外 与 n 互 质 , 且 0< k < n,@ M = |1,2,--,n -1|, 给 M 中 每 个 数 染 上 黑白 两 
种 颜色 中 的 一 种 , 染 法 如 下 : 

(1) 对 M 中 每 个 i,i 与 a - i 同色 ; 

(2) 对 M 中 每 个 i,i Z kai 5 1k - i | 同色 ， 

RE: M 中 所 有 的 数 必 为 同色 

请 读者 仿照 例 8 给 出 解答 , (答案 请 见 练习 题 答案 ) 

@9 〈1998. 第 39 届 IMO 中 国 国家 队 选 拔 考试 第 6 题 ) 任意 给 定 h = 2'(r 是 非 负 整数 ) , 求 满足 
以 下 条 件 的 所 有 自然 数 :对 每 个 这 样 的 上 ,存在 奇 自然 数 m > 1 和 自然 数 n ,使 得 


站 
【分 析 】 这 个 题目 是 该 次 考试 第 6 大 题 ,可 见 有 很 大 难度 . 


因为 m 为 奇数 ,又 h = 2" ,mt 一 -1=(m-1)(m+1)(m? +1) (m? +1).388 m = 
1(mod4) 时 有 : 


x 
r|m 
2 Fr 


将 这 作为 突破 口 ,可 以 猜想 的 取 值 与 2 有关. 

解 :对 于 h = 2”, 约 定 将 满足 条 件 的 所 有 的 的 集合 记 为 k(h) ,我 们 来 证 明 : 
k(h) = {2t 1 s,t € N,2Y:l. 

将 用 到 以 下 事实 : 
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m = 1(mod4)=>2” m 

这 个 事实 是 显然 的 ,因为 

m= u ej a yy 002 02315 
m-l 


(1) RE: SZ 2,2*r,W k = 2t € k(h) 
事实 上 ,存在 m = 24 + 1,n = m - 1, 使 得 我 们 有 


"|z2 -1 

rimi 

m - 1 _ m” -1 _ _m” - 1 

k Pr 27(m - 1) 
是 奇 自然 数 . 

所 以 k Imh -1 


又 nP = (m - DEP =- 1(modm) 
所 以 mi aT +1) 

(2) 再 证 :对 于 2 站 4 = 27t € k(h) 
事实 上 ,存在 m = 4t? + 1,n = U ERITA 


m - 1 _ m” -1 ， 

k Fa- 

S aah., 
nT = (n?) D =- 1(modm) 


(3) 用 反 证 法 论证 :对 于 0 过 9 < r,2*r,2% & k(h) 

若 对 A = 2%, 有 m、n 满足 题 中 所 述 的 要 求 ,显然 有 (m,n) = 1, 在 m 的 所 有 素 因 数 中 取 以 下 表示 
中 指数 a 最 小 的 一 个 素数 户 : 

p=2b+1,2}b 


易 见 21(m -1) 
, 
一 方面 ,由 pla T + 1), 我 们 有 
wl i m-l 
Cna E = (htt b = (pe 91 = 1(modp) 
矛盾 . 


【结论 】 对 于 h = 2',k(h) = |2”*“ 1 s,t EN, 2l 
@ 10 (2000.%%41 届 IMO 预选 题 ) 求 所 有 三 元 正 整 数组 (a m,n) ,使 得 a” + 1 整除 (a + 1)". 
解 : 先 证 明 关 于 正 整数 惟一 分 解 定理 的 一 个 推论 : 
车 uBR, u 整除 (u,v), 其 中 整数 > 1. 
事实 上 , 设 w = pi - pp pb 
= pfa- peo pb 
FP arraza B Pipar Ba HIEMER, pi, pass pa HRA. 
由 uld, 2 alh > a, IR > a 
因此 lmnlai pil S ars lwnta Pol S azs Islas, ñ1 > ar u 1 Cu, d) 
对 于 所 有 正 整 数 a ,m,n ,不 能 验证 (1,m ,n) 和 (a,1,n) 是 满足 条 件 的 解 . 
对 于 a > 1, 若 m 是 偶数 , 则 
a" +1 = (a +1 1)” + 1 = 2(mod(a + 1)) 
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所 以 (a”" + la + 1) 要 么 等 于 1, 要么 等 于 2 

artll(atD" ,a>1 

“(a +1,a+1)=2 

由 推论 知 e" + 1 12", 因 此 a” + 1 是 2 的 整数 次 等 . 设 a" + 1 = 2, 因 为 a > 1, 所 以 :之 2,av = 
2 ~ 1 =- 1(mod4) 

又 m 是 偶数 , 故 a" 是 完全 平方 数 ,矛盾 . 

对 于 a > 1, 设 m 是 大 于 1 的 奇数 , 则 n > 1. 设 p 是 一 个 整除 m 的 奇 素数 ,mm = p.b = a' ,因此 
r 是 奇数 ,由 

a"+1= af +1= (@+1)l1(a+1)" 

(a+1)i (a +1)=b+1 

从 而 (a+1)"1(6+1)" 

所 以 六 +1= (a+) (b+ 1)" 

B- Pt 整除 (5 + 1)"! 

由 推论 ,得 B ERC, b + 1)"! 

因为 p 是 奇数 ,由 二 项 式 定理 ,得 


+ b+1- Dr+1 
B= $i = = p(mo4(b + 1)) 


所 以 (B,6b+1) 1p, 进 而 可 知 (B,b5+1)=p 
BBEIR pE B 是 p 的 整数 次 矫 , 且 有 p 1 (b+1). 设 5 = kp - 1, 由 二 项 式 定理 ,有 
b +1=(kp-1)+1 


= [(kp)’ — C3 (kp)? + kp? -1]+1 
= kp? ( modk? p’) 

B= EH = PTH = pl modkp?) 

这 表明 B 可 以 被 p 整除 ,但 不 能 被 p? 整除 . 
因此 B=p 

如 果 p 三 5, 则 

+1 


w PL Speta. au S 
FS Wasa pra 6+1> b o 


= (b - 1)>2 >22? > p 

所 以 p= 3 

B= p %fftFb2-b+1=3,b = 2. a = b= 2,484 =2,r = 1, 则 m = pr = 3, 经 验证 (2， 
3,n) 是 满足 条 件 的 解 ,其 中 n > 2. 

综 上 所 述 , 解 集 为 |(a,m,n)ia= 1 或 m = 1 或 a = 2,m = 3,n 22| 

例 11 设 n,k 是 给 定 的 整数 ,n >0, 且 k(n - 1) 是 偶数 .证 明 :存在 z,y, 使 得 (z,n) = (yn) = 
1,%Æ z + y = k(modn). 

证 阴 : 我 们 先 证 明 , 当 n 为 素数 矫 pr 时 结论 成 立 .实际 上 ,我 们 能 证 明 ,存在 zx,y, 使 play, B z+ 
y= k. 

如 p = 2, 则 条 件 表明 为 偶数 ,可 取 上 = 1,y = k -1:40 p>2, Wr = 1,y= k- 18 z = 2, 
y = 一 2 中 有 一 对 满足 要 求 . 

一 般 情形 下 , 设 n = pio po En 的 标准 分 解 ,上 面 已 证 明 , 对 每 个 p; , 均 有 整数 zx;,y; ,使 p kaa, 
ËB xz. + y = A(1,2,…,r). 现 在 孙子 定理 表明 , 同 余 方程 组 

x= z(modpñi) ,--- , z = x, (mdp) 有 解 工 ,同样 

y = yi(modpñi),--- , y = y,(modp; ) 
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也 有 解 y RERE z, y 符合 问题 中 的 要 求 : 因 p; tayt pi tayt = 1,…,r), 于 是 (zy,n) =1. 又 x 
+ y== =i + y; = kmodphn)(i = 1, ,r),8& z + y = k(modn). 

例 12 (第 30 届 IMO 试 题 ) 设 n 为 任意 的 正 整数 .证 明 :一 定 存在 ”个 连续 的 正 整数 解 ,使 其 中 任 
何 一 个 都 不 是 质数 的 整数 罕 . 

证 阴 : 取 2n 个 两 两 不 同 的 质数 户 , 记 ,…, 思 fqi,q2, s an RHEA = =- i(modpqi),i = 1, 
2,…,n. 由 于 piq1,p292,…,prqr 两 两 互 质 ,根据 孙子 定理 必 有 解 , 取 为 正 整 数 N, 则 ”个 连续 正 整 数 N 
+1,N+2,…,N+ 都 至 少 含有 两 个 不 同 的 质 因数 ,因而 它们 中 的 任 一 个 都 不 是 质数 的 整数 宕 .证 毕 、 

例 13 ”一 只 棋子 在 一 个 七 角形 的 棋盘 上 沿 反 时 针 方 向 跳 走 .第 一 次 跳 一 步 ,第 二 次 跳 二 步 … ,如 
此 无 限 继续 跳 走 .证 明 : 在 七 角形 上 有 三 个 顶点 处 永远 不 被 这 只 棋子 走 到 . 

证 明 :分 别 用 0,1,…,6 顺 次 给 七 个 顶点 编号 . 设 棋子 从 0 号 顶点 经 zx 次 跳 走 后 一 共 跳 了 > 步 , 则 棋 
子 应 停 在 y 用 7 除 所 得 的 余数 编号 c(0 三 a < 6) 的 顶点 上 .由 于 棋子 跳 走 了 xz 次 后 , 共 走 了 1+2+… 


+z = Falet 1) 步 ,因而 ,只 需 考察 同 余 方 各 


Falz+1)=almod7) (0<a<6) 
的 解 的 情形 ,化 上 述 方程 为 
4z2+4r+1= (2x + 1)2 = a + 1(mod7) 
H = 1,3 = 2,52 = 4,7? = 0(mod7), PUA a +1 三 1,2,4,0(mod7), 从 而 a = 0,1,3,6. 故 在 编号 为 
2,4,5 的 三 个 顶点 处 永远 不 被 棋子 走 到 . 
例 14 〈1998. 第 39 届 IMO 预选 题 ) 确定 所 有 正 整数 n, 对 它 ,存在 一 个 整数 m ,使 得 2" - 1 是 m? 
+ 9 的 一 个 因数 . 
【分 析 】 运用 费 尔 马 小 定理 与 余 定理 .由 2" - 1 是 m? + 9 的 因数 得 (2' - 1) | m? + 9, 考 虑 
同 余 方程 组 z = 22 (mod? + 1).h = 1,2,…, 和 一 1 有 解 zo, 得 m = 3z0 
解 :n = 2*,k 为 非 负 整数 . 
一 方面 ,如 果 n 有 奇 因数 ,那么 2: - 1 是 2" - 1 = 2)? - 1 的 因数 .如 果 2" - 1 是 m? + 9 的 因 
数 ,那么 2: - 1 是 m° + 9 的 因数 .因为 32' -1 并 且 2: — 1 =- 1(mod4), 所 以 2: - 1 必 有 一 个 三 - 
1(mod4) WRAK p > 3, 从 而 m? =- 9(modp) 
WALH 次 方 得 m°”! = - 3°“1(modp) 
由 费 尔 马 小 定理 ,得 1 三- 1 或 0 三 - 1(modp) 矛盾 . 
另 一 方面 ， 
2 (a 1) 
= (2 D2 + D2 D 


= (a P? + D... Q + D) 
同 余 方程 


z? =- 1(mod2?" + 1) 
HR += 2 (md? + 1) 
而 当 j > i BL,(27 + 1,22 + 1) = (22 


"Q 1,221) 


= (22 -122 +1) 
= (2,2 +1) 
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=1 

所 以 ,根据 中 国 剩余 定理 , 同 余 方程 组 

a=" (maod22 + 1).h = 1,2,…,k 一 1, 有 解 zo 

Ẹ m = 3zo, | m? + 9 = 9af + 1) B2 一 1 整除 . 

例 15 (2000 年 第 41 届 IMO 中 国 国家 队 选 拔 考试 题 ) 对 正 整数 a > 2, Na 为 具有 以 下 性 质 的 
正 整数 K 的 个 数 :K 的 a 进 制 表示 的 各 位 数字 的 平方 和 等 于 K. 证 明 : 

(1) Na 为 奇数 ; 

(2) 对 任意 给 定 的 正 整数 M ,存在 正 整数 a > 2, 使 得 Na > M. 

[E] 第 (1) 问 解答 见 第 一 讲 例 1, 现 看 第 二 问 证 明 如 下 . 

证 明 :(2) 仅 考虑 满足 条 件 的 两 位 数 K = zizo, 我 们 注意 到 特殊 值 

zo = uv, zı = u,a = (v? + l)u -vw 可 使 等 式 

zla- z) = zo(zo - 1) 
成 立 . 

S o= 2u = (+D (l+ D.i = 12…M-1 则 

(+t) = ij = 12, M,iZ j 

因此 ,由 中 国 剩余 定理 知 , 存 在 正 整数 a > 2 满足 同 余 方程 组 . 

a=- vu(mod(v} +1)) i= 1,2,--,M 
于 是 ,对 应 地 有 正 整数 w ,使 得 

a= (+ Du v; =12…M) 

易 见 wiv; < a, 且 由 vi,v2,…, vw 互 不 相同 知 wi ,wu2,…, um 也 互 不 相同 ,从 而 ,首位 数字 为 ui, 末 位 
数字 为 wwi(1 < i < M) 的 这 M 个 两 位 数 具 有 题 设 性 质 , 亦 即 Na > M. 


93.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. (1) 证 明 :7(z) = Tata 二 x+ ka 是 一 个 整 值 多 项 式 ; 
(2) 证 明 :504 | n° — n°; 
(3) 求 243* 的 最 末 两 位 数字 ; 
(4) R 6% 除 以 11 的 余数 ; 
(5) 设 a > 1,n > 1, 称 a" 为 一 个 完全 方 蚕 . 
证 明 : 当 p 为 质数 时 ,2? + 37 不 是 完全 方 守 


2.( 第 20 届 IMO 试 题 ) 数 1978" 与 1978" 的 最 末 三 位 数 相等 , 试 求 正 整数 m 和 n ,使得 n+ m 到 最 
小 值 ,这 里 n> m > 1. 


3. BORA S = 15 + 25 + 3° + … + 1990° 除 以 3 的 余数 . 


4. 任意 给 定 一 个 正 整数 N, 则 总 可 以 用 1986 的 四 个 数码 经 过 适当 的 排列 得 到 一 个 四 位 数 
aoala243 ,使 得 7 | (N + aoata2a3) 


5. (%5 26 i IMO 预选 题 ) 求 八 个 整数 ni ,maz,…,ns 满足 :对 每 个 整数 &(- 1985 < k < 1985), 有 八 
个 整数 a1,a2,…,as E |- 1,0,1| ,使 得 K = ain; + aznz + + agns. 


6. 解 :(1)6z = 10(mod15);(2)6z = 9( mod 15) 


7. 解 同 余 方程 组 2x = 3( mod5),10z = 4(mod2) 


8. 设 a 是 奇数 ,n 为 正 整数 .证 明 :a? = 1(mod2"*2) 
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9. 设 a,b 是 整数 ,p 是 素数 ,车 a = b (modp). WEB]; aP = b? ( modp?) 


10. 解 同 余 方程 组 
x = 5(mod8) 
x = 6( mod7) 
x = 8( mod 15) 
ofz 3( mod10) 


= = 1(mod8) 


a) 


11. 设 p,g 是 不 同 的 奇 素 数 ,pg 127! -1, 则 户 129 5- L.H q 12” -1; 反 之 亦 然 . 


12. 设 是 奇 素数 ,证 明 :24 + 1 的 素 因子 或 者 是 3 或 者 具有 形式 Ar + 1(z 是 正 整数 ) . 
13. ta > 1 ERM, p AARM WEH: a - 1 的 家 因子 或 者 整除 a - 1, 或 者 具有 形式 2px - 1(z 


是 正 整数 ). 


也 组 
1.( 第 17 届 IMO 试 题 ) 设 A 表示 4444 的 各 位 数字 之 和 ,B 表示 A 的 各 位 数字 之 和 ,C 表示 B 的 
各 位 数字 之 和 , 求 C. I 


2.(1) 设 n > 1,2 人 nn, 求 证 :对 任意 的 正 整数 m,n Y m" +1. 
(2) Ë pi, p 是 两 个 奇 质 数 ,p， > pa 求证 :对 任意 的 正 整数 m, pprt ma ?2 + 1 


3. 设 0 <a <a < Sa, War + art +a, = 2n,21n,an 关 n+1, 则 在 其 中 一 定 可 选 
出 某 些 数 ,使 它们 的 和 等 于 n. 


4.(1988. 全国 高 中 数学 联赛 试题 ) 设 a, = 1,az = 2, 并 且 
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_ [Saa 3an, H an + ana 为 偶数 时 ， 
[aa 一 as。 M an ， ans DABE. 
《用 模 周期 数列 概念 ). 求 证 :ae 天 0 (nZ 1) 


5.( 第 26 届 IMO 试 题 ) 设 n 为 正 整数 ,整数 与 4 互 质 , 且 0< k < nm. 令 M= 11,2,…,n 一 1}， 
给 M 中 每 个 数 染 上 黑白 两 种 颜色 中 的 一 种 , 染 法 如 下 :(i) 对 M 中 每 个 i,i 与 — i 同色;(ii) 对 M 中 
BA iik itik- il AERE: M 中 所 有 的 数 必 为 同色 . 


6. 设 n EMK, aan 与 51,… bp-i 都 是 模 ”的 完全 剩余 系 .证 明 :al + bia, + b, 不 是 模 
n 的 完全 剩余 系 


7. 用 欧 拉 函数 的 计算 公式 ,证 明 : 由 费 马 小 定理 能 推出 欧 拉 定理 . 


8. 设 是 一 个 素数 ,1 << p -1E ( 271) 


9. 对 整数 n, 用 /(n) 表示 n? + 2 被 4 除 的 余数 .求证 :方程 zz + (一 1)3/(z) = 10y 无 整数 解 . 


10.( 第 25 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 赛 题 ) 是 否 存在 19 个 具有 相同 数字 之 和 的 不 同 自然 数 ,使 这 些 自 
然 数 之 和 等 于 1999? 


11.(1999. 保 加 利 亚 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 数列 1a,1 为 一 个 整数 数列 ,满足 :对 任意 自然 数 n, t 
有 (nn 一 arr = (n + 1)a, - 2(n - 1). 2000 | aioo, 求 最 小 的 自然 数 n(n > 1) ,使 得 2000 | an- 


12. 证 明 :对 任意 正 整数 ,存在 连续 = 个 正 整数 ,其 中 每 一 个 都 被 某 个 大 于 1 的 平方 数 整 除 . 
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13. Ë n > 1, 证 明 :2 模 5" 的 阶 是 p(5") = 4x s=! 


14. 任 给 正 整数 n ,存在 一 个 整 点 , 它 与 任意 既 约 整 点 的 距离 大 于 n. ( 整 点 指 直角 坐标 系 中 坐标 为 
整数 的 点 , 既 约 整 点 则 是 坐标 互 素 的 整 点 ). 


15.(2000. 第 41 届 IMO 备 选 题 ) 求 所 有 正 整数 n > 2, 满足 对 所 有 与 n 互 罕 的 整数 a 和 4b,a = 
b(modn) 当 n 仅 当 ab = 1(modn) 


不 定 方程 


$4.1 知识 要 点 与 基本 方法 


所 谓 不 定 方程 (组 ) ,是 指 未 知 数 的 个 数 多 于 方程 的 个 数 , 且 未 知 数 受 到 某 些 限制 (如 整数 , 正 整数 或 
有 理 数 ) 的 方程 (组 ). 

对 于 一 个 一 般 的 不 定 方程 (组 ), 除 个 别 情况 外 ,通常 没有 一 个 统一 的 解法 ,而 且 有 许多 不 定 方程 
(组 ), 目 前 还 无 法 判断 其 是 否 有 解 ,因此 ,必须 对 所 给 的 不 定 方程 (组 ) 的 具体 形式 进行 分 析 , 确 定 解 题 
方向 

下 面 介绍 几 种 常见 的 方法 . 
一 .公式 法 

有 些 不 定 方程 的 求解 可 根据 定理 ,依据 公式 ,或 有 一 定 的 解 题 模式 ,这 类 方法 我 们 称 之 为 公式 法 .用 
公式 来 解 的 不 定 方程 大 体 有 如 下 四 种 . 
1. 一 次 不 定 方程 

在 不 定 方程 和 不 定 方程 组 中 ,最 简单 的 不 定 方程 是 整 系数 方程 

ax + by +c = 0,(a >b,b #0) 
通常 称 之 为 二 元 一 次 不 定 方程 . 

一 次 不 定 方程 解 的 情况 有 如 下 定理 . 

定理 1 二 元 一 次 不 定 方程 

ar+by=c, a,b,c 为 整数 . 

有 整数 解 的 充分 必要 条 件 是 (a,b) | c. © 

【证 】 URHE 设 ro,yo OREA aro + byo = c. 

设 d = (a,b), WA d 1aro,d | byo, 所 以 有 d | c. 

充分 性 ” 设 d = (a,b) B d 1c, 有 c= cid. 因 d = (a,b) WEE ro,yo, 使 得 

d = azo + byo, 

于 是 有 

c = cid = a * cizo + b ° ciyos 

所 以 cizo i ciyo 是 O 的 解 . 

显然 , 当 方程 DD 有 解 时 ,d | c. 则 用 d 去除 Q 的 两 端 有 

aiz + biy = ci. 加 
此 时 ,(a1,51) = 1 B @ 5 O 同 解 ,因此 ,我 们 只 须 讨论 (ae,b) = 1 时 方程 D 的 解 . 

定理 2 #(a,b) = 1, 且 roy 为 之 一 解 , 则 方程 Q 全 部 解 为 

Z= re+ 及 ,y = yo-at. (t HWH). 

【证 】 设 rzo,yo 为 @ 的 一 解 , 则 有 

aro + byo = c @ 
设 *,y 是 @ 的 任 一 解 .用 @ 式 减 去 @@ 式 有 

a(x- zo) + b(y — yo) = 0. 
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因为 (ae,6) = 1,34 b | (z — zro), B} x- zo = bt. AIE z = zo+ 弦 .将 此 结果 代 人 上 式 得 y = 
yo- 4t, 即 方程 任 一 解 都 可 以 表示 为 = zo + bt,y = yo- a(t HEM). 
反之 , 若 royo BE QD 的 解 , 则 容易 验证 > = xo + bt,y = yo- at 均 是 的 解 .从 而 定理 得 证 . 


2. 沛 尔 (pell) 方程 

二 元 二 次 不 定 方程 本 质 上 归结 为 ( 双 曲 型 ) 方程 

z- d? = c @ 
的 研究 ,其 中 a, 都 是 整数 ,d > 0 且 非 平方 数 ,而 c 关 0. 方 程 @ 的 一 个 特殊 情形 

z -d =1 © 


最 为 重要 ,也 最 为 基础 ,这 称 为 沛 尔 方 程 .能 够 证 明 (本 书 不 予 讨 论 ) 方程 @ 一 定 有 无 穷 多 组 正 整数 解 ; 
又 设 (z1,y1) E O 的 正 整数 解 (z,y) 中 使 = + y Yd 最 小 的 解 , 则 @ 的 全 部 正 整数 解 由 


a = Allai + Vay)" + (ai ~ Vay)"] 


@ 
x = ZS + Vär)" = (zi = /ay0") 
给 出 .(n = 1,2,…) 
读者 不 难 由 @ 导出 z, y, 满足 的 线性 递 推 关系 
É = 2zlzn-l — Zn-2 o 


Yn = 2riy,-1 T Yn-2 

沛 尔 方程 在 数学 竞赛 中 主要 用 于 证 明 问题 有 无 穷 多 个 解 ,实际 上 对 具体 的 d ,可 用 尝试 法 求 出 @ 
的 一 组 正 整数 解 ( zi,yi)( 因 为 方程 一 定 有 解 !) ,无 论 (xz ,yi ) 是 否 为 基本 解 ,由 人 @@ 均 给 出 方程 的 无 穷 多 
组 解 . 
3. RJ +y = 2 

这 是 一 个 相当 特殊 的 三 元 二 次 不 定 方程 , 它 有 鲜明 的 几何 意义 ,并 应 用 广泛 . 

这 里 只 讨论 色 股 方程 的 正 整数 解 ,由 方程 不 难看 出 ,如 果 (z,y) = d, 则 d? | <?, 从 而 d | <, 这 样 可 
在 勾 股 方程 的 两 边 约 去 d?. 所 以 我 们 只 需 讨 论 满足 (z,y) = 1 的 解 ,此 时 易 知 x,y,s 实际 上 两 两 互 表 . 

将 方程 模 4, 并 注意 (z,y) = 1, 可 知 z,y 一 奇 一 个 ,无 妨 设 y 为 偶数 ,下 面 的 结果 给 出 了 勾 股 方程 
的 全 部 本 原 解 . 

定理 3 方程 xz + y = zz 满足 (z,y) = 1,z | y 的 全 部 正 整 数 解 (z,y,z) TRH 
z =a? - b?,y = 2ab,z = a? + b? 
其 中 ,a ,6 是 满足 a > b > 0,a,b 一 奇 一 侦 , 且 (a,b) = 1 的 任意 整数 . 

证 明 从 上 略 . 
4. 不 定 方程 xy = zt 

这 是 个 四 元 二 次 方程 ,此 方程 也 有 不 少 用 处 ,其 全 部 正 整数 解 极 易 求 出 : 

设 (z,z) = aM r = ac,z = ad, 其 中 (c,d) = 1, 故 acy = adt ËJ cy = dt, 因 (c,d) = 1, 所 以 d 
1y, 设 y= bd, I t = bt. 因此 方程 zy = zt 的 正 整数 解 可 表示 为 

zr =ac,y= bd,z = ad,t = be.a,b,c,d 都 是 正 整数 , 且 (c,d) = 1. 反 过 来 , 易 知 上 述 给 出 的 工 ， 
yz, t BEM. 

也 可 采用 如 下 便于 记忆 的 推导 : 

RT = + = 4 E 是 既 约 分 数 , 即 (c,d) = 1. 由 于 过 约 分 后 得 出 全 , 故 z= az= ad, 同 
Mi= ol,y = db. 
二 ,奇偶 分 析 法 

我 们 知道 整数 分 为 两 类 奇数 和 偶数 . 所 以 解 不 定 方程 可 从 未 知 数 、 系 数 的 奇偶 性 人 手 , 讨 论 取 值 的 
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可 能 情形 ,一 方面 可 以 达到 缩小 未 知 数 的 取 值 范围 ,得 出 方程 的 解 或 证 明 方 程 无 整数 解 等 ; 另 一 方面 又 
可 用 2n( 偶 数 ) 或 2n 士 1( 奇 数 ) 代 人 方程 ,使 方程 变形 成 更 便于 讨论 的 等 价 方程 ,从 这 两 个 方面 可 看 出 ， 
奇偶 分 析 方法 使 用 范围 是 很 广 的 - 
三 、 数 或 式 的 分 解法 

这 种 方法 的 目的 是 增加 方程 的 个 数 . 

先 把 方程 变形 分解 ,将 含 未 知 数 的 代数 式 化 为 积 的 形式 ,把 常数 写成 标准 分 解 式 ,然后 利用 整数 的 
惟一 分 解 定理 将 原 方程 转换 成 若干 个 方程 组 求解 .例如 

车 Af = W prre p WBA 

万 = ph pre ph 
f: = pi” pre ph 
Bi +Y = ani = 12…, 

这 时 就 有 可 能 消去 某 些 未 知 数 ,或 确定 未 知 数 的 素 因数 ,进而 求解 . 
四 、 选 择 特殊 模 的 方法 

选择 某 些 特殊 的 数 m 作为 模 来 讨论 解 的 可 能 情况 是 解 不 定 方程 的 一 种 重要 方法 . 

这 种 方法 主要 表现 在 两 个 方面 . 

1. 讨论 方程 某 部 分 关于 模 m 的 余数 的 可 能 情况 ; 

2. 利用 方程 两 边关 于 模 m 同 余 , 来 讨论 未 知 数 的 取 值 范围. 

特别 地 , 当 m = 2 时 ,这 种 方法 即 为 奇偶 分 析 法 . 
五 .不 等 式 计 法 

通过 对 所 考察 量 的 放大 ,缩小 得 到 未 知 数 取 值 条 件 的 不 等 式 , 解 这 些 不 等 式 就 得 到 未 知 数 取 值 范 
围 ,从 而 达到 求解 目的 . 

一 般 地 , 当 方 程 的 一 个 含 未 知 数 项 的 次 数 比 其 他 项 都 高 时 ,或 者 当 某 一 个 未 知 数 的 各 项 关于 该 未 知 
数 相同 时 ,可 考虑 通过 除 以 一 式 ,将 方程 变形 为 带 分 式 的 形式 ,并 通过 不 等 式 估计 求解 ， 
六 构造 法 

对 于 某 些 存在 性 命题 , 常 采用 构造 法 ,构造 一 些 数学 模型 来 解决 . 
七 、 换 元 法 

若 能 判明 不 定 方程 的 未 知 数 之 间 有 倍数 关系 , 则 常 使 用 换 元 法 消去 未 知 数 或 倍数 ,使 方程 简化 ， 
八 、 费 尔 马 无 穷 递 降 法 

费 尔 马 无 穷 递 降 法 的 逻辑 步 又 如 下 : 

(1) 车 一 个 命题 P(n) 对 若干 个 正 整数 n 正确 , 则 在 这 n 个 数 中 必 有 一 最 小 者 . 

(2) Ë P(n) 对 于 某 n 正确 , 则 有 一 正 整 数 n < n, tE pln) 也 正确 . 
若 以 上 两 步 又 都 获得 证 明 , 则 命题 P(n) 不 成 立 . 

费 尔 马 无 穷 递 降 法 可 解决 两 方面 问题 . 

(1) 证 明 不 定 方程 无 解 ; 

(2) 证 明 不 定 方程 有 无 限 多 解 ,并 给 出 求全 部 解 的 方法 . 


$4.2 赛 题 精 讲 


一 、 关 于 公式 法 
例 1 求 525z + 231y = 42 的 整数 解 . 
解 :…(525,231) = 21 F21 142, 故 原 方程 有 整数 解 , 且 等 价 于 方程 
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25z+lly = 2 ° 
因为 25 = 11x2+3,11 =3x3+2,3=2x1+1,%1=3-2=3-(11-3x3)=-11+4 
x3=-11+4x(25-11x2)=25x4+11x(-9), 即 
25x4+11x(-9)=1 
从 而 有 25 x 8 + 11 x (- 18) = 2. FÆ O 的 一 组 特 解 x = 8,y =- 18, 所 以 @ 的 一 切 整数 解 ( 即 原 
方程 的 一 切 整数 解 ) 为 


x=8+1lt 
yl rEZ 
@2 求 7z + 19y = 213 的 正 整数 解 . 
解 :由 例 1 的 方法 求 得 原 方程 的 一 切 整数 解 为 
r= 25+ 19 " 
perasa t€ 
25+19t >0 
2-7:>0 
解 得 - 篇 < +< 子 ,因为 € Z, 帮 + = 0, - 1. 从 而 得 原 方程 的 正 整 数 解 为 
r=25 r=6 
y=2 y=9 


@3 证 明 : 有 无 穷 多 个 正 整 数 n ,使 得 [/2n] 是 完全 平方 数 . 

证 明 :考虑 沛 尔 方程 

z-2y =-1 @ 
有 正 整 数 解 x = y= 1, 因 此 有 无 穷 多 组 正 整数 解 . ( 见 pell 方程 的 讨论 ). 任 取 一 组 解 4,v, 则 

2v = 2 +1 

将 上 式 两 边 同 乘 以 w?, 得 2(uv)? = u* + u? 

Ak u? < ue < 2 +1 

所 以 [V2uv] = u? 是 一 个 平方 数 , 即 取 n = uv 得 出 无 穷 多 个 符合 要 求 的 n. 

例 4 设 a,b,c,d 为 正 整 数 ,ab = cd WEH :a* + b+ + ct + dt 不 是 素数 . 

WER: h ab = cod, 得 出 a = us,b = vt,c = ww,d = ut ,其 中 u,v,s,t 都 是 正 整数 (参见 公式 法 中 ， 
4. 不 定 方程 xy = zt 的 讨论 ) ,因此 

at + bt + ct +d’ = (t+u4)(s4 + r) 
不 是 素数 . 

例 5 〈1999. 保 加 利 亚 奥林匹克 竞赛 题 ) 证 明 方程 z? + y? + z? + O = 1999 有 无 穷 多 组 整数 解 . 

【分 析 】 本 题 是 pel} 方 程 与 方程 解 的 表示 知识 的 综合 运用 , 令 z = 10-k,y = 10+A,z = m,t = 
-1- mm, 得 (2m +1)? - 802 = 1, 从 而 利用 pell 方程 有 通 解 表达 式 . 

解 :注意 到 ,103 +10 + 03 + (— 1)3 = 1999, 我 们 寻找 具有 如 下 形式 的 满足 方程 的 整数 解 : 

z=10-k,y=10+k,z=m,t=-1- m. Ë k,m € Z. 

经 代入 原 方程 ,化 简 可 知 &,mm 满足 

m(m + 1) = 2082, B) 

(2m + 1)? - 80k? = 1 
这 是 一 个 pell 方程 

注意 到 m = 4,k = 1 是 该 pell 方程 的 一 个 解 ,并 且 该 方程 的 所 有 正 整数 解 (ms,A。) 满足 : 

2m, + 1 + k, V80 = (9 + /80)". 
这 样 的 (m, k) 有 无 穷 多 对 , 故 原 方程 有 无 穷 多 组 整数 解 . 
二 、 关 于 奇偶 分 析 法 


例 6 (第 37 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 试题 ) 求 方程 | p - q 1 = 1 的 整数 解 ,其 中 p,g 是 质数 ,r,s 
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是 大 于 1 的 正 整数 ,并 证 明 你 所 得 到 的 解 是 全 部 解 . 

解 :由 p 和 g,r 和 s 的 对 称 性 ,不 妨 设 p” > 9 , 即 不 妨 只 考虑 方程 六 -9 = 1 © 
的 整数 解 ( p,q ,r,s 仍 如 题 设 ) 

显然 ,@ 中 p,q 不 能 全 为 奇 质数 ,上 且 paH p,q 中 恰 有 一 个 等 于 偶 质 数 2. 

人 站 荐 p= 2, 此 时 设 9 = 2g1 + 1, 如 果 s = 2s 是 偶数 , 则 

gq'+1= (2q +1) + 1 = 2+4k(k 为 正 整数 ) 
不 能 被 4 整除 ,而 pr = 2" (r > 1) 能 被 4 整除 ,@ 不 成 立 , 故 * 只 能 取 奇 数值 . 于是; 宇 3, 此 时 ,p” = 2” 
=q+l1=(q+1)(q'l- q + -gt+1), 故 q+1 只 含 素 因子 2. 设 g+1=2‘(t 宇 2), 则 2" = 
8+1=(2-1D+1=20-C32+…). 由 于 (5-C3 .2:+…) 与 5 的 奇偶 性 相同 , 即 为 奇数 , 故 
只 能 等 于 1, 这 样 := ,从 而 方程 @ 化 为 2 - (2" - 1) = 1, 得 s = 1, 这 与 题 设 > 1 矛盾 . 故 Q 中 
p RER 2. 

GE q = 2, 则 由 加 得 2 = p -1= lpi + p? 1) A p 一 1 只 含 案 因子 2. 设 
b- l1=2((21),r = 2* .ri(u 之 0,ri 为 奇数 ), 则 

2=(+UD-1=23rt+mr-UD2+…), 若 (过 2, 则 m+ri(r-1Dv 21+… 是 大 
于 1 的 奇数 ,上 式 不 能 成 立 , 故 = 1, 即 p = 3, 这 时 由 方程 @ 得 

2=3-1=(4-17-1 

=(-1+CH-UD 4+C-UD72 42+… 一 1 

E r 是 奇数 ,显然 上 式 不 成 立 ; 若 ~ 二 4 是 偶数 , 则 上 式 右 边 等 于 -4r+8r(r-1)-…=-4r[1-2(r 
一 D+…], 而 [1- 2(r ~ 1) +…] 不 是 偶数 ,因而 只 能 等 于 - 1, 故 2 = 3" -1 = 4r. 显 然 " 之 4 时 ,此 
式 不 成 立 , 于 是 r = 2, 进 而 由 2 = 2 - 1 = 8 得 s = 3, 从 而 方程 @ 的 解 只 能 是 = 3,g = 2,r = 2, 
#=3. 

综 上 ,考察 到 对 称 性 , 原 方程 恰 有 两 组 解 : 


p=3 p= 
9=2 q=3 
r=2 r=3 
s=3 s=2 


例 7 求 z'+4y* = 2(z*+4u*) 的 整数 解 . 

解 :显然 z = y = z = u = 0 是 一 组 解 .由 于 各 未 知 数 的 次 数 都 是 4, 我 们 仅 需 考虑 方程 的 非 负 整 数 
WL r= riy = fyz = 2'z u = 23ul, 这 里 zi,yi,ziyal 是 正 奇数 或 零 ,a, 有 ,7,3 是 非 负 整数 . 
于 是 方程 变形 为 

rt- lat + 202 4 - 2953.4 = 0 @ 

车 zi,y1,x1,ui 均 不 为 零 , 则 取 

k = minl4a ,4y + 1,48 + 2,48 + 3| 
显然 4a -上 ,47 + 1 一 上 ,4B + 2 - k,48 + 3 -上 关于 模 4 两 两 不 同 余 , 因 而 是 四 个 不 同 的 非 负 整数 , 因 
而 用 2: 去 除 Q 后 ,左边 将 成 为 一 个 奇数 与 另 三 个 偶数 的 代数 和 ,不 能 等 于 右边 的 零 . 

# x1,y1,z1,ul 有 些 为 零 ,但 不 全 为 零 ,上 面 的 方法 可 同样 使 用 . 

综 上 所 述 ,方程 只 有 一 组 整数 解 z = y= z= u = 0 
三 、 关 于 数 或 式 的 分 解法 

例 8 《1999. 保 加 利 亚 数学 竞赛 题 ) 找 出 所 有 的 自然 数组 (x ,y,<), 使 得 y 是 质数 ,y 和 3 均 不 被 = 
整除 , 且 zx? - y = 2. 

【分 析 】 将 ?~ y' = z? 因 式 分 解 ,利用 y 为 质数 得 到 ,z 一 y= m,r? + ryty? = n? z= mn, 
从 而 有 3y? = (2n + 2z + y)(2n - 2 — y), 再 利用 y 为 质数 ,分 情况 讨论 即 可 . 

解 :由 题 意 知 (z - y)[(z - y)? + 3zy] = z © 
因为 y 为 质数 , 且 y 和 3 均 不 被 = 整除 ,所 以 
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(zy) = 1,(z - y.3)=1 

s(x? + y? + rya- y) = (Bayz - y) =1 © 

# @.@ 两 式 ,得 

z y = m,r? + zy+ y? = n?,z = mn(m.n € N.) 

于 是 3y? = 4n? - (2x + y) = (2n +2r + y)(2n —2r - y) 

又 y 为 质数 , 且 2n -2r-y<2n+2r+y 

则 有 下 列 三 种 情况 : 

(Gi2n-2r-y=y2n+2r+y=3y 

得 zx = 0, 会 去 . 

Gü)2n - 2x - y = 3,2n + 2x + y = y? 

则 y? -3 = 4r +2y = 4m? + 6y 

所 以 (y-3P -4m = 12, 解 得 y=7,m=1 

Ë zr =8,y=7,z= 13 

(ii)2n -2x - y = 1,2n +2r + y = 3y, 则 

3y -1 = 4x + 2y = 2(2m? + 3y) 

即 3y? -6y - 4m? -1 = 0, FẸ m? + 1 š 0(mod3) © 

{E m? + 1 = 1,2(mod3) 与 O RFJ. 

综 上 所 述 , 满 足 条 件 的 自然 数组 是 唯一 的 . 即 (8,7,13). 

例 9 (2001. 第 14 届 爱尔兰 数学 奥林匹克 ) 求 (并 予以 证 明 ) 所 有 的 正 整数 as,b,c,nm, 使 得 2" = al 
+b!l+tce! 

【分 析 】 利用 对 称 性 由 a > b 宇 c, 分 情况 讨论 ,从 整除 性 得 蔬 盾 ,再 利用 因数 分 解 ,并 注意 到 数 的 
范围 ,分 别 得 到 结果 . 

解 : 设 正 整数 a,b,c,n 满 足 2" =a! +b! +c!, Hua >be 

著 c 宇 3, 则 31al+b!l+cl, 但 3 人 2", 巴 盾 ,所 以 c 才 2 

情形 1 “ = 1, 此 时 ,车 5 三 2, 则 al+6!+c! 为 奇数 与 2" 为 偶数 矛盾 , 故 5 = 1, 从 而 a! = 2" — 
2 = 2(2"-1 - 1) ,得 解 为 : 

(a,b,c,n) = (2,1,1,2) 或 (3,1,1,3) 

情形 2 < = 2, 则 2" -2= al+6b!1 宇 4, 故 mn 宇 3, 此 时 ,车 5 过 4, 则 81al+6b1, 但 842" -2， 
矛盾 ,所 以 上 入 3. 

M b = 2 时 ,al = 4(2"2 - 1), 注 意 到 a 2 40.8 1 a! Ti a 之 3 时 ,4 人 al, 故 此 时 无 解 . 

当 b = 3 时 ,应 有 al = 8(2"3 - 1), 此 时 当 a 之 6 时 ,16 1al!, 矛 盾 , 所 以 ae 和 5, 又 8 < alH a > 
4, 只 能 有 a = 4,5, 分 别 得 解 . 

(a,b,c,n) = (4,3,2,5) 或 (5,3,2,7) 

综 上 所 述 ,满足 条 件 的 (a ,b,c,n) = (2,1,1,2),(3,1,1,3),(4,3,2,5),(5,3,2,7) 及 各 组 解 中 a, 
b,c 的 其 他 排列 ,共计 有 18 组 解 . 

例 10 (2001. 第 14 届 爱尔兰 数学 奥林匹克 ) 设 p 为 奇 值 数 , 证 明 : 若 存在 整数 +,y, 使 得 p = xs 一 


y , 则 存在 奇数 u, 使 得 /42 六] = ai 

【分 析 】 由 质数 p = zs - ys > 0, 则 只 有 两 种 情况 (i)z > 0,y < 0 或 (iDz > 0,y > 0 且 z > y. 
分 情况 讨论 ,可 确 只 有 (ii) 符合 ,再 分 解 因 式 , 利 质 p 的 条 件 得 + - y = 1, 最 后 通过 代数 变形 得 到 结论 . 

解 : 若 z > 0,y < 0, 则 表明 存在 m,n € N, ,使 得 p = m5+ n3, FÆ p = (m+n)A, 这 里 A = 
m- m?n + m?n? — mn? + nt AF p HERMA = 1, 这 导致 p= m + n = m+n, Ë m = n = 
1,5 p HARFA. 

所 以 ,只 能 是 z > 0,y > 0. 
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— nŠ ,Ë& m > n , ZE mŠ — nŠ = (m - n)(m° + m°n + m° n° 


1,ËD m = n+1, 于 是 


这 表明 存在 m,n € N, ,使 得 p = 
+ mn? + n°) 及 p 为 质数 ,可 知 m — n 
p= (n + 1) - nŠ 
= 5n’ + 10n? + 10n? +5n+1 
从 而 ,有 


ABl Z 4nt+ 8 二 82 二 4 十 1 


=4(2 +n) +4(n 2 +n)+1 
= (2n? + 2n + 1)? 


MIT = 2n? 2n + 1 = CDH ,于 是 取 u = 2n + 1 得 结论 成 立 ， 


例 11 (1996. 第 22 届 俄 罗斯 数学 奥 林 区 克 ) CA r.y, ponk BARK, BWE: "+y = P. 
证 明 :如 果 ”是 大 于 1 的 奇数 , 户 是 奇 素数 ,那么 , 可 以 表示 为 户 的 以 自然 数 为 指数 的 寡 . 

【分 析 】 “本题 是 特殊 的 不 定 方程 , 因 式 分 解 , 整 除 性 质 的 综合 运用 . 

解 : 设 m 为 z,y 的 最 大 约 数 ,可 设 z = mri,y = myi, 由 已 知 条 件 有 mCi + yi) = 大. 因此 ,对 
某 个 非 负 整数 a, 有 


A+ = = @ 
由 于 n 为 奇数 , 故 有 
HA = apt- ay + Tal = sol: + yt 


用 A 表示 等 式 右 端的 数 ,由 p > 2, 于 是 ,zt 与 y 中 至 少 有 一 个 大 于 1. 而 n> 1, 所 以 A > 1 
由 等 式 @ RHA +y) = "= 
因为 x+ y > 1, 且 A > 1, 所 以 它们 都 能 被 p 整除 ,而 且 对 于 某 个 自然 数 B, 有 zl + yi = p.k 
样 ， 
A = =I”! UP- r) +T- a) — == — zi( P - z)"2 + (P — e) 
= nri" + Bp(B 是 某 个 整数 ) 
因为 A 可 被 p 整除 ,zi 与 p ER, TE, n 可 被 p 整除 . 
设 = pA a” + A = BJ 
(a) t (P = # 
如 果 4 > 1, 同 上 面 的 证 明 一 样 ,可 以 证 明 ,q 可 被 p 整除 . 
WMR q = 1, 那 么 n = p. 
这 样 重复 下 去 , 便 可 推出 对 某 个 自然 数 H n = p. 
四 、 关 于 选取 特殊 模 的 方法 
例 12 试 证 当 2 < n < 11 时 ,不 存在 相继 的 n 个 自然 数 , 使 得 它们 的 平方 和 是 完全 平方 数 . 
证 明 : 设 z 是 自然 数 ,而 (z + 1)?+ (z+2)?+…+ (z+ n)? = 22yEZ, 即 


n + n(n + )z + Enlt DQ + D) = @ 


记 a = 十 n(n + D(2n + 1) Bi @ 1 2 = a(modn) BE n = 3 时 ,a 二 2(mod3),n = 4 时 ， 
a =2(mod4);n = 9 时 ,a 三 6(mad9). 这 些 情况 都 有 y? a(modn) -n #349. 
当 n = 5.7 时 ,有 n1a, 于 是 由 回 知 n1y. 设 y= n RAOR 


Z+ (n+ Datla + Dn + D) = ne 


即 + 起 (wD) = n? @ 
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这 里 + = z+ HHE n = 57. 故 4EZ 若 mn = 5, O? + 2 = 0(mo45), ° = 3(mod5); 若 
n = 7,9} £? =- 4(mod7),? 二 3(mod7). 这 都 是 不 可 能 的 . 故 n < 5.7. 

3 n = 6,8,10 8t, h © 

(m+ 1) + (n + Dne + Enla + 12n +1) = z+ @ 
# n = 6, Mh @2 8171 (z2 + y?) ,但 对 任意 整数 ,只 能 有 z 生 0,1,2,4(mod7), 故 z2+ y? =0(mo47) 
可 推 得 z2 = 0(mod7) H y? = 0(mod7), FE 7 | z,7 | y, Ëk h Q RATP | +. +1)(22+1) = 13 
x 7, 这 是 不 可 能 的 , 故 n > 6, 用 同样 的 方法 可 证 n > 10. 最 后 , 若 n = 8, 则 由 只 得 

Z+ =n + 1)(2n + 1) = 6(mod9) 
但 对 任意 整数 ,只 能 有 zx? = 0.1.4,7(mod9) kt x? + y? Æ 6(mod9). Pf n 关 8, 命 题 证 毕 . 

【评注 】 “n = 11 时 ,方程 有 正 整数 解 ,解法 如 下 :由 11zz+11xl2z+1llx46= 交 知 111y， 
令 y = 11z, 方 程 变形 为 z? + 12x + 46 = 11z?, 于 是 

ax? + z +2 = 0(mod11) w 
解 同 余 方程 得 > = 4,6( mod11) 

取 z=4+11t 代 人 10', 可 得 zz = 1112+20t+10. 取 := 3,48 2? = 169,z = 13, 于 是 y= 11 x13, 
z = 37, 即 382+ 392 + -= + 482 = 1432 

例 13 证明: 不定 方程 

(z+1)>-m =l, zyr>1 @ 
仅 有 一 组 正 整 数 解 x = 2,y = 2 及 z= 3. 

证 明 :首先 ,将 @ 模 (x + 1) 化 简 ,得 

(= De = 1(mod(z + 1)), 故 = 是 奇数 

将 四 分 解 为 


(z+1)”1= 一 
易 知 z 必须 是 偶数 ,否则 上 式 两 边 的 奇偶 不 同 . 
类 似 ,将 O 变形 为 
(z+1)”1 +(zr+1)>2 + + (z+1)+1= m” 
可 见 y 也 是 偶数 . 
现在 记 z = 2z1,y = 2y1, 则 由 中 得 
((z+1)2>”-1)((z+1)"? + 1)= z @ 


因 r 是 偶数 , 故 (z+ 1)" 1 与 (zx + 1)% +1 的 最 大 公约 数 是 2, 又 显然 有 工 1 (r + 1)% - 1, 由 这 些 及 
@ 推出 ,必须 (z+ 1 -1= 2zi,(z+l)m+1= 2:-1. 这 意味 着 2:! > 2 rit lk r, = 1,HD z = 2, 
所 以 >= 2 及 ==3 
五 ,关于 不 等 式 估计 法 

例 14 (i) 求 出 方程 5z? - bry + 7y = 130 的 全 部 整数 解 . 

(ü) 证 明 方程 x(z + 1) + 1 = y 没有 正 整数 解 . 

解 :假设 (i) 中 方程 有 整数 解 ,首先 当 有 实数 解 ,因此 它 作为 x 的 方程 的 判别 式 应 非 负 ， 

即 (- 6y)? -4 x 5 x 73? + 4 x 650 >0. 
解 出 y 过 25, 即 1y1<5, 因 此 整数 y 可 取 值 0, + 1, +2, 土 5, 逐 一 代入 原 方程 检验 (可 首先 检查 上 
述 判 别 式 是 否 为 完全 平方 数 ) ,得 出 全 部 解 为 (z,y) = (3,5),(- 3, - 5) 

G) 方 程 有 正 整数 解 , 则 

由 z? < z(z+1)+1= y, TR y> zx, 因 ,y 是 整数 ,所 以 之 工 +1, 于 是 

好 >(z+bDz>zrz+DD+L 
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【评注 】 (1) 不 等 式 估计 法 大 致 包含 两 个 方面 . 首先 ,如 一 个 不 定 方程 有 整数 解 , 它 当然 就 有 实数 
解 , 当 方 程 的 实数 解 集 为 一 个 有 界 集 时 ,能 用 这 一 必要 条 件 确定 整数 解 的 界限 .然后 逐一 检验 ,以 确定 全 
部 解 .((i) 中 的 方程 是 椭圆 ,其 实数 解 是 有 限 的 . ) 

如 果 方程 的 实数 解 是 无 界 的 , 则 上 述 方法 不 能 奏效 .这 时 ,我 们 应 着 眼 于 整数 ,利用 整数 的 各 种 性 质 
产生 适用 的 不 等 式 .如 (i) 中 方程 的 实数 解 是 无 界 的 ,我 们 的 论证 应 用 了 整数 的 最 基本 的 性 质 : 若 整数 y 
>z, 则 y 宇 z+1 

(2)(ü) 的 论证 也 可 以 变 一 种 表述 : 设 方程 有 正 整数 解 z,y, 则 

<rrtl)+1l< (r+1) 

这 表明 ,z(z + 1) + 1 介 于 两 个 相 邻 平方 数 之 间 , 从 而 不 能 是 平方 数 , 即 (ii) 中 方程 没有 正 整 数 解 ， 

例 15 Wu kta q nn, 使 方程 

btt? = nz 2. 2 # 

ERK. 

解 :不 妨 设 zx < y< z. ER z? 1 (z) + y) 22 < a H yE S țar, y < ya, 

将 tyrr mb 变形 有 

r= y -ny (z + y). 

于 是 [ny (x+y) 

aty < 2nz2y2 (r + y) + z) + y? 


nyc t t L © 


易 知 x = 1, 否 则 , 若 zx 过 2, 而 y 二 2， 出 四 左边 不 小 于 4 而 右边 显然 小 于 3,@@ 将 不 成 立 .以 


z=1 


得 ny <2+2 1 +4 
y n ny 

上 式 只 能 在 y < 3094 MERX dB 2? 1 (1+ 交 ). 由 此 只 能 是 y = 1.2( y = 38}, z? 128,2? = 1, 
4, 与 < 之 y 矛 盾 ), 相 应 地 ,x = 1,3. 

综合 上 述 讨论 ,只 能 有 z = y= = = 1 或 x = 1,y = 2,z = 3, 因 而 n 只 能 取 3,1. 

【评注 】 此 例 把 等 式 变形 为 不 等 式 介 后 ,由 于 左边 变量 zx,y 的 指数 是 正 数 ,右边 的 指数 负数 ,因而 
当 z,y 增 大 时 ,左边 的 值 增 大 ,右边 的 值 减 小 .这 样 ,z,y 就 有 一 个 上 限 , 当 xz,y 大 于 此 上 限时 ,B 不 再 
成 立 . 据 此 ,并 利用 z,y 是 整数 的 要 求 , 我 们 就 只 有 对 有 限 的 几 个 x,y 值 进行 验算 , 即 可 获 解 
六 、 关 于 构造 法 

a 16 WE STER n ERE 

z) -3y + y? ® 
有 一 组 整数 解 (z,y)， .那么 这 个 方程 至 少 有 三 = 组 整数 解 

【分 析 】 此 题 是 个 存在 性 命题 ,采用 构造 法 , 即 若 (z,y) 为 已 知 的 解 ,利用 它 至 少 可 构造 出 其 它 不 
同 的 两 组 解 来 . 

解 ;…(z,y) 为 一 组 整数 解 , 则 

(y- z)? = y’ -3+3ry- x? 
IP -3a + x +3r(y— r) + 2 
n +3? (y-a) +r? 

© (y-z)'-3(y-2z)X-z- z = n 

即 (y-z) -3(y-z)(- z+ (— z) =n 
因此 (y- z,- r) 也 满足 四 
记 x = y-zr,v =- zr Wu, v) 也 是 从 的 一 组 解 
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同样 ,可 令 w = v-u,v = 一 uw, 则 
u =-yw=r-y 
于 是 由 上 知 (w ,mr ) 也 是 的 一 组 解 
下 面 证 明 :(z,y),(y - z,-z),(- yx- y) 是 中 的 三 组 不 同 的 解 . 
车 (zx,y) = (y> z,- x) x = 0,y = 0, 代 入 原 方程 ,得 n = 0, 与 n 为 正 整数 矛盾 . 
同样 可 证 (zx,y) Z (- yz 一 y),(- y, = y) # (y — z, ~). 这 就 证 明了 @ 若 有 整数 解 的 话 ， 
则 至 少 有 三 组 整数 解 . 
例 17 HF n € N, 且 nn 之 2, 证 明 : 方 程 z?+ y = =" 一 定 有 正 整数 解 . 
证 明 : 设 W = a + bi,a,b € N, 
WW = zi + yian 是 非 零 整数 ,构造 恒等式 (| W 12)" = | W 1=1 W” 1?, 有 
(a? + 2)" = zl+ yl 
取 z = a?+ 妈 ,就 可 以 得 到 xz? + y? = <" 的 一 组 正 整数 解 . 
ERTE 


例 18 (1986. 第 12 届 全 俄 数学 竞赛 试题) 求 方程- 二 二 3 = + 的 所 有 整数 解 . 
解 :因为 


a- ryt 2 = Lla t 92 +3(z = y) 


r + y = p.z - y = 9, 则 原 方程 可 化 为 

28p = 3( p? + 3q?) 
由 此 可 看 出 p > 0 且 p 是 3 的 信 数 . 设 p = 3k, 其 中 是 正 整数 , 则 28k = 3(3k? + 92), 于 是 4 >0 且 
是 3 的 倍数 , 设 k = 3m( 其 中 mE N) M) 28m = 27m? + g?, 再 由 28m - 27m? = Q? 22 0 8 m = 1. 


此 时 ,k = 3,p = 9,q = 土 1, 故 可 由 方程 组 
z+y=9 
z-y=ż1 


解 得 原 方程 的 整数 解 (z,y) = (5,4),(4,5). 
换 元 法 是 一 种 基础 性 方法 ,应 用 起 来 面 比较 宽 , 用 法 也 较 灵活 . 
例 19 (1995. 意 大 利 数学 奥林匹克 试题 ) 求 出 所 有 正 整数 z,y, 使 得 zz + 615 = 2” 0 
解 :…615 = 0(mod5) 
又 … 对 于 非 负 整数 ,2471 = 4t .2 = (— 1) + 2 = 2 RÈ 3(mod5) 
x? = 0 È 1 RÈ 4(mod5) 
比较 外 两 端 可 知 ,y 必须 是 偶数 . 
故 可 设 y = 2z, 代 人 四 得 
(2: -z)(2*+z)=615=3x5x41 
|2 +æ = 615 


© e © @ 


2° C ew 15 
显然 ,方程 组 @.09,@ 无 正 整数 解 ,由 方程 组 四 得 :2* = 64,-.z = 6,z = 59,y = 12 
八 、. 关 于 费 尔 马 无 穷 递 降 法 
例 20 证明; 不 定 方程 z+ + yt = = 没有 正 整数 解 - @ 
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证 明 :采用 反 证 法 , 设 @ 有 正 整数 解 ,我 们 在 所 有 这 样 的 解 中 选取 一 组 使 = 最 小 的 解 .论证 的 思想 
是 由 此 选 出 另 一 组 解 (~,s,z). 使 得 0 < : < <, 由 于 已 选择 为 最 小 ,这 就 导出 矛盾 . 
首先 ,此 时 必 有 (zx,y) = 1, 因 设 d = (x,y) M d > 1, Mh A d*i z, BD d? | x, 所 以 


(2) emom-mrwmma 5 < =, 这 和 = 的 选取 相 违 


HOREA) + (22 = 22 
由 于 (zx,y) = 1, 故 (zx?,y*) = 1, 于 是 (zx?,y,z?) 是 一 组 本 原 的 勾 股 数 .由 本 讲 定理 三 可 知 ,存在 整数 a 
> 56>0,(a,b) = 1,a,b 一 奇 一 偶 ,使 得 (不 妨 设 y 为 偶数 ). 

a? = a? - b?, y? = 2ab,z = a? + b? @ 
由 如 + 如 = a? B(a,b) =1 知 ,a 是 奇数 ,6 (88. REN FERB p > q > 0.(p.q) = 
Lp. 一 奇 一 偶 ,使 得 

= p -q.b = 2pq.a = pè + q? 
H OHR y? = 4pgq(p?+ 9), 即 

(zy = plp + 22) 

因 (p,q) = 1, 易 知 p,q,p?+ 9 两 数 互 素 , 上 式 表明 它们 的 积 是 整数 的 平方 , 故 存在 正 整数 ,st， 
使 得 p= rg 2, 2 = 
从 而 只 + t = 
于 是 我 们 得 出 了 Q 的 一 组 正 整数 解 (7 ,s ,1)， 

B, O< = Vpt = Ja <; <: 

和 z 的 最 小 性 矛盾 . 

【评注 】 采用 费 尔 马 无 穷 递 降 法 证 明 不 定 方程 无 正 整数 解 的 主要 步骤 是 :从 相反 的 结论 出 发, 假 
设 存在 一 组 正 整数 解 ,设法 造 出 这 个 方程 的 另 一 组 正 整数 解 ,而 新 的 解 比 原来 的 解严 格 地 小 ", 这 里 所 
谓 严格 的 小 ,是 指 某 一 个 与 解 有 关 的 , 取 正 整数 值 的 量 严格 递减 .如 上 述 可 以 无 限 地 进行 下 去 , 则 由 于 严 
格 递减 的 正 整数 数列 只 有 有 限 多 项 ,两 者 产生 了 矛盾. 

费 尔 马 无 穷 递 降 法 也 可 采用 不 同 的 形式 (与 上 面 说 的 实质 相同 ) 假设 存在 正 整数 解 , 并 从 中 选择 一 
组 “最小” 的 解 , 这 里 的 最 小 解 ,是 指 某 一 个 与 解 有 关 的 , 取 正 整数 的 量 达到 最 小 . 论证 的 核心 是 设法 造 
出 方程 新 的 解 ,使 它 比 已 选择 的 解 "严格 地 小 ", 由 此 产生 矛盾 . 

怎样 造 出 更 小 的 解 ,这 当然 视 具体 问题 而 定 , 例 20 中 两 次 应 用 勾 股 数 定理 ( 即 本 讲 定理 三 ) ,下 面 的 
例 21 则 利用 (更 为 初等 的 ) 韦 达 定理 . 

例 21 证明 :如 果 方程 x? + y? + 1 = ry 有 正 整数 解 (z,y,z), 则 必 有 z = 3. @ 

证 明 : 反 证 法 ,假设 有 正 整数 = Z 3, 使 方程 @ 有 正 整数 解 (z,y), 则 z 2 y, 否 则 得 出 2z2 + 1 = 
zaz, 故 zx = 1füz = 3,238. 

由 于 z,y 是 对 称 的 ,不 妨 设 z > y, 在 这 种 解 中 选取 一 组 解 (zo,yo) ,使 zo 达到 最 小 ,考虑 关于 xz 的 
一 元 二 次 方程 

rt-yrt+wRB+1=0 四 
由 韦 达 定理 ,@ 的 另 一 个 根 


Tı = yoz- zo 


这 是 一 个 整数 ,而 且 
0<a snucie y 


于 是 @@ 又 有 一 组 正 整 数 解 (>o,zi) WE yo > zi( 由 前 面 讨论 知 yo Z z1) 及 yo < z0, 这 与 zo 的 最 小 
HFI. 
费 尔 马 无 穷 递 降 法 的 第 二 方面 应 用 :证 明 不 定 方程 有 无 限 多 解 ， EROR EERI A EAE 
后 一 个 例子. 
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例 22 XT MapkoB HEr? + y? + z? = 3zyz 

试 证 :(1) 若 ro,yo,zo 是 多 的 整数 解 , 则 zo,yo,3zoyo 一 zo 也 是 O MBAM: 
(2) 方程 @ 的 正 整数 解 ,都 可 利用 四 由 zx = y = = = 1 得 到 . 
证 明 :(1) 的 证 明 是 很 容易 的 , 仅 对 (2) 作出 证 明 . 


Se 


其 二 ， 车 z = y 隆 z, 则 有 2z? + <? = 3z2z 
“ 项 2z2,3zzz 都 有 因数 xz, 因而 得 xz? 1 z?, 从 而 zx | y, 由 z,z 是 正 整数 知 可 设 y = tz,t 是 正 整 
数 ,以 此 代入 方程 ,得 2z2 + Pa? = 3z3t,2+ 12 = 3zt 
同 理 , 又 有 + | 2, 因 而 只 能 是 +: = 1,2, 据 此 可 得 两 组 解 x= = = 1;z = 1 < = 2, 再 注意 到 = < + 和 
工 = y 立 得 :r=ly=lz=2 @ 
显然 满足 = 3X 1x1- ,BD @ Æh > = y = z = 1 代入 @ 而 得 到 的 ， 
其 三 ,可 设 z< y< z, 由 四 可 解 得 


2z = 3zy + /9z2y2 — 4(z? + y?) 
如 果 上 式 根 号 前 取 减 号 , 则 因 1 < + < y, 就 有 

VILY -Aa + y) > V 222 = zy 
故 2z < 3zy - zy = 2zy, 即 =< zy 

但 另 一 方面 ,由 3zyz = x? + 只 + z? < 3z? 可 得 zy < =, 上 述 矛 盾 表 明 只 能 取 

2z = 3rzy+V9za — 4(z? + y?) 
故 2z > 3zy, 即 3zy - z < z, 这 就 表明 , 若 ro, yo, zo E O HA, B. ro < yo < zxo, 则 由 四 产生 的 
一 组 新 的 解 z1,y1,z1, 且 使 zo+ yo+ zo > zi + yit z 

E rya 两 两 不 相等 , 则 可 更 换 其 顺序 ,再 代入 加 ,得 到 za,yz,zz, 使 得 

Zzityit = >z ty tx 
显然 这 种 过 程 不 可 能 无 限 进行 下 去 .因而 ,进行 了 有 限 次 后 , 必 将 使 所 得 到 的 x , x ,sk 中 至 少 有 两 个 相 
等 ,从 而 成 为 前 面 已 讨论 过 的 两 种 情况 之 一 ,也 即 可 以 从 zx = y = = = 1 通过 四 得 到 

【评注 】 由 z = y= = =- 1, 利 用 四 ,并 以 使 = + y + = 递增 的 顺序 可 得 下 表 (z < y < z). 


z 1 2 $ 13 | 29 | 34 89 | 167] 194 233 | 433 | 610 985 | 4 
s i|il2ls|s|i|3|2 13 | 89] 29] 233]169 


*| ll ll lsllslil: 


满足 人 @ 的 正 整数 称 为 MapkoB 数 ,上 表 第 一 行 是 前 13 个 MapkoB 数 .显然 依 z + y + = 递增 的 顺序 ， 
由 四 可 得 @ 的 无 限 组 解 . 


$4.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 证 明 : 连 续 三 个 正 整数 的 积 不 能 是 整数 的 上 次 宕 ,这 时 k > 2 是 给 定 的 正 整数 . 
2. 求 方程 zx + r = 只 + t 六 +y 的 全 部 整数 解 . 
3. 求 出 所 有 的 边 长 为 整数 , 周 长 是 面积 (数值 ) 两 倍 的 三 角形 . 


4. 证明“ 方程 zz + y = z? 满 足 (z,y) = 1,z 1y 的 全 部 正 整 数 解 (z,y,z) 可 表示 为 zx = 
y= 2ab,z = a? + b? Hp a,b MEa > b>0,a,b 一 奇 一 偶 , 且 (a,b) = 1 的 任意 整数 ". 


5. 证 明 ; 方 程 2 = z3 + 7 没有 整数 解 . 


6. (1999. 保加利亚 数学 竞赛 题 ) 找 出 所 有 整数 组 (z,y) ,使 得 z3 = y+ 2y2 +1 


7.(2000 西班牙 数学 竞赛 题 ) 解 方程 组 | 了 171=1 
[z]+[y]=1 


8.( 第 39 届 IMO 题 ) 试 确定 使 ab? + b + 7 整除 ao26 + a + b 的 全 部 正 整数 对 (a , b) 


9.(1999. 台湾 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 求 使 方程 (x + 1)”*! + 1 = (z +2)**! 成 立 的 所 有 正 整 数 解 . 


10.( 第 52 届 波 兰 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 求 方程 r + 200019 = r! + 20000 的 整数 解 . 


B 组 


1. 求 所 有 正 整数 m,n ,使 得 1! +2!+…+m! = n° 


2.( 第 52 届 波 兰 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 已 知 [ =] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 , 则 方程 
3z-[I10x3z+V 卫 -TI0x35+82 =-80 
的 解 的 个 数 为 ñ 


3. 求 所 有 互 不 相同 的 正 整数 ,使 它们 的 积 等 于 它们 的 和 . 


4.(1998. 莫 斯 科大 学 数 力 系 人 学 考试 题 ) 有 多 少 不 同 的 整数 对 (z,y) 满足 方程 z? = 4y? + 2025 


5. 证 明 ;z? + y? + z? = brys 仅 有 整数 解 z= y= = = 0 


6.(1998. 加 拿 大 数学 奥林匹克 况 赛 是 求 泣 足 下 面 方程 的 实数 a: [号 ]+ [号 ]+ [2 ] = ,其 中 
[z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 . 


7. 证 明 :对 任何 正 整数 m, 同 余 方 程 6zy - 2z — 3y + 1 三 0(modm ) 都 有 整数 解 ,但 不 定 方程 6xy 
-2z-3y+1=0 没 有 整数 解 . 


8. (2000. 拉脱维亚 数学 竞赛 题 ) 求 方程 x(z + 1) = y HERSE. 


9. it a,b 为 正 整数 ,ab + 1 1 az + b AEN EEE 是 平方 数 . 


10. 确定 所 有 实数 对 (a ,5) Ealo] = 6[av] 对 一 切 正 整数 "成 立 ([z] 表 示 近 工 的 最 大 整数 ) . 


11. 证 明 : 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 面积 不 能 是 平方 数 . 


12.( 第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 已 知 zx,y 是 互 素 的 自然 数 ,k 是 大 于 1 的 自然 数 , 试 找 出 
满足 :3" = Z + 冰 的 所 有 自然 数 , 并 给 出 证 明 . 


数论 中 的 存在 性 问题 


§5.1 知识 要 点 与 基本 方法 


I. 概念 : 

例 :(2000. 第 41 届 IMO 试 题 ) 确定 是 否 存在 满足 下 列 条 件 的 正 整数 n ,使 得 ”恰好 能 够 被 2000 个 
互 不 相同 的 质数 整除 , 且 2" + 1 能 够 被 n 整除 . 

这 就 是 一 个 数论 中 典型 的 存在 性 问题 ,由 此 例 ,我 们 不 难得 到 如 下 概念 : 

在 数论 问题 中 回答 满足 一 些 条 件 的 某 对 象 存在 或 不 存在 的 问题 我 们 称 之 为 数论 存在 性 问题 , 它 与 
其 它 数学 存在 性 问题 在 理论 上 是 一 样 的 ,区 别 是 ,其 内 容 是 数论 知识 方面 的 . 
I. 基本 方法 

解决 数论 存在 性 问题 没有 什么 死 的 方法 ,也 没有 什么 固定 的 程式 ,所 用 知识 是 普遍 的 ,采取 的 方法 
也 是 灵活 多 样 的 

但 由 于 数论 存在 性 问题 是 数学 竞赛 中 难度 较 大 的 ,并 且 又 是 常见 的 题 型 ,因此 ,对 其 解决 的 方法 我 
们 给 出 大 致 的 归纳 如 下 : 

1. 反 证 法 . 

2. 数学 归纳 法 ， 

3. 按 摸 分 类 . 

4. 高 斯 函数 . 

5. 试验 ,猜想 ,证 明 . 

6. 构造 法 

(1) 按 归 纳 方式 构造 

(2) 用 阶乘 构造 

(3) 用 非 十 进 制 记 数 构造 . 

7. 数论 知识 的 综合 运用 . 


$5.2 赛 题 精 讲 


1. 关于 反 证 法 
例 1 已 知 是 已 确定 的 正 整数 ,r = f(k) 是 使 满足 1 < r< n BBS SSE 1 < k < n tb 
数 上 对 应 的 函数 , 且 当 ki < ka BEA f(k1) < f(k;). ER FERN m(1< m < n),Ë# f(m) = m 
恒 成 立 . 
【分 析 】 因 的 大 小 不 知道 ,函数 /的 对 应 关系 情况 复杂 , 故 很 难 确定 符合 条 件 的 m ,不 妨 用 反 证 
法 . 
证 明 : 车 对 任何 1 < m 达 n 的 m, 均 有 f(m) 取 mm, 则 由 f(1) 宇 1 和 f(1) 了 1, 可知/(1) 宇 2. 于 
E,fQ)> f) 22,B f(2) >2,X. f(2) 关 2. 故 f(2) > 3, 同 理 可 得 f(3) 宇 4,…,f(n - 1) Z n, 
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Am) 2 n + 1.55 1< f(n) < n FA. 
故 ,存在 整数 m (1 < m < n) AE f(m) = m. 
2. 关于 数学 归纳 法 . 
例 2 (第 26 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 在 黑板 上 依次 写 出 数 a = 1,az,a3,… ,法则 如 下 :如 
果 an - 2 为 自然 数 且 未 写 出 过 , 则 写 ani = a, - 2, 否 则 就 写 os+l = a, + 3, 证 明 :所 有 出 现在 该 序列 中 
的 完全 平方 数 都 是 由 写 在 它 前 面 的 那个 数 加 3 得 到 的 . 
【分 析 】 关键 是 根据 在 黑板 上 写 数 的 法 则 ,归纳 证 明 : < Sm R}, ass= ak + 5, 继 而 ,考虑 平方 数 
被 5 除 的 余数 特征 . 
证 明 :首先 用 归纳 法 证 明 如 下 断言 :" 当 n = Sm 时 ,由 1 到 n 的 所 有 自然 数 全 都 被 写 出 , 且 asm = 
Sm - 2, 而 对 于 任何 上 入 Sm ,都 必 有 ars = a, + 5.” 
当 n = 5 时 ,依据 法 则 有 
ai= l>a =a +3=4 
—a =a - 2-2 
—ac =a +3= 5 


=a; =a- 
— as = as +3 = 6. 
假定 当 n = 5m 时 ,由 1 到 Sm 的 所 有 整数 均 已 被 写 出 , 且 asm = Sm - 2. 于 是 , 接 下 来 的 5 个 数 就 
只 能 是 sw+l = Sm + 1, 
asm+2 = asm + 3 = Sm +4 
asmi3 = aswaa -2 = Sm + 2 
lasm+4 = asm+3+ 3 = 5m + 5 
asm+s = dasm+4 2 = 5m + 3 
如 此 即 完成 了 归纳 过 程 . 
进而 考虑 到 平方 数 被 5 除 的 余数 只 能 是 4.1 和 0, 又 显然 出 现在 序列 中 的 被 5 除 余 4,1 和 0 的 数 ,都 
是 通过 写 在 它 前 面 的 那个 数 加 3 得 到 的 ,因此 命题 得 证 . 
例 3 (第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥林匹克 竞赛 题 ) 证 明 :存在 无 穷 多 个 合 数 ,使 得 3"! - 2"! 是 ”的 
倍数 . 
证 明 :… 只 要 z 与 y 为 不 相等 的 整数 ,k HARAN z- yla- y 
… BRES -271 可 被 ”整除 ,注意 到 n 为 合 数 ,可 知 ,只 要 2: | n -1 ° 
n-1=k+2' 
WHR r = 3 ,y = 2 时 ,就 有 
3" 21 m ge 262 = (32) _ (2 yk 
= 
可 被 z - y = 3* - 2 = ”整除 
于 是 n-1=3 -22 -1 
要 外 成 立 ,只 要 2:13* -1 
下 面 用 归纳 法 证 明 :对 一 切 自然 数 +, 数 32 1 都 可 被 2 整除 . 
当 t = 1 时 ,结论 显然 
假设 对 + = m 时 结论 成 立 ， 
则 当 上 = m+1 时 ,有 


3™ -1= (3 + DG -1) 


Page BI 


前 一 因子 3”+ 1 可 被 2 整除 ,后 一 因子 3?”- 1 由 归纳 假设 可 知 可 被 2"?? 整除 . 
Ñ r= m +1 时 ,3 一 1 可 被 2? 整除 . 

从 而 对 一 切 自然 数 +, 数 3” - 1 都 可 被 2? 整除 . 

… 存在 无 穷 多 个 合 数 n ,使 得 3”! — 2"! 是 n 的 倍数 . 

【评注 】 注意 到 n = 3* - 27, 22 

则 显然 ”为 合 数 . 

此 因 :32 -2 = 322 ”一 222 

= (3 + 2 )(37 

3. 关于 按 模 分 类 

按 模 分 类 可 以 实现 “大 ”向 小",“ 多 ”向 “ 少 ”, “无 限 " 向 "有 限 ", 无 序 " 向 有 序 ”,“ 不 定 " 向 “确定 ” 
的 转化 . 

例 4 非常 数 的 正 整数 无 穷 数列 1a,1 满足 递 推 关系 anı = 2an + 1 或 2a, - 1,m = 1,2,……, 求 
证 :数列 |a,| 中 至 少 有 一 项 为 合 数 . 

【分 析 】 本 题 关键 是 考察 a, 的 取 值 情况 ,a, 的 取 值 由 ai 确定 ,但 a, 可 有 2 个 取 值 ,as 可 有 4 个 取 
值 ……,an 可 有 2"! 个 取 值 ,因此 ,无 法 确定 a. 用 什么 办 法 可 把 不 定 的 递 推 关系 转化 成 确定 的 递 推 关 
系 呢 ?我 们 想到 了 *“ 模 ”. 因 a, 均 为 奇数 (n > 2) , 故 按 mod 2 分 类 不 行 ,可 考虑 mod 3. 

证 明 : 由 于 1a,| 是 递增 数列 ,不 妨 设 a, > 3( 否 则 去 掉 前 面 若干 项 即 可 ). 

(i) # ai = 0( mod 3), 则 3 1 ai, 得 证 . 

(i # a) = 1(mod 3) ,al 为 质数 ( 若 al 为 合 数 已 得 证 ) 

对 aa = 2a; + 1, 有 az 兰 0(mod 3), 得 证 ， 

对 az = 2a; - 1, 有 az = 1(mod 3), 从 而 ， 

对 ay = 2a + 1, 有 ay = 0(mod 3), 得 证 . 

对 a3 = 2az - 1,# as = 1(mod 3), 从 而 ， 

… 或 者 得 证 ,或 者 a, = 1(mod 3). 

BMH a) = a> = e = a, = + 三 1(mad 3) 

则 arl=2a -1 

于 是 ao -1= 2(as - 1), 从 而 

anı = 2'(a - 1) +1 

应 用 费 马 小 定理 ,得 

aa, = 2% (a; - 1) + 1= (a; - 1) + 1 =0(mod ai) 


1 1 


= (3 2 Qty 
站 


a1 | da, 

Ta, 为 合 数 ,得 证 . 

Cii) 车 a, = 2( mod 3) ,可 类 似 于 (ii ) 进行 讨论 . 
4. 关于 高 斯 函数 的 应 用 


y= [z] 叫 高 斯 函数 ,记号 [z] 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 m| ] = 0,[- 0.128] =- 1, 
[19.98] = 19 等 等 .含有 记号 [z] 的 数学 问题 ,一 方面 因为 它 是 整数 ,所 以 经 常 与 数论 问题 联系 在 一 起 ， 
再 则 [z] 满足 不 等 式 z - 1 < [z] < z < [z] + 1, 因 而 借助 于 不 等 式 又 容易 使 问题 得 到 解决 


数论 问题 中 有 一 类 是 与 高 斯 函数 有 关 的 存在 性 问题 ,解决 时 应 抓 住 高 斯 函数 的 特殊 性 来 解 题 . 下面 
的 例子 还 得 注意 归纳 法 的 应 用 . 


例 5 (1999. 台 湾 省 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 设 非 负 整数 列 cl ,a2,… ,alteo ,对 于 任意 的 整数 i,j, 且 
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i + j S 1999,#Í a, + aj S ais; 三 ai+aj+1, 证 明 :存在 实数 工 , 使 得 对 于 n= 1,2,…,1999, 有 an = 
[nz]. 

分 析 与 证 明 : 

本 题 是 证 明 存在 z, 使 a。= [nz], 根 据 高 斯 函数 定义 ,应 有 

nr = 1 < a, < nz < an 


即 <r 
" n 
这 个 不 等 式 应 对 n = 1,2,…,1999 都 成 立 .于 是 ,x 应 该 同时 属于 1999 个 区 同 [各 ,4 ] ,可 以 想 
象 出 来 ,如 果 x 存在 , 则 z 应 为 全 的 最 大 者 


我 们 取 x = max 
这 样 ,只 要 证 明 对 一 切 m € 11,2,…,19991 ,都 有 


=" yx > 
m " 


an) 
a) 


即 可 ,也 就 是 


Gmtl in 
Sm > ln 
m n 


Nam + n > ma, (2) 
我 们 采用 数学 归纳 法 证 明 这 个 不 等 式 . 
当 mm = n = 1 时 , 式 (2) RE. 
设 m,n 均 小 于 时 , 式 (2) 成 立 . 
当 m,n 中 较 大 的 一 个 为 时 ,有 两 种 情况 : 
(Dn = ,此 时 设 n = gm + r,0 < + < 加 ,由 已 知 有 
an < ay, + a, + 1 S aig-1)m t am + a, + 2 < S qa,, + a, + q 
由 归纳 假设 ran + > ma, I 
ma, < mqa,, + ma, + mq 
< mas + ra, + r + mq 
= max + mq + r 
= ma, t" 
HRD 成 立 . 
(Dm = kim = qnt+r0<r<n 
由 题 设 ,有 
a, 2 aq, + a, È qa, + a, 
Nam > nqa, + na, 
Nam + n Z nqa, + na, + n 
= ma, — ra, + na, + n 
> ma, 
这 最 后 一 步 是 由 归纳 很 设 na, +n > ra, 
FERO 成 立 . 
以 上 我 们 证 明了 式 (2) 成 立 ,从 而 ,对 一 连 串 区 间 [ Se ,222 ] 中 ,只 要 = 取 % 的 最 大 者 ,就 能 满足 是 
目 要 求 . 
例 6 (1987. MO 预选 题 ) 证 明 :对 任 一 个 自然 数 k(k 之 2), 存 在 一 个 无 理 数 , 使 得 对 每 一 个 自然 
数 m,[r"] =- 1(mod k) 
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【分 析 】 ”如何 考虑 结论 [mm] 三 -1(mod) 呢 ? 这 相当 于 [1”] + 1 = 0(modk) ,但 是 带 有 取 整 记号 
不 便于 思考 .应 注意 到 一 个 事实 ,如 果 0 < S < 1, 则 mm + s" = [1"] + 1. 于 是 ,问题 转化 为 是 否 存在 这 
样 的 无 理 数 r 和 0 < s < 1, 使 得 r" + s” 能 被 上 整除. 同时 又 知道 这 样 一 个 事实 , 若 r + * 5 B 都 是 整 
数 , 且 + 与 都 能 被 上 整除 时 ,对 正 整数 m,r” + s” 也 能 被 整除 .这 样 ,问题 又 转化 为 是 否 存在 这 
样 的 无 理 数 + 和 0 < >Ç 1, 使 得 r + * 与 rs 都 是 整数 且 能 被 上 整除 ,这 使 我 们 想到 韦 达 定 理 . 

证 明 :首先 证 明 , 当 r + * 与 rs 为 整数 , 且 能 够 被 整除 时 ,对 所 有 正 整数 m,” + s” 也 是 整数 , 且 
能 被 上 整除. 

设 -r+s= kp,rs = kq IEP k RESH, p.q 是 整数 , 则 

r? + s? = (r+ s)? -2rs = k?p? - 2kq = k(kp? — 2q) 

HD r? + 2 是 整数 , 且 能 被 整除. 

假设 > + sr t s? I] 0... l "1 都 是 整数 且 能 被 整除 ,由 于 

ma m hrt s) tr) -rs(rm ?+ m2) 

则 ”+ s" 是 整数 , 且 能 被 整除. 

于 是 ,用 数学 归纳 法 完成 了 证 明 . 

下 面 只 需 证 明 , 存 在 这 样 的 Ms ,其 中 r 是 无 理 数 ,s 满足 0< s < 1,r + s 和 rs 是 整数 , 且 能 被 & 
整除 ,为 此 ,考虑 方程 

x2— kpr + kq = 0 

如 果 r,s 存在 , 且 0 < * < 1, 则 必须 满足 不 等 式 组 . 

À = k?p? -4kg>0, 
< 人 Ey VE Aka <1 


ol 

b>q>0 
显然 ,对 任 一 自然 数 k(k 三 2) ,这 样 的 整数 p,q 是 存在 的 . 
为 使 > 是 无 理 数 ,只 要 k?p? - 4kq 不 是 完全 平方 数 即 可 . 
为 此 选择 9 = k,MJ k?p? 一 44 = k?p? — 4) 
当 k=2 时 k?p? -4kg = 05 A = k?p - 4kq >0 矛 盾 . 
M 2>23B, k? - 4 是 完全 平方 数 , 设 妇 -4 = W k? - 
(k+¿)(k-4)= 4 
HT k + 上 与 4 -上 具有 相同 的 奇偶 性 ,所 以 不 存在 两 个 不 同 的 偶数 之 积 为 4. 
BD ”如 一 4 不 是 完全 平方 数 . 
从 而 k?p? - 4k? 不 是 完全 平方 数 ,这 时 r 就 是 无 理 数 . 
此 时 ,0 < s < 1, 则 
r" + s = [r"]+1=0(moadk) 

5. 关于 试验 ,猜想 ,证 明 的 存在 性 问题 
例 7 h= JI171. 求 证 :存在 无 穷 多 个 正 整数 nf 石 ,7，… 厂 除 以 给 出 互 不 相同 的 余数 . 


= 2 不 符合 题目 要 求 . 


= 4,#f 


í 
试验 :3:1,11,111,1111,…,11…1,…2 不 符合 ;3 除 以 石 ,了 ,的 余数 分 别 是 1,2,0;4,5,6,7,8 


均 不 符合 ;9 除 以 五 一 有 的 余数 分 别 是 1 ~ 8 及 0;10,11 也 非 所 求 .但 12 以 后 的 试 算 就 变 得 复杂 ,甚至 
不 可 能 ,停止 . 回顾 我 们 试 算 的 结果 ,可 以 作出 猜想 : 

n=3,r € N°. 

证 明 : 

(i) 对 r 用 归纳 法 可 证 明 3 | fr ,但 3"*! 1 Iy ( 留 给 读者 ) 
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(ü) 用 反 证 法 证 明 1 , 1,…, 1, 是 mod n 的 完全 剩余 类 (n = 3°). 
EH i < j=<3,lË 1, = lj(mod 37), 则 由 万 = 10.5-;+ 乒 及 (10,37) = 1593711; 
即 ”存在 正 整数 上 < 3" ,使 3 | l. k 为 最 小 的 这 种 数 , 设 3" = p.k + s,0< < k 
ar = hG(1007DE +... + 10% + 1) + r, ORE Io = 0),X 371 1.311 
wy 
于 是 s=0, 有 k13" k =F ,1<t<r 
BGA 31 1s. 但 3 13 Y 1 = 及 .此 与 3" 1 1 FA. 
例 8 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 自然 数 n ,使 得 
nl2"+2,n-112"+1. 
试验 ,显然 ,n 三 2,… 从 2 开始 试 算 . 
212+22-1122+1 
342 + 2,4 二 2 + 2,.5 十 25 + 2 
6126+2 且 5125+1 
再 往 下 试验 ， 
THR +2,84 +1.9*2 +2 
如 果 再 继续 试验 就 麻烦 了 ,不妨 思 考 以 上 成 立 的 两 个 数 2 和 6. 
6 可 以 写成 22 + 2 
经 试验 2 +2127 +2,25 +112% 1 
这 是 因为 2 + 2 = 66,25 + 1 = 65, 而 
2% 4+2 = 2(2% + 1) 
= 2(25+1)(292+25+…+25+1) 
于 是 6612%+2 
因 2%+1=(2"+1 
= (26+1)(20 -24+…-25+1) 
又 有 6512% + 1. 
由 以 上 试验 可 以 猜想 出 , 当 n12" +2 且 nn 一 112"+1 时 ， 
2" +2127242, 有 2 +11212+1 
下 面 我 们 证 明 这 个 结论 ,这 就 把 讨论 存在 性 问题 转化 为 一 个 结论 确定 的 论证 性 问题 . 
证 明 :显然 ,2122+2,2-~1122+1 
假设 存在 n E N, 使 得 
a12"+2 且 n-112"+1 
由 nn12"+2 可 知 ,21n,4n 
H n 一 112" +1 可 知 ,存在 € N, 使 得 
2"+1=(n-1)k 
其 中 2m -1,24 
2", 1= 20-Dk+1 
= (27! +1)M,MEN 
于 是 27+112+1 
对 此 式 两 边 同 乘 以 2, 有 
加 
由 于 n12"+2,41n,M| 
2" + 2 = nt,t 为 奇数 . 
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22+1=2+1=(2+UDTTEN 

即 有 2"+1122?2+1 

于 是 当 ml2"+2m2-112"+1,21n,4f+n 时 , 必 有 
242122 且 2+112 424+1 


因此 ,由 nn = 2 可 生成 2 + 2 = 6,25+ 2 = 66,2% +2,… 等 等 .如 此 下 去 ,可 以 得 到 无 穷 多 个 符合 


题目 要 求 的 自然 数 n. 
6. 构造 法 


首先 指出 的 是 ,构造 的 思索 过 程 , 实 如 同 摸 着 石头 过 河 , 走 一 步 看 一 步 ,通过 不 断 的 修正 * 姿 " 出 符 


合 要 求 的 对 象 . 
(1) 按 归纳 方式 构造 . 


例 9 (第 27 届 美国 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 证 明 ,对 任意 n € N,n > 2, 存 在 一 个 由 n 个 整数 构成 


的 集合 《, 使 得 对 5 中 的 任意 两 个 不 同 的 数 a,6, 均 有 (a - b)? 1 ab. 
证 明 :我 们 对 ”采用 归纳 的 构造 . 
Ñ n = 2 时 , 取 Ç, = 11,2| 即 可 
设 n = 上 时 ,存在 含 上 个 元 素 的 集合 
& = laaz sal 
满足 条 件 , 即 对 任意 1 i< j< kA 
(a = aj)? lan; 
令 A = al…ak, 考 虑 如 下 的 上 + 1 48%. 
A,A +a A +a, A +a 
构成 集合 ú. MADRE G. 满足 题 中 的 条 件 . 


DPE] 上 述 归纳 的 关键 是 令 A = aya ERA Gu = 1A,A+ aiA+aa 


例 10 ”对 任意 n 三 2, 证明, 存在 ”个 不 同 的 正 整数 ai ,aa,a,…,av 使 得 
(ai= a)i laita) (i¥j,ij=1,2,.,n) 

证 明 :用 归纳 方式 构造 

ld ea 

假设 已 有 n 个 正 整数 a， < a, < < av 符合 要 求 , 则 n + 1 个 数 
an!,a„! + ajsan! + ayanl + an 符合 要 求 . 


事实 上 
falta) tal - 2. GD eye (i = 1,2, ey 


(an! + ai) - an! 
ARM i > j,(i,j = 1,2,…,n), 则 
Can! + ai) + (a,! + a;) 
(an! + a;) ~ (an! + aj) 
_ 2(a,1) + a; + a, 
a; = aj 

"a, -aj)l(a +a) 《归纳 假设 ), 且 
Cai 一) 12(an!), 所 以 ,A € N° 

(2) 用 阶乘 构造 


A= 


Atal 


例 11 证 明 :可 把 正 整数 集 N' 分 拆 成 两 个 子 集 A, 忆 ,使 得 A 中 任 3 个 数 都 不 成 等 差 数列 ,而 且 不 


存在 由 B 中 无 穷 多 个 数 构成 的 等 差 数列 . 
证 朋 : 令 A= |n!+nin EN, 
B=N-A 
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车 也 中 含有 首 项 为 ai, 公差 为 d 的 无 限 长 等 差 数 列 , 则 此 数列 中 的 一 项 
At [ee 7 ija 

=(atd)!+(a +d)€ A 

与 所 设 矛 盾 , 故 B 中 不 会 无 穷 多 项 组 成 的 等 差 数 列 . 

又 对 任意 正 整数 m > n > 过 1 有 

(k!+&k)+ (m! +m) 

> m! +m Z m(n!) + m 


Z 3(n!) + m 
=2(n!) + (n!)#+ m 
>2(n! +n) 


所 以 ,A 中 任 3 数 不 成 等 差 数列 . 

(3) 采用 非 十 进 制 记 数 构造 . 

例 12 证 明 :可 以 用 4 种 颜色 对 正 整数 1,2,… ,2000 染 色 , 使 它 不 会 有 由 7 个 同色 数组 成 的 等 差 数 
列 . 

证 明 :问题 等 价 于 把 集合 

t = 11,2,…,20001 
分 拆 成 4 个 非 空子 集 Mi , M2, M3, Ms ,使 得 

M, Ü M, = $(i # j),M, U M> U Ms U M. = £ 

因为 6x 7? > 2000, 所 以 ,5 中 的 每 个 数 都 可 以 表示 成 至 多 4 位 的 7 进 制 数 (aped )?. ZH a,b,c,d 
€ 10,1,2…,61 

ÜA; = {(eked)7 | (abcd); E Y, b # isc # isd Ż ili = 1,2,3,4. 

对 任意 x E《, 由 于 每 个 7 进 制 正 整数 末 3 位 数 上 至 少 有 1,2,3,4 中 的 一 个 数字 未 出 现 ,例如 z 的 
末 3 位 数 中 未 出 现 4, 则 x € As, 所 以 ， 

AUA; UA, UA. = t 

下 证 :集合 Ai(i = 1,2,3,4) 中 不 含 由 7 项 构成 的 等 差 数 列 - 

反 设 某 个 A, 中 含有 由 7 项 构成 的 等 差 数列 :a,a + d,…,a + 6d(a 为 首 项 ,d 为 公差 ) . 

车 7+d, 则 上 述 7 个 数 模 7 两 两 不 同 余 ( 即 构 成 一 个 模 7 的 完 系 ) ,从 而 ,这 7 个 数 中 必 有 一 个 , 它 除 
以 7 的 余数 为 i, 即 为 它 的 7 进 制 表示 中 的 末 位 数 为 i, 蔬 盾 . 

车 7td,72+d, 仿 上 可 得 到 这 个 等 差 数列 中 必 有 一 项 , 它 的 7 进 制 表示 中 从 右 数 的 第 三 位 数字 为 i， 
矛盾 

# TP | d, W 6d 三 6x7 > 2000, 矛 盾 . 

综 上 证 得 集合 Ai(i = 1,2,3,4) 中 任意 7 个 数 不 成 等 差 数列 ,最 后 , 令 

Mi = A1, M2 = A2 N Ai,M3 = As N A, N Az, M: = A, DÀ, N A; nA, 得 到 符合 要 求 的 分 


H. 
7. 关于 数论 知识 的 综合 运用 

例 13 〈2000. 第 41 届 IMO 试 题 ) 确定 是 否 存在 满足 下 列 条 件 的 正 整数 n,n 恰好 能 够 被 2000 个 互 
不 相同 的 质数 整除 , 且 2" + 1 能 够 被 n 整除 . 

【分 析 】 本 题 是 数学 归纳 法 ,整除 知识 ,代数 变形 的 综合 运用 . 

由 于 题目 中 所 要 确定 的 ,是 恰好 可 被 2000 个 互 不 相同 的 质数 整除 , 故 可 考虑 用 数学 归纳 法 证 明 
一 个 更 一 般 的 命题 - 

证 明 : 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 ”对 于 每 一 个 整数 a > 2, 存 在 一 个 质数 p 满足 p | a + 1, 但 p 不 能 整除 a + 1. 

证 :假设 对 某 个 a > 2, 引 理 不 成 立 , 则 a? - a + 1 的 每 一 个 质 因 子 都 要 整除 a + 1 ,而 恒等式 a- 
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a +1= (a +1)(a -2)+3 说 明 能 够 整除 a? - a + 工 的 唯一 质数 是 3, 换 言 之 ,oz - a + 1 是 3 的 方 宕 ， 

又 … 从 假设 有 3 整除 a + 1, 即 a + 1 是 3 的 倍数 ,…a -2 也 是 3 的 倍数 ,于 是 a? - a + 1 能 够 被 
3 整除 ,但 不 能 被 9 整数 , 故 得 a? - a + 1 恰 等 于 3- 

另 一 方面 ,由 a > 2 知 az - a + 1 > 3,… 矛盾 ,从 而 引 理 得 证 . 

接 下 来 证 明 一 个 更 一 般 的 命题 : 

“对 于 每 一 个 自然 数 人 ,一 定 存在 一 个 自然 数 ”满足 1 (2" + 1).3 | n, 且 恰好 能 够 被 个 互 不 相 
同 的 质数 整除 .” 

X k = 1 时 ,n = 3 即 可 使 命题 成 立 . 

假设 当 k = m,m 2 1 时 ,命题 成 立 . 

当 = m +1 时 ,因为 n 1 (2" + 1),n 可 以 写成 3:. +(1 1,34) 的 形式 , 则 n 必 为 奇数 ， 

H 31(2 -2"+n) 

利用 恒等式 

2+1= (2"+1)(2" -2"+1) 

可 知 3n 1 (23" +1) 

根据 上 面 引 理 ,存在 一 个 奇 质数 p 满足 p 1 (23" + 1). 但 p 不 能 整除 2" + 1, 于 是 ,自然 数 n(k + 1) 
= 3p n(k), 即 满足 命题 对 于 + 1 的 要 求 ,归纳 法 完成 . 

例 14 〈2002. 第 19 届 希 腊 数 学 奥林匹克 竞赛 试题 )(1) 正 整数 p,q,r,a 满足 jg = ra?, Hr ER 
Kpa ERER: p,q 中 有 一 个 是 完全 平方 数 ?(2) 是 否 存在 素数 p ,使 得 P(22+1 - 1) 是 完全 平方 数 . 

解 :(1) 设 户 = pihi ptr pang = 911922…go 和 ,a = ariaz afi IEP p,q, an SHRB, H 
(Pisa) = 1, 则 有 

Ph ° patt putin ° Qh" ° qiga = ran + auesal 

由 于 -是 素数 , 则 p,g 中 不 被 ~ 整除 的 那个 数 一 定 是 完全 平方 数 . 

(2) i p2”! - 1) = 2 

X p = 2 时 , 则 如 = 14, 不 可 能 ， 

当 p >2 时 , 设 p = 2g +1, 由 于 户 | 妇 , 所 以 户 16, 设 0 = pa, WH p(2°* - 1) = pr?a?, 即 

(29 - 1) (2951 + 1) = pa? 

HT p 是 案 数 ,(2"1 - 1,291 + 1) = 1, 由 (1) T02 一 1 = R2 41 = 22 

3626 -1= 2.W| 291 = c2+1. 由 于 g 之 1, 则 41201, 而 4 人 (c?+1), 矛 盾 . 

#2 +1 = e, W2 = c2-1= (ec 一 1)(c+1), 于 是 c-1=2%,c+1=2%, 且 gi < gg 
+q = 9g+1, 所 以 有 29 -24 = 2,2%(29”9 -1) = 2 

若 2% = 1, 则 gl = 0,2%-m -1= 2 矛盾 . 

车 2% = 2, 则 qi = 1,2%% -1=1,9 -gl=1,9:=2, 于 是 g9=2, 户 = 5, p2”! -1) = 5x 
63 不 是 完全 平方 数 , 因此 ,不 存在 正 整数 p ,使 得 p(22*! - 1) 是 完全 平方 数 . 
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85.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 证 明 : 对 任何 整数 ”> 12, 存 在 一 个 边 为 整数 而 其 面积 在 n 与 2n 之 间 的 直角 三 角形 . 


2. 若 A 与 是 三 位 正 整数 ,A* BARA MB 连 写 而 成 的 六 位 正 整数 , 试 求 出 所 有 的 A 和 有 ,使 得 
A,B,B - A,A * B 和 4 二 有 都 是 完全 平方 数 ， 


3. 是 否 存在 整数 人 ,使 映射 (z,y) 一 zz + kry + 交 ,z,yE Z 的 象 集 是 自然 数 集 N? 


4. n 是 给 定 的 大 于 1 的 正 整 数 ,求证 ;存在 唯一 的 正 整数 A < n i n [E] 


S. 证 明 :对 于 任意 的 非 负 整 数 ",19 x 8" + 17 是 合 数 . 


6. 对 任意 n 2 2, 证 明 :存在 n 个 连续 正 整 数 ,使 它们 都 不 是 加 的 形式 .这 里 p 是 质数 ,q 是 大 于 1 
的 正 整数 ， 


B 组 


1. 证 明 :存在 无 穷 多 个 正 整数 "满足 :对 nz + 3 的 每 一 个 质 因子 p ,都 可 以 找到 一 个 正 整数 ,使 有 
<n, #HA pik? +3 
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2. 除 了 (zx,y,z) = (n,n,n) 之 外 ,不 定 方程 (z+ y+ z)? = 9(z2y+ yz + zzzr) 还 存在 其 它 整数 
解 吗 ? 


3.(1985. 加 拿 大 数学 奥林匹克 ) 求证 , 当 且 仅 当 存在 某 个 正 整数 ,使 得 n = 21 时 ,2"! 能 整除 


n! 


4. 设 wln) 表示 自然 数 n 的 素 因数 的 个 数 ,” > 1, 证 明 : 存 在 无 穷 多 个 n ,使 得 
wln) < wn+1) < wln +2) 


5. 设 5= |z1z 过 0, 其 4 进 制 表示 中 只 含 0,1|,z 是 不 属于 的 任意 非 负 实数 ,求证 :存在 yE Ç, 
使 ES 


6. 证 明 : 存 在 两 个 严格 递增 数列 |a,i Ribl iE alan +1) 1(b2+1) (n=1,2,) 


7. 证 明 : 数 列 |2" - 31,(n = 2,3,…) 中 存在 无 穷 子 数列 ,使 其 中 的 项 两 两 互 质 . 


8.(2001. 第 15 届 韩 国 数学 奥林匹克 ) 设 p, 是 从 最 小 的 质数 2 开始 递增 的 第 n 个 质数 .例如 ; 思 = 
2,p2= 3,p3= Spn 

(1) EA n >10,r ÆME2<r<n-2,n-r+1< p, 的 最 小 整数 ,定义 NN, = spi pr pa 一 
LIEP S = 1,2,…,p,. 证 明 :存在 j,1 <; < 户 ,使 得 p.p... p. 均 不 整除 NN;; 

(2) 用 (1) 的 结论 , 求 所 有 整数 m ,使 得 

Pari < Pipa Pm- 


集合 .映射 .映射 法 


$1.1 知识 .方法 ,技能 


这 一 讲 主要 介绍 有 限 集 的 阶 ,有 限 集 上 的 映射 及 其 性 质 . 这些 在 与 计数 有 关 的 数学 竞赛 问题 中 应 用 
极 广 ,是 参赛 者 必 不 可 少 的 知识 . 
1. 有 限 集 元 素 的 数目 
1. 有 限 集 的 阶 

有 限 集 A 的 元 素数 目 叫做 这 个 集合 的 阶 , 记 作 | A 1 [或 n(A)] 
2. 集 族 的 阶 

E M 为 由 一 些 给 定 的 集合 构成 的 集合 , 则 称 集合 M 为 集 族 . 

设 A 为 有 限 集 , 由 A 的 若干 个 子 集 构成 的 集合 称 为 集合 A 的 一 个 子 集 族 , 求 满足 一 定 条 件 的 集 族 
的 阶 是 一 类 常见 的 问题 

显然 ,车 | A 1= n, 则 由 A 的 所 有 子 集 构成 的 子 集 族 的 阶 为 2" 
T. 映射 ,映射 法 

定义 1: 设 X 和 Y 是 两 个 集合 (二 者 可 以 相同 ). 如 果 对 于 每 个 zxE X ,都 有 惟一 确定 的 yE Y 与 之 
对 应 , 则 称 这 个 对 应 关系 为 X P| Y 的 映射 , 记 为 X 一 了 或 TE X— y € Y. 这 时 ,y = flr) E Y 称 为 
r € X 的 象 ,而 z 称 为 y 的 原 象 .特别 当 X 和 YY 都 是 数 集 时 ,映射 / 称 为 函数 . 

定义 2: 设 /为 从 X 到 Y 的 一 个 映射 

(1) 如 果 对 于 任何 ri, zz € X ri # za, 都 有 (zi) Z f(r;) WFE /为 单 射 ; 

(2) 如 果 对 于 任何 y E Y, 都 有 + € X, 使 得 f(z) = y, 则 称 了 为 满 射 ; 

(3) 如 果 映 射 三 既 为 单 射 又 为 满 射 , 则 称 三 为 双 射 ; 

(4) 如 果 /为 满 射 且 对 任何 y E Y, 恰 有 X 中 的 mm 个 元 素 zi > 
esm IEK 三 为 (倍数 为 m 的 ) 倍数 映射 

定理 1 设 X 和 Y 都 是 有 限 集 ,f 为 从 X 到 Y 的 一 个 映射 

(1) 如 果 了 为 单 射 , 则 X < Y I; 

(2) 如 果 f 为 满 射 , 则 | X >l Y |; 

(3) 如 果 f 为 双 射 , 则 1 X 1=| Y: 

(4) 如 果 f 为 倍数 为 m 的 倍数 映射 , 则 | X 1= m | Y | 

这 个 定理 的 结果 是 显然 的 . 

定理 2 HARK A = laaz anl f 是 A 到 A 上 的 映射 , 记 filz) = flr), frite) = 
[f(z)](z € A,r EN"), 则 f 是 一 一 映射 ( 即 双 射 ) 的 充 要 条 件 是 :对 任意 a € A, 存 在 m; € N" 1 < 
mi < n, 使 得 fala) = a M hla) Z als E N*`,1< s< m- l). 

证 明 : 必 要 性 . 若 f 是 双 射 , 则 (a) = as( 此 时 m = 1) RE fila) = a, 闫 .在 后 一 种 情形 下 ,不 可 能 有 
hla) = fila) = ai. 否则 ,ai 在 A 中 有 两 个 原 象 a 和 a ,与 f 是 双 射 不 合 ,而 只 可 能 有 了 (a) = a( 此 时 mm = 
DRE bla) = a 2 aa WR (a) = ss, 则 依 同 样 的 道理 ,不 可 能 有 f(a) = fa) = aivaa, 而 只 可 能 有 
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xm, 使 得 f(x) = y,i = 1,2， 


f(a) = a( 此 时 m = 3), 或 者 6(a) = as Z aia ap WERS. 

因为 A 是 有 限 集 ,所 以 经 过 有 限 次 ( 设 经 过 m 次 ) 后 ,有 f(a) = a (a) Za (s€ N' <s < 
m 1). 

这 表明 当 f 是 双 射 时 ,对 任 一 a € A 都 存在 着 映射 力 : 

有 一 和 

在 这 个 映射 圈 中 , 诸 元 素 互 异 , 且 1<m < n(m = 1 时 ,只 有 一 个 元 素 a). 

充分 性 .如 果 对 任意 a € A 存 在 m € N` 1 < m; < n, tË f, Cai) = a; T Silai) £ als €N, 
1<:< m) RRA A 中 任 一 元 素 a 出 发, 都 可 以 得 到 一 个 包含 mi 个 互 异 元 素 的 映射 图 ,显然 f 
是 双 射 

定理 3 “在 命题 1 的 条 件 下 , 若 对 a € A FEE mi € N Ëf, (a) = a, 则 对 任意 t€E N' ,有 fu (ai) 
= a. u 


这 是 明显 的 事实 ,证 明 从 略 . 


8$1.2 赛 题 精 讲 


例 1 设 集合 A = |x! 1< x<200,x = 4k+1,keZzl, 集 合 B= ly! 1< y<300,y = 3k 
-1kEZIRIANBI. 

解 : 形 如 4k + 1 的 数 可 分 三 类 ; 

121 + 1,121 + 5,121 + 901 € Z) ,其 中 只 有 形 如 121 + 5 的 数 是 形 如 3k - 1 的 数 . 

令 1< 122 + 5< 20000 € Z) 

Go < ¿< 166, A N B = 15,17, ,1997}, FVA | A N B != 167 

例 2 集合 A = 10,1,2,…,91,B1,B,,…,B, 为 A 的 非 空子 集 族 ,并 且 当 ;i jat, | B, N B I< 
2, 求 n 的 最 大 值 . 

解 :首先 考虑 至 多 含 三 个 元 素 的 A 的 非 空子 集 族 ,它们 共有 Clo + Cl + Ch = 175 个 ,这 说 明 nm 
>175 

下 证 ,nwex < 175. 事 实 上 , 设 DD 为 满足 题 设 的 子 集 族 .车 BE D, H | B12 4,82 b € B,N B 
H B- |b| 不 能 同时 含 于 DD, 以 B15| 代 B, 则 DD 中 元 素数 目 不 变 . 仿 此 对 DD 中 所 有 元 素数 目 多 
于 4 的 集合 日 作 相应 替代 后 , 集 族 D 中 的 每 个 集合 都 是 元 素数 目 不 多 于 3 的 非 空 集合 , 故 nm < 
175. 

所 以 nma = 175 

在 许多 问题 中 ,计数 对 象 的 特征 不 明显 或 混乱 复杂 难以 直接 计数 ,这 时 可 以 通过 适当 的 映射 将 问题 
划 归 为 容易 计数 的 对 象 , 然 后 再 解决 ,从 而 取得 化 难为 易 的 效果 . 

例 3 设 S = 11,2,…,n|,A 为 至 少 含 有 两 项 的 公差 为 正 的 等 差 数 列 ,其 项 都 在 S 中 且 当 将 S 的 
其 他 元 素 置 于 A 中 之 后 , 均 不 能 构成 与 A 有 相同 公差 的 等 差 数列 . 求 这 种 A 的 个 数 (只 有 两 项 的 数列 也 
视 为 等 差 数列 ). 

解 : 当 n = 2k 为 偶数 时 ,满足 题 中 要 求 的 每 个 数列 A 中 必 有 连续 两 项 ,使 其 前 一 项 在 集 {1,2,…， 
| ük + 1,k + 2, 2k] 中 各 任 取 一 数 ,并 以 二 数 之 差 作为 公差 可 以 作出 一 个 满足 要 求 的 数列 A. 容 


易 看 出 ,这 个 对 应 是 双 射 . 故 知 A 的 个 数 为 刀 = 2° 


H n = 2k + 1 为 奇数 时 ,情况 完全 类 似 .惟一 的 不 同 在 于 这 时 第 二 个 集合 1+ 1,k+2,…,n| 有 
+ 1 个 元 素 . 故 A 的 个 数 为 E(k +1) = (n? - 1)⁄4 

例 4 (1991. 全国 高 中 联赛 试题 ) 设 a, 为 下 述 自 然 数 N 的 个 数 :NN 的 各 位 数字 之 和 为 n 且 每 位 数字 
都 只 能 取 1.3 或 4. 求 证 对 每 个 自然 数 nan 都 是 完全 平方 数 . 
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证 明 : 记 各 位 数字 之 和 为 n 且 每 位 数字 都 是 1 或 2 的 所 有 自然 数 的 集合 为 S, ,并 记 | S, | = fa W 
A. = 1, = 2, R n 2 3BFf# f, = fait fno RERE A 恰 为 菲 波 那 契 数列 . 

作对 应 S, € Mi 一 M 如 下 : 先 将 M 的 数字 中 自 左 至 右 的 第 一 个 2 与 它 后 邻 的 数字 相 加 ,其 和 作为 
一 位 数字 ;然后 再 把 余下 数字 中 第 一 个 2 与 它 后 邻 的 数字 相 加 ,所 得 的 和 作为 下 一 位 数字 ; 依 此 类 推 , 直 
到 无 数 再 相 加 为 止 .所 得 的 新 自然 数 M 除 最 后 一 位 数 可 能 为 2 之 外 ,其 余 各 位 数字 均 为 1.3 或 4. 若 记 
所 有 M BREXT, , 则 容易 看 出 ,上 述 对 应 是 由 S, P| T, 的 双 射 .从 而 有 | T, 1= | S, | = fa BER 
有 

fs = a, + asan = 3,4,--- ° 

对 于 任 一 数字 和 为 2 ,各 位 数字 均 为 1 或 2 的 自然 数 M, 必 存在 正 整数 上, 使 得 下 列 两 条 之 一 成 立 : 

(1)M 的 前 位 数字 之 和 为 

(2)M 的 前 位 数字 之 和 为 n - 1, 第 上 + 1 位 数字 为 2 


则 立即 可 得 

fa = + pn = 2,3,.. @ 
由 中 各 得 到 

arn + azn-2 = fan = f2 + fla 

arn- fè =- (arn-2 = fha) @ 


因为 az = 1,a3 = 2,a4 = 4,f2 = 2, 所 以 as - f? = 0. 于 是 由 Q 递 推 即 得 

ax = f2,n = 1.2,3,--- 

即 a, 为 完全 平方 数 . 

【评注 】 运用 映射 法 解 题 的 关键 ,在 于 巧妙 地 构造 一 个 一 一 映射 ,映射 法 不 仅 用 于 计数 , 且 在 与 计 
数 有 关 的 其 它 问题 的 解决 上 发 挥 着 威力 ,再 看 一 例 . 

@s (1983. AIME) 对 |1,2,3,…,nl 的 所 有 非 空子 集 , 定 义 一 个 惟一 正确 的 “交替 和 "如 
下 :按照 递减 的 次 序 重新 排列 该 子 集 , 然 后 从 最 大 的 数 开始 交替 地 减 或 加 后 继 的 数 (例如 11,2,4， 
6,91 的 交替 和 是 9-6+4-2+1=6,15| 的 交替 和 就 是 5). 对 ”= 7, 求 所 有 这 种 "交替 和 "的 
总 和 ， 

解 : 记 N = l1,2,3,- nl M = 112… 

N' = ||n,aiaz a} lara," 

M = |lai,az sa} | a1,a2, sa € M} 

再 证 N PÉR in, anaal 5 M PER laiaz arl 对 应 , 显 见 这 N 到 NN 的 一 一 对 应 . 

因为 | N 1 与 1M” ! 均 为 2 , 且 两 数组 lal,aa,…,at| inanar a) 的 "交替 和 " 恰 为 mn， 
因此 所 有 “ 交 答 和 ”的 总 和 为 n 27. 

特别 地 , 当 n = 7 时 ,得 “交替 和 ”为 448 

应 用 映射 还 可 以 证 明 某 些 与 计数 相关 的 不 等 式 和 等 式 .这 时 可 以 通过 分 别 计 数 来 证 明 等 或 不 等 ,也 
可 以 不 计数 而 直接 通过 适当 的 映射 来 解决 问题 . 

Mo 将 正 整 数 写成 若干 个 1 和 若干 个 2 之 和 ,和 项 顺序 不 同 认为 是 不 同 的 写法 ,所 有 写法 种 数 
记 为 a(n). 将 nn 写成 若干 个 大 于 1 的 正 整数 之 和 ,和 项 顺序 不 同 认为 是 不 同 的 写法 ,所 有 写法 的 种 数 记 
H Pin) REREN n, A aln) = B(n +2) 

证 法 一 :将 每 项 都 是 1 或 2, 各 项 之 和 为 n 的 所 有 数列 的 集合 记 为 A, ,每 项 都 是 大 于 1 的 正 整数 ,各 
项 之 和 为 n 的 所 有 数列 的 集合 记 为 B, , 则 问题 就 是 证 明 | A, | = | B,,2 1 ,显然 ,只 需 在 两 集 之 间 建 立 一 
个 双 射 就 行 了 


设 (abazman) = a € An IEP a;, = aj, = = a, =2,1< i < < < a < m, RRN 
a; HHIH atarte +a, = n 
令 
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bi = ají + az t + ai, 


= £ se 
bz = Gia t disa ai, 


= nta, 2 +" +a, 
b = a, ta, 2 <, 


= Pawa 
ba = aiti t Oi? 十 am+2 


b = (brby, sbe, besi) ° 
MJ 5 € B... 

定义 

A, 3ab€ By ©® 


则 f 为 双 射 .事实 上 ,车 ae,a' € A,, 且 a Z a”, 则 或 者 数列 a fla” 中 2 的 个 数 不 同 ,或 者 2 的 个 数 相同 
但 位 置 不 全 相同 .无 论 哪 种 情形 ,由 〇 D 和 四 知 6 = /(a) 与 5 = f(a”) 不 同 , 即 /为 单 射 . 另 一 方面 ,对 
任何 5 € Buz, 利 用 @ 式 又 可 确定 a € A, (EIF f(a) = 5, 即 了 为 满 射 ,从 而 /为 由 A, P| B,., 的 双 
a. 

证 法 二 :使 用 证 一 中 的 记号 A, MB, 对 于 任意 的 (a1,a2,…,am-1,am) = a € A... $ a = lar, 
ayam-1) .显然 , 当 am = 1 时 ,a” € Ansi am = 2 时 ,aE Al, 容 易 看 出 ,映射 


Ana D aL>a' € Anı U A, 


是 双 射 , 故 有 aln +2) = aln +1) + a(m). 注 意 到 a(1) = 1,a(2) = 2, 便 知 a(n) = fa ZBA 为 
非 波 那 契 数列 ， 


对 于 任意 的 (0 bw- 名) = b € Ba? 
,_ |b, ba) 当 & = 2 
bo) — b >2 


MU b, = 2 时 ,b” = 281, € Bai b, > 2 时 ,6 € Bu+i, 容 易 验证 ,映射 
Ba D b— b € Ban U B, 
为 双 射 , 故 有 p(n + 2) = B(n + 1) + PCr). REA BC) = 1,B(4) =2, 所 以 B(n+2) = f, = a(n) 
证 法 三 :显然 有 all) = 1 = B(3),a(2) = 2 = 8(4), 即 命题 于 nn = 1,2 时 成 立 . 
设 命题 于 n < k + 1(k 22 1) 时 成 立 , 须 证 当 n = +2 时 命题 成 立 .既然 命题 于 n = k,e + 1 时 都 
成 立 , 故 存在 An 与 BB,2、Aswi 与 Brea 之 间 的 双 射 及 与 v1. 令 
fla) ža € A 
N= (aala) Hae Am 
则 f BA, U Ari 到 Bes U Bess 的 双 射 . 
对 于 任意 的 (a1,a2,…,am-1,am) = a € Ar 和 任意 (b1,62,…,b) = b € Bez U Bus: + 
A 当 o =2 
A. Ba, = 1 
p a |b tD € Ba M b € B. 
O l(6nbxb +1) € Bers MD € Bpa 
则 映射 g: An D a — a’ € Ar U Arsi 
h:Ba2 U Biss D b bE Br 
都 是 双 射 ,从 而 复合 映射 
hfrg:At2 D a — b € Ben 
为 双 射 , 故 有 alk + 2) = B(k + 4), 于 是 由 数学 归纳 法 知 命题 对 所 有 自然 数 ”都 成 立 . 
例 7 (1950. 莫 斯 科 数学 竞赛 题 ) 某 城 市 有 公共 汽车 10 条 线路 , 现 知 沿 其 中 9 条 线路 可 走 饥 所 有 车 
站 ,但 沿 其 中 任何 8 条 线路 不 能 走 遍 所 有 车 站 , 问 至 少 有 多 少 个 不 同 的 车 站 ? 
分 析 与 解 :此 例 是 如 下 问题 的 特殊 情形 - 


a' = (araz"sas-i) € 
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设 A= A UAU UAS = 14442,Ai. 若 (i)S 中 每 r 个 元 素 交集 不 空 ;(iD 每 r+ 1 个 
元 素 的 交集 为 空 集 , 问 ( 工 ) | A | EDESSA) 当 | A | 最 小 时 , 集 | Ai | 为 多 少 ? 

对 于 ( 工 ), 这 可 考虑 是 标 集 11,2,… ,Al BE r EFR liii lÆ A, N A, NN A, tF 
任 取 一 个 元 素 a. 作 映射 /:( 记 ,i2,…,i,) 一 a, 则 了 是 足 标 集 的 r 元 子 集 的 集合 到 A 的 一 个 单 射 .事实 
上 ,车 i,j2,…,j,1 也 对 应 于 a, 则 会 形成 + + 1 个 集 的 交 不 空 ,矛盾 . 故 | A | 不 少 于 足 标 集 的 = 元 子 集 
的 个 数 , 即 | A 12 C; 

HF) ABE A HE S 中 任 取 其 余 7 个 集 ,它们 的 交集 至 少 有 一 个 元 (不 空 ) ,而 此 交集 与 A, 
取 交 为 空 集 .由 于 有 Ci- 种 不 同 取 法 , 故 | A, ISI Al- Gm. 当 1A1= Cç Bl, | A, IS Cr-1. 

另 一 方面 ,A; 与 S 中 任 选 y - 1 个 其 余 的 集 取 交 ,至 少 有 一 个 元 ,从 而 1 A, | 三 CE. 

这 说 明 , 当 | A | 取 最 小 值 CY 时 ,每 个 A, 的 阶 | A; | 都 是 Cr , 故 得 原 题 答案 至 少 有 45 个 车 站 . 

88 设 系数 o 为 整数 ,不 全 为 0 的 方程 组 为 

aT + antt +a = 0 


anzi + anr2+ e + atn = 0 


amlzl + am272 十 … + Amtn = 0 

试 证 :在 n > 2m 时 ,有 一 组 整数 解 ( zi,zz,…,zs) 满足 

0 < max | z, IS n(max | aj |) 

分 析 与 解 先 假定 n = 2m, 设 A = max | aj 1,B = mA ,集合 X= |(zi,zz,""",z,) U z, 1 B, 
i=12,.% nl,Y = (yy ym) 11 y IS nAB,i = 1,2,---,ml| ERS fi y, = anx + anza + 
tar (Meh i= 1,2,…,m) 是 从 X 到 Y 的 映射 (因为 | y II an lela +l alel rz1+ +1 
an |* | z, IS nAB) 

因 1XI= (2B + 1)" = (2mA + 1)?” = (4m?A? + 4mA + 1)" > (2nAB + 1)” = | Y 1,4 f — 
定 不 是 单 射 ,也 就 是 说 ,X 中 所 有 两 个 不 同 元 素 ( 工 1 ,x 2，…,zx, ),(z1 ,zx“2，,…,z”,) 具有 相同 的 象 . 

ajs z - ajj = 1,2,.,n, 则 (zi,x2,…,za) 是 方程 组 的 解 ,并 且 0 < max | x |< max 
| z, lt+max| z”, IS 2B = nA. 

如 n > 2m, 由 上 面 所 证 ,方程 组 有 解 (zi,za,…,z2n,0,0,…,0) 满足 0 < max | z, IÇ 2mA < nA 

【评注 】 此 例 是 从 反面 运用 单 射 来 探索 求解 的 . 

映射 法 还 可 以 与 其 他 方法 结合 起 来 使 用 ,而 且 大 多 数 竞赛 题 是 这 种 类 型 . 例如 映射 法 可 与 抽 层 原 
理 ,构造 法 、 反 证 法 等 各 种 方法 结合 起 来 . 

例 9 (1992. IMO 试 题 5) it aryz 是 空间 直角 坐标 系 , S 是 空间 中 的 一 个 有 限 点 集 ,S,, S, S, 分 别 
是 S 中 所 有 点 在 坐标 平面 oyz ,ozr ory 上 的 正 投影 所 成 的 集合 .求证 : 

ISISI S, i S, 1e S41 


证 明 :对 每 点 (i,j)) € S,, 令 
Ti = lx,i,)) I (z,i,j) € S} 


由 柯 西 不 等 式 有 
ises 224: D in sse DD (T 0 
ums, us, unes, 
考虑 集合 V = >) (Ty x T;), 其 中 Ty x Ty = l(n,t) 1 tist € Tl 
uies, 
显然 ,1V1= D IP 


upes, 
定义 映射 了 如 下 
V ((æ,i,j) (x ,i,j)) > ((z,j),(z”,i)) € S, X S-, 不 难看 出 7 为 单 射 , 因 此 有 
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IVISIS, I! S. 1 @ 
h O, H I SI? SI S, lel S, 141 S.! 
例 10 (1992. 日 本 奥林匹克 预选 赛 题 ) 设 集合 A = |1,2,…,10| ,A 到 A 的 映射 了 满足 下 列 两 个 条 


@ 对 任意 xz E A, falz) = x 

加 对 每 个 上 LE Z, ,1 三 上 二 29, 至 少 存在 一 个 a € A ,使 得 大 (ea) Aa 

求 这 样 的 映射 的 总 数 . 

解 :注意 到 10 = 5+ 3+ 2,30 = 5 x 3 x2. 这 提示 我 们 将 A 划分 成 三 个 不 相交 的 子 集 

A = ialyaza3ya4yasl U lbi,bz,by| U creat 

因为 了 满足 条 件 D 和 四 ,所 以 了 是 A 到 A 上 的 双 射 ,并 且 由 定理 2 的 证 明 过 程 得 知 A 中 存在 映射 
图 ,因此 ,定义 映射 

f: f(ai) = az, f(az) = as, f(as) = as, f(as) = as, flas) = asi f(bi) = bz, f(b2) = bs, f(b) 
= bi;f(e) = czf(cz) = c) 

因为 30 E 5.3.2 的 最 小 公 倍 数 , 故 由 定理 2 和 定理 3 知 了 是 满足 题目 条 件 O 和 O 惟一 的 一 类 映 
射 . 

因此 ,f 的 总 数目 相当 于 从 10 个 元 素 中 选取 5 个 ,再 从 剩 下 的 5 个 中 选取 3 个 ,最 后 剩 下 的 两 个 也 选 

上 ,它们 分 别 作 贺 排列 的 数目 , 它 等 于 

(ci 4)(G .20(G - 1!) = 120960 

例 11 (1996. 日 本 数学 奥林匹克 预选 赛 题 ) 设 集合 A = |1,2,3,4,5,61 ,映射 :A 一 有 A, 其 三 次 复 
ARN SeSe /是 恒 等 映 射 ,这 样 的 /有 多 少 个 ? 

解 :因为 集合 A 上 的 三 次 复合 映射 是 恒 等 映 射 ,所 以 定理 2 和 定理 3 推 知 符合 条 件 的 映射 /有 三 类 ; 

(1)f 是 恒 等 映 射 

(DA 中 存在 一 个 三 元 映射 图 a -> b -> c ~ a(a,b,c 互 异 ) ,而 其 他 三 个 元 素 是 不 动 点 ; 

(3)A 中 存在 两 个 三 元 映射 间 a — 0 一 c 一 a 和 a 一 b 一 c 一 a (a,b,c,a’ bc ER). 

类 型 (1) 的 f 只 有 1 个 . 

对 于 类 型 (2) , 先 从 6 个 元 素 中 选 出 3 AER, a,b,c 的 方法 有 GG = 20 种 ,又 a、b、c 作 圆 排列 有 (3 
- 1)! = 2 种 , 故 这 样 的 f 有 20x2= 40 个 . 

对 于 类 型 (3) ,首先 6 个 元 素平 分 成 两 组 有 已: 2 = 10 种 分 法 ,每 组 分 别 作 圆 排列 又 有 (3 - 1)!(3 一 
1)! = 4 种 方式 ,所 以 这 样 的 /有 10 x 4 = 40 个 . 

综 上 所 述 ,所 求 的 /有 1+ 40 + 40 = 81 个 

例 12 (1988. 国 家 集训 队 选拔 考试 题 ) 把 正三 角形 ABC 的 各 边 n 等 分 ,过 各 分 点 在 人 ABC 内 作 各 
边 的 平行 线 , 得 到 的 图 形 叫做 正三 角形 ABC 的 格 点 阵 . 


(1) 求 其 中 所 有 边 长 为 十 1 BC | HAPA: 

(2) 求 其 中 所 有 平行 四 边 形 的 个 数 . 

WEK ABEB ACEC IER | BB' 1=1CC' |= 二 1BC1. 作 
出 正三 角形 AB'C’ 的 n+ 1 格 点 阵 (图 了 -6-1-1). 边 BC 上 有 n+ 
2 个 点 ,依次 编号 为 0,1,2,…,n + 1. 在 全 ABC 中 边 长 为 十 1 BC | 的 区 
形 可 以 按 边 不 平行 于 BC、AC S AB 分 为 三 类 .容易 看 出 ,这 三 类 中 姜 形 
个 数 相同 . 边 不 平行 BC RYKKE | BC 1 的 所 有 姜 形 集合 记 作 S. 由 正 


整数 1,2,…,n 组 成 的 所 有 有 序数 对 (i,j) ,i < 所 构成 的 集合 记 作 工 . 
很 明显 , | T 1 = CQ BEE EFGH € S, 延 长 它 的 两 条 邻 边 HG 5 GF, 
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分 别 交 BC 于 点 i 5;,1< i < j< n,W(;,;) € T. 令 (ij) ERE EFGH 在 S 到 T 的 映射 Pp 下 的 
像 .这 样 便 建立 了 S SIT HRH p. 容易 验证 ,映射 "是 双 射 .因此 ,1 S1=1T1= 饲 . 所 以 所 求 的 边 长 
为 十 | BC | 的 莹 形 个 数 为 aC 

其 次 ,将 平行 四 边 形 按 边 不 平行 于 BC、AC 与 AB 分 为 三 类 ,这 三 类 的 平行 四 边 形 个 数 应 相同 , 边 不 
平行 BC 的 所 有 平行 四 边 形 集合 记 作 V. 非 负 整 数 0,1,2,…,n +1 构 成 的 所 有 有 序 四 元 数组 (i,j,k,1)， 
0 三 i<j<k<1 志 n+1 构 成 的 集合 记 作 W. 很 明显 ,| W |= Ch. i a Æ V 中 平行 四 边 形 ,延长 
它 的 四 条 边 分 别 交 B'C’ 于 点 i,j,k,1, 其 中 0<i<j<k<l<n+1, 则 B= (ijk, EWS 
是 a 在 V 到 W 的 映射 p 下 的 像 .这 样 便 定义 了 V 到 W 的 一 个 映射 p. 容 易 验 证 ,q 是 双 射 .因此 ,| V | = 
1 W 1 = C4,2. 从 而 所 求 平行 四 边 形 的 个 数 为 3C+,> 


81.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.(1983. 高 中 联赛 ) 在 六 条 棱 长 分 别 为 2,3,3,4,5,5 的 所 有 四 面体 中 ,最 大 的 体积 是 多 少 ?证 明 你 
的 结论 . 


2.(1984. 高 中 联赛 ) 在 A ABC 中 ,P 为 边 BC 上 任意 一 点 ,PE // BA ,PF // CA, 若 Sangc = 1, 证 
W: Same Sare 和 Scopear 中 至 少 有 一 个 不 小 于 总 


3.(1988. 高 中 联赛 ) 在 坐标 平面 上 ,是 否 存在 一 个 含有 无 穷 多 条 直线 hll, 的 直线 族 , 它 
满足 条 件 :( 工 ) 点 (1,1) E hn = i(H)K,a = av 一 各 ,其 中 Ki 是 ri 的 斜率 ,as 和 加 分 别 
B, 在 z 轴 和 > 轴 上 的 截 距 ,nm = 1.2,--;(HM)K,K,, 二 0,m = 1,2,…? 并 证 明 你 的 结论 ， 


4.(1987. 高 中 联赛 ) 在 坐标 平面 上 ,纵横 坐标 都 是 整数 的 点 为 整 点 , 试 证 :存在 一 个 同心 圆 的 集合 ， 
使 得 ( 1) 每 个 整 点 都 在 此 集合 的 某 一 贺 周 上 ;( l) 在 此 集合 的 每 个 圆周 上 ,有 且 只 有 一 个 整 点 . 


5.(1989. 高 中 联赛 ) 如 果 从 数 1,2,…,14 中 , 按 由 小 到 大 的 顺序 取出 a ,a2,a3, 使 同时 满足 az a) 
>35 as ~ a 3, 那 么 所 有 符合 上 述 要 求 的 不 同 取 法 有 多 少 种 ? 


6.(1992. 高 中 联赛 ) 设 集合 S, = 11,2,…,nl, 若 六 是 5, 的 子 集 ,把 X 中 的 所 有 数 的 和 称 为 X 的 
“容量 ",( 规 定 空 集 的 容量 为 0) 若 X 的 容量 为 奇 ( 偶 ) 数 , 则 称 X 为 S, 的 奇 ( 偶 ) 子 集 .( I) RIE: S, 的 
奇 子 集 与 偶 子 集 个 数 相等 .( ) 求 证 : 当 X 之 3 时 ,S, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 与 所 有 个 子 集 的 容量 之 
RF. (M) 当 ”之 3 时 , 求 S, 的 所 有 奇 子 集 的 容量 之 和 - 


也 组 


1. 设 有 P(P 之 5) 个 球 队 进行 单 循环 赛 ( 即 每 两 个 队 都 比赛 一 次 , 且 仅 比赛 一 次 ) ,又 设 人 每 场 比赛 
没有 平局 ;@ 对 任意 两 个 球 队 工 和 y, 如 工 胜 y, 则 其 余 P-2 个 队 中 , 胜 z 负 于 y 的 队 数 大 于 等 于 胜 y 负 
于 工 的 队 数 ,求证 :对 任意 两 队 A 和 B, 如 A 胜 B, 则 必 有 两 队 C 和 DD, 使 比赛 结果 是 BB 胜 C,C 胜 D,D 
HA. 


2. 对 内 角 分 别 为 30",60",90" 的 三 角形 的 顶点 和 各 边 四 等 分 点 共 12 个 点 , 染 以 红色 或 蓝 色 , 则 必 存 
在 同色 的 三 点 ,以 它们 为 顶点 的 三 角形 与 原 三 角形 相似 . 


3.(1989. IMO 预选 ) 平面 上 已 给 7 点 ,用 一 些 线段 连结 它们 ,使 得 (i ) 每 三 点 中 至 少 有 两 点 相连 ; 
CH) 线段 的 条 数 最 少 . 问 有 多 少 条 线段 ?并 给 出 一 个 这 样 的 图 形 - 


4.(1988.IMO 预选 ) 试 求 具有 下 述 性 质 的 最 小 自然 数 ,使 当 将 集合 11,2,…,n| 任意 分 成 两 个 不 
相交 的 子 集 时 , 必 可 从 其 中 之 一 选 出 三 个 数 ,其 中 两 个 数 之 积 等 于 第 三 数 . 


5.(1990. IMO PA) 试 求 所 有 正 整数 K ,使 得 集合 Z = 11990,1991,…,1990 + K | 可 以 分 解 成 不 交 
的 子 集 A 与 已, 且 使 两 集中 元 素 之 和 相等 . 


6. 在 圆周 上 给 定 2n -1(n 宇 3) 个 点 ,从 中 任 选 n 个 点 染 成 黑色 , 试 证 一 定 存在 两 个 黑 点 ,使 得 以 它 
们 为 端点 的 两 条 弧 之 一 的 内 部 ,恰好 含有 n 个 给 定 的 点 . 


7.(1988. 国家 集训 选拔 ) 把 正 A ABC 的 各 边 等 分 ,过 各 分 点 在 A ABC 内 作 各 边 的 平行 线 ,得 到 


的 图 形 叫 做 正 A ABC 的 = 格 点 阵 ,( 工 ) 求 其 中 所 有 边 长 为 工 1 BC 1 的 菱形 个 数 ;( | ) 求 其 中 所 有 平行 
四 边 形 的 个 数 . 


8.(1990. 国家 集训 练习 ) 设 M = |1,2,…,201 ,对 于 M 的 任 一 九 元 子 集 S, fS) 取 1 至 20 中 的 一 
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个 整数 (1 < /(S) 和 20) ,证明 :存在 M 的 一 个 十 元 子 集 工 ,使 得 所 有 的 KE T, 都 有 TIKEK. 


9.(1991. 国家 集训 选拔 ) 在 一 个 车 厢 中 ,任何 m(m > 3) 个 旅客 都 有 惟一 的 公共 朋友 ( 当 甲 是 乙 的 
朋友 时 , 乙 也 是 甲 的 朋友 ,任何 人 不 作为 他 自己 的 朋友 ) , 问 在 这 车 啉 中 ,朋友 最 多 的 人 有 多 少 个 朋友 ? 


WE" “SF 5 “B° 


$2.1 知识 方法、 技能 


所 谓 " 抽 居 ""“ 容 斥 " “极端 ", 是 指 * 抽 屠 原 理 , 容 斥 原理 ,极端 原理 ” 
I. 抽 屠 原则 

10 PERKA 9 个 抽 层 中 ,无 论 怎么 放 ,一 定 有 一 个 抽 屠 里 放 了 2 个 或 更 多 个 苹果 . 这 个 简单 的 事 
实 就 是 抽 层 原则 .由 德国 数学 家 狄 利克 雷 首先 提出 来 的 .因此 ,又 称 为 狄 利克 雷 原则 . 

将 苹果 换 成 信 、 鲍 子 或 鞋 ,把 抽 层 换 成 信 简 . 鲍 笼 或 鞋 盒 , 这 个 原则 又 叫做 信 简 原则 、 鲍 笼 原则 或 鞋 
盒 原则 . 抽 民 原则 是 离散 数学 中 的 一 个 重要 原则 ,把 它 推 广 到 一 般 情形 就 得 到 下 面 几 种 形式 : 

原则 一 :把 m 个 元 素 分 成 上 类 (m > n) ,不 论 怎么 分 ,至 少 有 一 类 中 有 两 个 元 素 

原则 二 :把 m 个 元 素 分 成 类 (m > n) 


O) i n m 时 ,至 少 有 一 类 中 含有 至 少 型 NER 
(2) 当 nm 时 ,至 少 有 一 类 中 含有 至 少 [让] + 1 AER. 


HP nl m 表示 是 mm WAR, ntm ER n 不 是 mm em. Um] 表示 不 超过 好 的 最 大 整数 

原则 三 :把 m, + m2 + … + m, 一 n +1 个 元 素 分 成 n 类 , 则 存在 一 个 ,使 得 第 上 类 至 少 有 mi 个 
元 素 . 

原则 四 :把 无 穷 多 个 元 素 分 成 有 限 类 , 则 至 少 有 一 类 包含 无 穷 多 个 元 素 . 

以 上 这 些 命题 用 反 证 法 极 易 得 到 证 明 , 这 里 从 略 . 

一 般 来 说 ,适合 应 用 抽 导 原则 解决 的 数学 问题 具有 如 下 特征 :新 给 的 元 素 具有 任意 性 ,如 10 个 苹果 
eb 可 以 随意 地 一 个 抽 层 放 几 个 ,也 可 以 让 抽 层 空 着 . 同时 县 沦 十 有 在 作 全 是; 题目 中 常 含 
AEDA ee”, 1” 等 词语 ,其 结论 只 要 存在 ， 
不 必 确 定 ， 即 不 需要 知道 第 几 个 抽 必 故 多 少 个 革 果 ， 

对 一 个 具体 的 可 以 应 用 抽 层 原则 解决 的 数学 问题 还 应 搞 清 三 个 问题 : 

(1) 什么 是 “苹果 "? 

(2) 什么 是 “ 抽 层 "? 

(3) ER 、 抽 层 各 多 少 ? 

用 抽 层 原则 解 题 的 本 质 是 把 所 要 讨论 的 问题 利用 抽 层 原则 缩小 范围 ,使 之 在 一 个 特定 的 小 范围 内 
考虑 问题 ,从 而 使 问题 变 得 简单 明确 . 

用 抽 层 原则 解 题 的 基本 思想 是 根据 问题 的 自身 特点 和 本 质 ,并 清 对 哪些 元 素 进行 分 类 , 找 出 分 类 的 
规律 . 

用 抽 层 原则 解 题 的 关键 是 利用 题目 中 的 条 件 构造 出 与 题 设 相关 的 “ 抽 屋 ” 

I. 容 斥 原理 

当 我 们 试图 对 某 些 对 象 的 数目 从 整体 上 计数 碰 到 困难 时 ,考虑 将 整体 分 解 为 部 分 ,通过 对 每 个 部 分 
的 计数 来 实现 对 整体 的 计数 是 一 种 明智 的 选择 .将 整体 分 解 为 部 分 也 就 是 将 有 限 集 X 表示 成 它 的 一 组 
两 两 互 异 的 非 空 真子 集 A1,A2,…A, 的 并 集 , 即 X = A, U A2 U … U An- RIK p = JAL An Anl 
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叫做 集合 X 的 一 个 覆盖 , 一 个 特殊 情况 是 , 集 族 p 中 的 任意 两 个 集合 都 不 相交 ,这 时 我 们 称 集 族 ç 为 集 
合 X 的 一 个 (完全 ) 划分 .如 果 o 为 集合 X 的 划分 , 则 对 集合 X 的 计数 可 通过 熟知 的 加 法 公式 
1X1=|1 A l+] Az 1+| A3 1+… +) Ani e° 
进行 ,但 是 ,要 找到 一 个 划分 并 且 其 中 所 有 子 集 易于 计数 的 有 时 并 非 易 事 .我 们 可 以 考虑 通过 对 任意 的 
集 族 中 的 子 集 的 计数 来 计算 | X | , 当 集 族 p 中 至 少 存在 两 个 集合 的 交 非 空 时 ,我 们 称 这 个 覆盖 为 集合 
X 的 不 完全 划分 . 对 于 集合 X 的 不 完全 划分 ,显然 有 
1XI<1IAI+1Az1I+…+1A。1 四 
因为 在 计算 | A, | 时 出 现 了 对 某 些 元 素 的 重复 计数 ,为 了 计算 | X | ,就 得 将 @ 式 右边 重复 计算 的 部 分 
减 去 ,如 果 减 得 超出 了 ,还 得 再 加 上 ,也 就 是 说 我 们 要 做 “多 退 少 补 ”的 工作 .完成 这 项 工作 的 准则 就 是 
容 斥 原理 .是 十 九 世 纪 英 国 数学 家 西 尔 维 斯 特 提出 的 . 容 斥 原理 有 两 个 公式 . 
1. 容 斥 公式 
定理 1 BAG = 1,2,…,n) 为 有 限 集 , 则 
DANA t+ DT ÂA @ 
证 明 : 当 nn = 20. A, N A; = B.A’, = A, /B,A = A2/B, 由 加 法 公式 有 
1AL l+ B|=| A l, | A^ 1+! BI=1 A1 
1IALUA21=1AIUA2UBI! 
=1441+1421+1B1 
= (1AI1I-1BID)+(1Az1I-1BI)+IBI 
=| A l+ Al- A NA! 


结论 成 立 . 
Ë n = 时 结论 成 立 , 则 由 
Uva I = ÜA, 1+ Arn 1-1 (a) N Ara l 


SIDA + A -VA N Am) 1 


+ , 


= X lA D IANA iet (= Dit (ÑA + Aa 1- 32 
IA QAN D 1! (A, N A.) ñ (A D A) 1- = + (- DA 
18 <; "Y 

(A QA) 


S ia- 2 IA. QA ++ (C DEIRA 1 知 ， 
i=: Igi = 
n = + 工时 结论 成 立 - 

由 归纳 法 原理 知 ,对 任意 自然 数 n ,公式 @ 成 立 . 

公式 @ 称 为 容 斥 公式 ,显然 它 是 公式 O 的 推广 . 

MRH A, 看 成 具有 性 质 P; 的 元 素 的 集合 ,那么 X = A, U A; U … U A, 就 是 至 少 具 有 n 个 性 质 
Pi Poro Pa 之 一 的 元 素 的 集合 .因此 , 容 斥 公式 常用 来 计算 至 少 具 有 某 几 个 性 质 之 一 的 元 素 的 数目 . 
2. 筛 法 公式 

与 容 斥 公式 讨论 的 计数 问题 相反 ,有 时 需要 计算 不 具有 某 几 个 性 质 中 的 任何 一 个 性 质 的 元 素 的 个 
数 , 即 | A, N A2 门 … N A, 1. 为 此 ,我 们 先 引 入 下 面 的 引 理 . 

引 理 1 设 A 关 于 全 集 1 的 补 集 为 A, 则 1 A1+IlA1=111 


3082 DA -ÔA ÑA -UA 
引 理 简单 证 路. 利用 二 引 理 改写 公式 O 便 得 
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定理 2 HAG = 1,2,…,n) 为 有 限 集 工 的 子 集 , 则 
A) = ÜA, 1=1 TI-IUA! 


= DA D IANA t+ DIAA! @ 
i ei<jEn Pe 

称 为 第 法 公式 . 
H. 极端 原理 

极端 原理 是 一 个 极为 简单 的 ,极为 重要 的 又 是 极 易 被 人 们 忽视 的 原理 , 它 的 具体 内 容 如 下 . 

1. 最 小 数 原理 (1) :在 有 限 个 实数 组 成 的 集合 中 , 必 存 在 最 小 的 数 . 

最 小 数 原理 (2): 设 N 是 自然 数 全 体 组 成 的 集合 ,车 M 是 N 的 非 空子 集 , 则 M 中 必 有 最 小 的 数 . 

2. 最 短 长 度 原理 (1) :任意 给 定 相 异 两 点 ,所 有 连接 这 两 点 的 线 中 ,以 直线 段 的 长 度 为 最 短 ， 

最 短 长 度 原理 (2) :在 连接 一 已 知 点 与 一 已 知 直线 或 已 知 平面 上 的 点 的 所 有 线 中 ,以 垂 线段 的 长 度 
为 最 短 . 
3. 规划 论 的 一 个 基本 原则 

当 点 (xz,y) 在 平面 上 一 个 区 域 P( 包 括 边界 ) 上 变动 时 ,一 次 函数 P = ar + by 在 已 上 的 最 大 值 和 
最 小 值 总 是 在 的 边界 上 达到 , 当 区 域 已 是 一 个 多 边 形 时 ,就 一 定 在 顶点 上 达到 ;如 果 已 有 一 条 边 与 直 
RIK ar + by = P 平 行 , 则 在 这 条 边 上 ar + by 的 值 都 相等 , 旦 是 最 大 值 或 最 小 值 . 

上 述 原理 还 要 注意 在 “ 反 证 法 "“ 构 造 法 "“ 列 举 法 " 中 的 运用 , 详 见 例 19, 例 20. 


$2.2 赛 题 精 讲 


例 1 (1992. 北 京 高 一 数学 竞赛 复试 试题 ) 一 个 体育 代表 团 共 有 977 名 运动 员 , 他 们 着 装运 动 服 上 
的 号 码 两 两 不 同 ,但 都 小 于 1992. 

证 明 :至 少 有 一 名 运动 员 的 号 码 数 恰 等 于 另外 两 名 运动 员 的 号 码 数 之 和 . 

【分 析 】 问题 的 核心 是 抓 住 运动 服 上 号 码 都 小 于 1992, 利 用 977 套 运 动 服 上 号 码 两 两 不 同 构造 出 
1993 个 小 于 1992 的 整数 元 素 , 以 1992 作为 1992 个 抽 层 ,于 是 , 必 有 一 个 抽 层 中 的 两 个 元 素 相等 

问题 是 如 何 构造 出 这 1993 个 小 于 1992 的 整数 呢 ?请 看 证 法 一 . 

证 法 一 : 设 体育 代表 团 的 997 名 运动 员 的 号 码 数 依次 从 小 到 大 排列 为 : 

(A)1< zl < z< z3 < < To < xo < 1992. 作 差 组 成 996 个 差 数 :zi -rili = 2,3,4,…， 
997), 则 有 

(B)1 < x; - z < z3- zj < z4- m < < zo- zi < zən = zÚ < 1992 

这 样 ,(A)、(B) 总 计 共有 997 + 996 = 1993 个 正 整数 ,这 1993 个 正 整数 都 小 于 1992, 根 据 抽 层 原 
则 ,其 中 必 有 两 数 相等 ,但 (A) 中 号 码 彼此 不 等 ,(B) 中 数值 也 彼此 不 等 .所 以 只 能 是 (A) 中 某 元 素 z, 
与 (B) PEDER  - zt 相等 , 即 

Zi- z = z, 

当头 1 时 ,zi = zi + zx, 等 式 表示 一 名 运动 员 号 码 数 恰 等 于 另 两 名 运动 员 号 码 数 之 和 的 结论 成 
x. 

Ë n = 1 时 , 即 ri - zl = zx1, 这 时 从 (B) 中 删 去 xz, — zi, 得 到 所 余下 的 (B),(B') 中 共 995 个 数 ， 
(A) 与 (B ) 共 1992 个 数 ,这 些 数 都 是 小 于 1992 的 正 整数 ,而 小 于 1992 的 正 整 数 没有 重复 时 共计 1991 
个 , 则 相当 于 将 1992 个 元 素 放 进 1991 个 抽 导 中 ,其 中 必 有 一 个 抽 层 有 两 个 元 素 , 即 由 抽 屋 原理 可 知 ,这 
1992 个 数 中 必 有 两 元 素 相等 ,并 且 只 能 是 (B') 中 的 z, - r SCA) 中 的 某 个 z, F, (Bf p Z i), A 
p- E1 = x 


BP z, = zi + z RE. 
Paoe 医 到 


但 z, 是 否 等 于 zl 呢 ?事实 上 是 不 可 能 的 ,结论 :zx A >, 

假设 zx = zi, 则 有 z, = zl + zx1, 但 前 面 已 有 x; 一 zi = ri Ë) z, = zí t zi. zi = Zp,(*) 可 是 
与 z 相等 的 x; - zl 已 从 (B) 中 删 去 了 ,从 而 ( * ) 式 蔬 盾 , 故 z, Z zl, 此 时 ,zp = zi + xi 说 明 一 名 运 
动员 号 码 z, 恰 等 于 另 两 名 运动 员 号 码 数 工 , 与 z, 之 和 的 结论 成 立 . 

综 上 可 知 ,问题 的 结论 成 立 . 证 毕 . 

【再 分 析 】 另 僻 嘴 径 , 别 有 洞 天 ,注意 列 997 个 号 码 中 最 大 的 号 码 设 为 n, 则 有 997 过 n < 1992. 这 
时 不 论 ”为 奇数 或 为 偶数 ,除去 最 大 的 数码 后 ,可 构造 小 于 等 于 其 和 为 n 的 995 个 “ 数 偶 " 抽 层 ,而 997 
个 号 码 , 除 去 最 大 的 数码 外 ,还 剩 下 996 个 数码 ,这 996 个 数码 放 入 小 于 等 于 995 的 那么 多 个 抽 层 中 , 必 
有 两 个 数码 在 一 个 抽 层 中 ,其 和 当然 为 n , 则 问题 得 证 

然而 其 和 为 ”的 小 于 等 于 995 那么 个 " 数 偶 " 抽 层 从 哪儿 构造 起 呢 ? 从 最 大 数码 n 为 奇数 或 为 偶数 
的 表示 法 :n = 2k + 1 或 n = 2k(k € Z,) 中 上 人 手 即 可 . 

另 证 如 下 

设 997 名 运动 员 号 码 数 最 大 的 为 4, 则 997 < n < 1992 

(1) 当 n 为 奇数 时 , 设 n = 2k + 1(k € Z, ), 则 除去 最 大 的 码 数 n = 2k + 1 后 ,可 构造 上 个 数 偶 ; 
(1,2k),(2,2k 一 1),(3,2k 一 2),…,(,+1) 这 上 个 数 偶 , 任 一 组 中 两 数 之 和 均 为 n 

由 于 2k + 1 < 1992, 所 以 上 < 和 995 

根据 抽 民 原理 ,其 余 996 名 运动 员 (除去 最 大 号 n 外) 的 号 码 放 在 这 个 抽 层 中 , 必 有 两 人 的 号 码 在 
同一 抽 层 中 , 即 这 个 抽 层 中 的 两 个 号 码 数 之 和 等 于 n, 则 问题 得 证 . 

(2) í ”为 偶数 时 , 设 = 2k,(k € Z,), 考 虑 (1,24 一 1),(2,2k - 2), (k -1,k = 1),(k) K k 
个 数组 中 ,前 上 - 1 个 数 侦 中 的 两 个 数 之 和 均 为 n 

由 于 2k < 1992, 则 k < 996, l k < 995 

根据 抽 展 原理 , 除 最 大 号 码 ”外 的 996 个 号 码 中 必 有 两 个 为 前 - 1 组 中 的 一 组 ,而 这 两 个 数 之 和 
均 为 n ,问题 得 证 . 

例 2 已 知 a1,a2,43,…,aw,aio 都 是 实数 ,在 集合 


a e a tata... a tat a tw | 中 至 少 有 51 个 元 素 的 数值 相等 ,求证 ; 
alva2va3…vao%yalo 中 有 两 个 数 相等 . 
【分析 】 若 令 = taa te, G, = 1,2,…,100) 应 当 看 到 一 个 明显 的 事实 ， 


Ëb = bin = 户 , 即 若 相 邻 的 两 个 卢 与 bs1 相等 , 则 有 ais1 = p (+#) 
事实 上 , 当 b = bin Bf 


artat' +a _ alta t +a; + ajn 


i i+1 


$s 


cart azt + a; ais 


“ay tagt + aj + ais = i* disg + a 
= (i+ Laim 


A apt azt" + a; + ain 
“ain = Tai =p 


而 结论 ( ) 恰 是 我 们 构造 抽 居 的 基础 ,我 们 可 以 将 相 邻 两 个 b, ,5;,1 相等 作为 桥梁 ,将 100 个 bli 
= 1,2,…,100) 每 相 邻 两 个 b; 分 别 组 成 50 个 数 偶 ,以 这 50 个 数 偶 作 为 抽 导 ,注意 到 100 个 p, 中 至 少 有 
51 个 元 素 相等 , 即 相等 的 &; 的 个 数 比 数 偶 的 个 数 至 少 多 1 个 ,于 是 据 抽 屠 原则 可 知 , 在 这 50 个 数 偶 中 ， 
必 有 一 个 数 偶 中 的 两 个 数 , 亦 即 p, Ab 相等 ,由 结论 ( * ) 便 可 知 avl = p 

其 次 ,找到 与 a 相等 的 另 一 个 a; ,可 分 成 两 种 情况 .54 = p Mb, 夭 户 两 种 情况 遵循 上 述 构造 抽 屠 
的 方法 , 即 可 证 明 在 ai(i = 1,2,…,100) 中 有 两 个 相等 


atat: 


证 明 : 令 b; = s (i = 1,2,3,…,100), 已 知 其 中 至 少 有 51 个 元 素 b, 相等 , 设 这 个 
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数值 为 p, 则 易 知 如 下 结论 . 


Ë bi = bin = pW an= p (*) 
《证 明 从 略 ) 

FE.“ b, = 户 时 , 则 al = p. br,bz, bo, bio 分 成 如 下 50 组 . 
{bisbal 163 ,bs ,1b99, by00! 


因为 在 6;(i = 1,2,3,…,100) 这 100 个 元 素 中 至 少 有 51 个 的 数值 相等 ,根据 抽 层 原则 , 必 有 一 个 数 
偶 的 两 个 数 相等 , 设 basi = bztrz = 户 ,由 (* ), 则 azs = ,于 是 

al = am 命题 成 立 

当 如 关 户 时 ,( 注 意 如 下 找到 相等 的 两 个 a, 的 方法 ) ,… bi A p ，… 相等 的 两 个 a; 中 就 不 可 能 再 有 
al 了 ,于 是 将 b2,53,…,bo9,bioo 这 99 个 元 素 分 成 如 下 50 组: 

162,b3} ,1b4,bs} =, tbog, bog} ,| biool 

N Æ bC = 2,3,…,100) 这 99 个 元 素 中 至 少 有 51 个 的 数值 相等 ,根据 抽 层 原则 ,必定 有 一 组 的 两 
个 数 相等 , 设 bom = bx, = 记 , 则 由 结论 (* ), 有 arms = p 

再 将 by,53,… bo, bio 这 99 个 元 素 换 一 种 分 组 方式 ,分 组 如 下 : 

N621, 163,641 ,***, |b99, biol 

同样 ,… Æ bC = 2,3,4,…,100) 这 99 个 元 素 中 至 少 有 51 个 的 数值 相等 ,根据 抽 层 原 则 , 必 有 一 组 
中 的 两 个 数 相等 , 设 brni = bzn+2 = 记 , 则 由 ( * ) 可 知 ,azwrz = a 

FE armii = azn+2 

综 上 所 述 ,结论 成 立 . 

例 3 (2000. 第 61 届 Putnam 大 学 教学 竞赛 题 ) 设 aj,b,,cj 为 整数 ,这 里 1 二 < N, 且 对 任意 的 j， 
É a,b,c 中 至 少 有 一 个 数 为 奇数 ,证 明 : 存 在 整数 r... 使 得 集合 |ray + sb + to | 15; <N) 中 ,至 
DHIN 个 数 为 奇数 . 

【分 析 】 ”本题 命题 起 点 为 “ 抽 层 原理 与 数 的 奇偶 性 的 综合 运用 . 

解 : 考 虞 不 全 为 零 的 7 个 数组 (z,y,z) ,其 中 工 ,y,z € 10,1| ,容易 证 明 :第 o ,b,c 不 全 为 偶数 , 则 
集合 Aj = |zu+ 35, + zc zyz € 10,11| 中 恰 有 4 个 为 偶数 ,也 恰 有 4 个 为 奇数 ,这 里 1<j 志 NN. 
当然, 在 zx = y = z = 0 时 ,zaj + yb, + zc 为 偶数 

由 上 述 结论 可 知 ,|zaj + yj + zj | zyz € 10,1| ,x,y,z 不 全 为 零 ,1 之 j 之 N| 中, 恰 有 4N 个 
数 为 奇数 . 

于 是 ,由 抽 层 原理 ,可 知 存在 一 组 数 (z,y,z),z,y,z € 10,1| ,zx,y,z, 不 全 为 零 , 使 得 {xa) + yb + 
= 11<<j < NI PESAN 108. 

【评注 】 本 题解 题 关 键 是 : | zai + 区) + zc; | zy,z € 10,11,z,y,z 不 全 为 零 ,1 入 j 之 NI 中 , 恰 
有 AN 个 数 为 奇数 ,用 抽 层 原理 得 结论 . 

例 4 (2000.CMO 题 ) 某 次 考试 有 5 道 选择 题 ,每 题 即 有 4 个 不 同 答案 供 选择 ,每 人 每 题 恰 选 1 个 答 
案 .在 2000 份 答案 中 发 现存 在 一 个 4, 使 得 任何 n 份 答卷 中 都 存在 4 份 ,其 中 每 两 份 的 答案 都 至 多 3 题 
相同 , 求 n 的 最 小 可 能 值 . 

{分 析 】 命题 起 点 为 “ 抽 居 原则 与 特例 法 的 综合 运用 .” 

解 :将 每 道 题 的 4 种 答案 分 别 记 为 1,2,3,4, 每 份 试卷 上 的 答案 记 为 (g,h ,i,j,), 其 中 g,h,i,j,k 
€ 11,2,3,4|, 令 

和 (1h jk) (2h i, jk) (3h ij) (4,h ,i,j,k)| ,hi,j,k = 1,2,3,4, 共 得 256 个 四 元 
组 . 

由 于 2000 = 256 x 7 + 208, 故 由 抽 层 原理 知 有 8 份 考卷 上 的 答案 属于 同一 个 四 元 组 ,取出 这 8 份 考 
卷 后 ,余下 的 1992 份 中 仍 有 8 份 属于 同一 个 四 元 组 ;再 取出 这 8 份 考卷 ,余下 的 1984 份 中 又 有 8 份 属于 
同一 个 四 元 组 ;取出 这 8 份 考卷 ,连同 前 两 次 取出 的 考卷 共 24 份 , 在 这 24 份 考卷 中 ,任何 4 份 中 总 有 两 
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份 的 答案 属于 同一 个 四 元 组 ,当然 不 满足 题 中 的 要 求 .所 以 ,所 求 的 最 小 值 2 25. 

另 一 方面 , 令 

t= l(g,h,i,j.k)|g+h+i+j+k==0(moda)g,h,i,j,h € |1,2,3,411 

则 !51= 256, 且 中 任何 两 种 答案 都 至 多 有 3 题 相同 ,从 中 去 掉 6 个 元 素 , 当 余下 的 250 种 答案 
中 的 每 种 答案 都 恰 有 S 人 选用 时 , 共 得 到 2000 份 答卷 ,其 中 的 任何 25 份 答案 中 ,总 有 4 份 不 相同 ,由 于 
CMRE p 中 ,当然 满足 题 中 要 求 ,这 表明 n = 25 时 可 以 满足 题 中 要 求 . 

综 上 所 述 , 所 求 的 n 的 最 小 可 能 值 为 25. 

【评注 】 上 述 解法 的 解 题 关 键 是 ,多 次 利用 抽 层 原理 得 三 25, 再 举例 说 明 n = 25 取 得 .其 中 构造 
“BUR” HIO, A ijk), (2,hrisj,k),(3,h,isjik),(4,h,i j k)l.h,i,jik = 1,2,3,4. 

例 5 (第 39 届 美国 普 特 南 数学 竞赛 题 ) 在 1,4,7,10,13,…,100 中 任 选 出 20 个 数 ,其 中 至 少 有 不 同 
的 两 对 数 ,其 和 都 等 于 104, 试 证 明之 . 

证 明 : 给 定 的 数 共 有 34 个 ,其 相 邻 两 数 的 差 均 为 3, 我 们 把 这 些 数 分 成 如 下 18 个 不 相交 的 集合 . 

111,1521,14,1001,17,97|,…,149,551. 且 把 它们 分 作 是 18 个 抽 层 ,从 已 知 的 34 个 数 中 任 选 20 个 
数 ,即使 把 前 面 两 个 抽 层 中 的 数 1 和 52 都 取出 , 则 剩 下 的 18 个 数 在 后 面 的 16 个 抽 层 中 至 少 有 不 同 的 两 
个 抽 层 中 的 数 全 被 取出 ,这 两 个 抽 展 中 的 数 互 不 相同 ,每 个 抽 层 中 的 两 个 数 的 和 都 是 104. 

【评注 】 此 例 是 根据 某 两 个 数 的 和 为 104 来 构造 抽 层 .一 般 地 ,与 整数 集 有 关 的 存在 性 问题 也 可 根 
据 不 同 的 需要 利用 整数 间 的 倍数 关系 , 同 余 关系 来 适当 分 组 而 构成 抽 层 . 

例 6 (第 28 届 IMO 第 3 题 ) 设 ri,zz,…,z 为 实数 ,满足 xz? + rh + zl + + x2 = 1, 求 证 :对 
于 每 一 整数 > 2, 存 在 不 全 为 零 的 整数 aara, 使 得 1 ai Sk -ICi = 1,2,…,n), 并 且 


laymi + azza + "+ + apta <b 

证 明 :由 柯 西 不 等 式 得 

(Izíil+1 za I+ +l z 1)? S (+ Ë + + )(z + z + + 2) 
即 zí l+tl zy l+ +l z, Vn 

所 以 当 0 入 ai 过 上 -1 时 ,有 

ail zy i+ azl zalt + a, | zn l 

<(k- Dzrltl zz |+ = +l z, 1) 

<(&-)/n 


IELO, Ck- D Vn) 等 分 成 刀 -1 个 小 区 间 , 每 个 小 区 间 的 长 度 为 (人 二 D n DV ,由 于 每 个 w 能 取 
人 个 整数 ,因此 ai | zl 1+ az | za 1+ … + an | zu | 共有 如 个 正 数 ， 由 二 原则 知 此 有 二 数 会 六 在 同一 
个 小 区 间 之 内 , 设 它们 分 别 是 a 1 为 1 与 Sar 


Izl 


eai Dersan EREE o 
很 明显 ,我 们 有 | a -ar IS<k-1,i = 1,2,- 
现在 取 


oa” (如 果 z; 2> 0) 
ai” ai (如果 z, < 0) 
这 里 i = 1,2,…,n, 于 是 可 表示 为 


Dan Sar Da 
这 里 a; 为 整数 ， 适合 1ai Lk- 1, = 1,2,- 


【评注 】 如 上 例 所 示 ， 在 证 明 存 在 条 此 有 内 最 全 相关 的 不 等 式 成 立时 ， 可 类 似 地 把 某 区 间 划 分 为 
Page 


a; 


若干 小 区 间作 成 抽 层 ,借用 抽 层 原则 来 证 明 . 

例 7 (第 20 届 IMO 第 6 题 ) 一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 六 共有 1978 人 ,用 1,2,…,1977,1978 
来 编号 , 试 证 明 : 该 社团 至 少 有 一 个 成 员 的 编号 或 者 与 他 的 两 个 同胞 的 编号 之 和 相等 ,或 者 是 其 中 一 个 
同胞 的 编号 的 两 倍 . 

证 明 : 可 用 反 证 法 来 证 明 与 本 题 完全 相当 的 下 列 问 题 :把 数列 1,2,… ,1978 按 任 一 方式 分 成 六 组 ， 
则 至 少 有 一 组 具有 这 样 的 性 质 :其 中 有 一 个 数 或 等 于 同 组 中 其 他 两 数 之 和 ,或 等 于 其 中 某 一 个 数 的 两 
倍 


假设 这 六 组 中 的 每 一 组 数 都 不 具备 上 述 性 质 ,也 就 是 说 每 一 组 数 都 具备 下 列 性 质 , 记 作 性 质 (P). 

同 组 中 任何 两 数 之 差 必 不 在 此 组 中 . 

因为 如 果 有 a,b 连同 a - 都 在 同一 组 中 ,那么 由 a = b + (a - b) 可 知 ,这 组 已 具备 题目 所 要 求 
的 性 质 . 

因 1978+6 > 329, 所 以 由 抽 展 原则 可 以 肯定 有 一 个 组 A, 其 中 至 少 有 380 个 正 整数 ,现在 从 A 中 任 
意 取出 330 个 数 来 , 记 其 中 最 大 的 那个 数 为 ai, 把 a) 分 别 减 去 其 余 329 个 数 而 得 到 329 个 差 , 它 们 互 不 
相等 且 均 小 于 1978. 由 性 质 (P), 它 们 不 会 再 在 组 A 中 , 即 应 属于 其 余 五 组 .又 因 329= 5 > 65. 再 由 抽 屋 
原则 可 以 肯定 有 一 组 B, 其 中 至 少 含有 上 述 329 个 数 中 的 66 个 数 ,从 B 中 任 取 66 个 数 且 记 其 中 最 大 的 
那个 数 为 b ,再 把 bi MERR 65 个 数 ,得 出 的 差 显然 不 再 属于 B ,当然 也 不 会 属于 A 

假如 其 中 的 某 一 个 数 和 -b ITA, T b, 与 5 分别 可 以 写 为 

bili=a-a b=a-a 

其 中 a 与 a 都 属于 A ,于 是 

bi-b= (a -a')-(a-a)=a-a 

这 就 同 A 具备 性 质 (P) 的 假设 相 违背 ,这 就 是 说 上 述 65 个 数 必 属 其 余 四 个 数组 . 

由 于 65 二 4 > 16, 所 以 至 少 有 一 组 , 称 为 C, 至 少 会 有 上 述 65 个 整数 中 的 17 个 ,反复 进行 上 述 推理 ， 
最 后 可 得 一 数组 下, 其 中 至 少 会 有 两 个 数 ,大 数 与 小 数 之 差 是 一 个 小 于 1978 的 正 整数 ,可 是 它 不 在 A 、 
B.C.D.E.F 的 任 一 组 中 ,这 显然 是 一 个 巴 盾 ,这 矛盾 说 明 至 少 有 一 组 数 不 具 备 性 质 (P). 即 题目 的 结 
论 是 正确 的 . 

【评注 】 我 们 容易 发 现 ,如 果 把 此 题 中 1978 改 为 任何 一 个 不 小 于 1975 的 正 整数 后 其 结论 仍 是 成 
立 的 .上 例 的 解答 过 程 说 明了 对 有 些 数学 问题 需要 我 们 连续 运用 抽 层 原则 ,而 且 每 构造 一 次 抽 层 都 把 范 
围 缩小 一 些 . 

例 8 (1990. 匈牙利 数学 竞赛 题 ) 已 知 1 与 90 之 间 的 19 个 (不 同 的 ) 正 整数 ,两 两 的 差 中 是 否 一 定 
有 三 个 相等 ? 

证 明 : 设 这 19 个 数 为 1 aj < az < …< a < 90 

由 于 ag- a = (a9- am) + (aig an) + + Caz- a) 

车 右边 的 18 个 差 中 无 三 个 相等 ,而 只 有 两 个 相等 , 且 取 最 小 的 , 则 
a-a >2Xx(1+2+- +9)= 90 

这 与 a19 - a <90-1 = 89 矛 盾 . 

所 以 两 两 的 差 中 定 有 三 个 相等 . 

抽 屋 原则 实际 上 都 是 重 登 原则 ,这 里 再 介绍 抽 层 原则 的 几 种 变形 : 


平均 量 重 登 原则 :把 一 个 量 S 任意 分 成 n 份 , 则 其 中 至 少 有 一 份 不 大 于 号 ,也 至 少 有 一 份 不 少 于 
s 
= 


面积 的 重 登 原则 :在 平面 上 有 n 个 面积 分 别 是 Ai,Az,…,A, 的 图 形 ,把 这 ” 个 图 形 按 任何 方式 一 
一 撤 到 某 一 个 面积 为 A 的 固定 图 形 上 去 . 

(1) 如 果 A, + Az + … + A, > A, 则 至 少 有 两 个 图 形 有 公共 点 ; 

(2) 如 果 A, + Az + + A, < A, 则 固定 图 形 中 至 少 有 一 个 点 未 被 盖 住 . 
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例 9 《第 1 届 全 俄 数 学 奥林匹克 试题 ) 在 一 个 面积 为 20 x 25 的 长 方形 内 任意 放 进 120 个 面积 为 1 x 
1 的 正方 形 ,证 明 :在 这 个 长 方形 内 一 定 还 可 以 放下 一 个 直径 为 1 的 圆 , 它 和 这 120 个 正方 形 的 任何 一 个 
ETHER. 

证 明 : 要 使 直径 为 1 的 圆 完全 放 在 一 个 矩形 里 , 它 的 圆 


心 应 与 失 形 任何 一 条 边 的 距离 不 小 于 于 ,这 可 从 20x 25 的 1 
长 方形 ABCD 的 每 一 边 前 去 一 个 宽 为 去 的 长 条 , 则 余下 的 20 
长 方形 AB'CD- 的 面积 为 19x 24 = 456[ 如 图 下 -6 一 2 一 I "i 


1]. 这 样 ,任意 放 进 长 方形 ABCD 内 的 直径 为 1 的 圆心 都 在 
长 方形 ABCD 中 ,此 外 ,圆心 应 与 任何 一 个 正方 形 的 边 


界 的 距离 也 大 于 十 , 即 在 任何 一 个 小 正方 形 以 外 加 上 十 的 L621 
框 [如 图 - 3 - 2 - 2(b)] 所 得 图 形 的 面积 是 


jrk Lida 


Fw 4 
用 这 样 的 120 个 图 形 互 不 相交 地 去 覆盖 长 方形 ABCD ,它们 的 总 面积 等 于 
120x (3+ J) 


但 是 120 x (3 + Z) < 120 x 1243-2 = 30 x 15.2 = 456 
4 4 


这 说 明 用 这 样 的 120 图 形 不 能 覆盖 一 个 面积 为 456 的 长 方形 ,从 而 可 以 在 长 方形 ABCD 内 放置 一 
个 直径 为 1 的 圆 , 它 不 与 所 有 的 小 正方 形 中 的 任何 一 个 重 登 . 


例 10 〈1968. 波兰 数学 竞赛 题 ) 设 ”与 4 ERK, n > 3, 号 < k < ,平面 上 有 个 点 
意 三 点 不 共 线 , 如 果 其 中 每 个 点 都 至 少 和 其 他 个 点 用 线段 连接 , 则 连接 的 线段 中 至 少 有 三 : 
三 角形 . 

证 明 : 因 为 n > 3,k > 号 ,所 以 三 2. 这 表明 ,mn 个 点 中 必 有 两 个 点 a 与 5, 它 们 之 间 连 一 线段 , 余 
下 的 点 构成 的 集合 记 作 X. X 中 用 线段 与 a 连接 的 所 有 点 的 集合 记 作 n - 2. 另 一 方面 ,由 已 知 条 件 ， 
14 12 -1,1B 1 之 一 1, 则 由 容 斥 公式 ,n -2 宇 | AU BI1=1A1+1B1-1ANBI>2k-2-| 
ANBI 

即 IANBI>2k-n>0 

这 就 证 明了 A N 日 关节, 也 就 是 说 A N B 中 必 有 一 点 <, 它 与 a,b 构成 一 个 人 ABC 

例 11 (匈牙利 数学 竞赛 试题 ) 由 数字 1、2 和 3 组 成 n 位 数 ,要 求 n 位 数 中 1,2 和 3 的 每 一 个 至 少 
出 现 一 次 , 求 所 有 这 种 n 位 数 的 个 数 . 

解 :由 数字 1,2 和 3 组 成 的 位 数 的 集合 记 作 S, 则 | S 1= 3" 

设 S 中 所 有 不 含 k 的 n 位 数 的 集合 记 作 Ak(Ak = 1,2,3), 则 A 是 S 中 所 有 含有 数字 的 位 数 的 
集合 ,ai 站 A; N As BDE S 中 同时 含有 数字 1,2 和 3 的 n 位 数 的 全 体 构成 的 集合 .由 第 法 公式 : 
1A N A NĀ; l=} Si~1 A l-1 A: l-1 As I+] A, N Az I+ 1AN Asl +I A N A l- 
IA NANA! 

因 Alk = 1,2,3) 是 S 中 所 有 不 含 数字 的 n 位 数 的 集合 ,所 以 A 1= 2" 

A, N A; 是 所 有 不 含 数字 i Mj 的 位 数 的 集合 ,所 以 | An Aj 1 = 1,1<i<j<<3 

ER A, N AN A3= Ø, I AA N A2N A31=0 

所 以 满足 此 题 要 求 的 n 位 数 的 个 数 为 1 Am Az mn A3 1= 3" 一 3x2"+3 

例 12 如 果 记 小 于 nn 且 与 4 互 质 的 数 的 个 数 为 p(n), 则 在 数论 上 叫 函 数 p(n) 为 欧 拉 函数 , 试 求 
9(60) 


其 中 任 
成 一 个 
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解 :60 = 22x3x5 
Ë 1 P| 60 tF klk = 2,3,5) 的 倍数 的 集合 为 A M 
1A21= [É] = 30, 1 A31= [8] = 20 


1451= [请] = 12， IA; Q As1= 10 

1 A2 N Asl=6,1A3N As l= 4, | A2 N Az N AsI=2 

由 得 法 公式 

9(60) =I A N As N As |= 60 -| Az U As U As | 

=60-(30+20+12-10-6-4+2) = 16 

事实 上 ,小 于 60 且 互 质 的 数 有 :1,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,49,53,59 这 16 个 ， 

一 般 地 ,如 n = PP Py: PRCP Py, P, 是 不 同 的 质数 ,ai,az,…ak 是 正 整数 ), 则 

P) = n- pDA- ppe 

利用 这 个 公式 计算 例 10, 即 为 

xw = 60(1 -Apa -pa -二 ) = 0x x4 = 16 

【评注 】 用 容 斥 公式 或 第 法 公式 解 题 的 关键 是 根据 题 意 构造 出 能 条 盖 整 个 已 知 集合 的 若干 子 集 ， 
至 于 求 出 这 些 子 集 及 相应 子 集 的 不 同 交集 的 元 素 个 数 是 容易 的 . 

例 13 RAST n HAR n 个 写 了 相应 收 信 人 的 姓名 及 邮编 ,地 址 的 信封 , 现 把 所 有 的 信 一 一 装 
到 信封 中 去 , 求 所 有 的 信 全 都 装 错 信封 的 装 法 总 数 、 

解 : 设 ! 为 所 有 的 装 法 构成 的 集合 , 则 显然 有 1 71 = n1, 我 们 用 1,2,3,…,n 分 别 对 信和 信封 进行 编 
号 ,并 记 Ai(i = 1,2,…,n) 为 第 i 封 信 恰 装 入 第 ;个 信封 的 所 有 装 法 构成 的 集合 , 则 A; 为 第 ; 封 信 不 装 
人 第 i 个 信封 的 所 有 装 法 构成 的 集合 ,而 所 求 的 全 部 装 错 的 装 法 的 集合 即 为 A, 由 A 门 … n A, 

由 得 法 公式 


ANAN NA, i 
a IA IF 3IAA CD D IA NA NENA D” 
= = aae ai 
IWANAN NA) 
我 们 容易 求 得 


141= (n - D)!( = 12 mm) 
1A; Aj I= (n -2)1Gi,j = 1.2. n B i< j) 


1A NAN NA, = (n - k)i h = 12... n H i < iy < = < à) 


IANAN =  A,1=0! = 1 
所 以 

14nAn…naol 

= n!-C,(n - 1)! +C?(n -2)! 


+ (= Ct(n = k)! + + (= 1)"C201 


! ! ' 1 
= 


= nl(1- 吉 + 喜 -…+(-D" 汉 ) 
因此 ,mn HERAn 个 信封 时 全 部 装 错 的 方法 总 数 为 
ma - + +C D" dp 
【评注 】 这 个 问题 通常 称 为 伯 努 利 一 欧 拉 错 装 信封 问题 ,最 早 考虑 这 类 问题 的 是 伯 努 利 ,后 来 欧 
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拉 对 这 个 题 发生 兴 趣 , 称 之 为 “组合 理论 的 一 个 妙 题 ", 并 在 与 伯 努 利 毫 无 联系 的 情况 下 独自 解决 了 这 道 
难题 . 

这 个 问题 又 称 为 乱 序 排列 , 即 把 n 个 元 素 的 排列 a1 ,a2,…,a, 重新 排列 ,使 每 个 元 素 都 不 在 原来 的 
位 置 上 排列 问题 . 

在 1960—1961 年 波兰 数学 竞赛 中 曾 有 六 个 信 敌 装 错 问题 : 

某 人 给 六 个 不 同 的 收 信人 写 了 六 封 信 , 并 且 准备 了 六 个 写 有 收 信人 地 址 的 信封 ,有 多 少 种 投放 信 短 
的 方法 ,使 每 份 信 签 与 信封 上 的 收 信人 和 皆 不 相符 ? 

例 14 (第 4 届 全 国 冬令 营 试 题 ) 设 S 是 复 平面 上 的 单位 圆周 ( 即 模 等 于 1 的 复数 的 集合 ) ,了 是 从 
S 到 A 的 映射 ,对 于 任何 ZE S, 定 义 

AD(Z) = KZ) 

f@(Z) = f(/(Z)) 


SOZ) = f(fC--(/(Z)))),--- 
MR CE S 及 自然 数 n 使 得 
SOC) # C, fC) # Cr, fC) C, fC) = C 
我 们 就 说 C 是 /的 n - 周期 点 . 设 m 是 大 于 1 的 自然 数 且 f 的 定义 如 下 : 
/(Z2) = 22”,z € S 
WOR: f 的 1989 - 周期 点 的 总 数 . 


解 : 因 /(2) = 2”,Z € S, 所 以 由 数学 归纳 法 容易 证 明 f"(2Z) = Z ,n € N 
设 B,= |Z € S| f™(Z) = Z| AX B, 是 1 的 m" -1 次 根 的 全 体 构成 之 集合 ,所 以 B, 中 的 元 
KABA | B, 1= m -1 
如 Zoe S, 有 "(Zo) = Zo 且 2o 为 /的 m -周期 点 , 则 必 有 m1n. 否 则 可 设 n = pm + q 0 < 
q <m. FEH Zo = 天 2(Zo) = f? ff) = ft) (Zo) 
如 9 天 0, 则 上 式 意味 着 Zo 为 了 的 9 - 周期 点 ,这 与 已 知 Zo 为 /的 m - 周期 点 矛盾 , 故 只 有 q = 
0, 即 mln 
设 T= 1f 的 1989 — 周期 点 1, 则 因为 1989 = 3:x13x17, 可 得 T= Bis \ (Buy U Biss U Bess). 
WKE T C Bi \ (Bio U Biss U Bes) 是 显然 的 .另外 ,对 于 任意 的 Zo € Bio N (Biz U Biss U 
Bes) E fZ) = Zo, 故 有 入 1989, 使 Zo 为 了 的 上 一 周期 点 ,如 k < 1989, 则 如 前 面 所 证 ,有 上 
1 1989, 从 而 至 少 是 117,153,663 这 三 个 数 中 的 一 个 数 , 故 Zo € Bus U Biss U Be ,矛盾 ,故人 = 
1989,8 Zç € T 
由 容 斥 公式 
1 Bin U Biss U Bç | 
= I Bin 1+1 Biss 1+1 Bes 1-1 Bin N Biss I=! Biy N Bes | — | Biss N Bess 1 +1 Bu N Biss N 
Bes | 
=} Biz 1+1 Biss 1+1 Bees 1-1 Bo 1-1 B» l-1 Bs I+! By | 
= m -14 m®-1+m®-1- m +1- m? +1- mi + 1+ m: -1 
所 以 ,f 的 1989 - 周期 点 的 总 数 为 
Pe Ee E 
前 面 通过 例题 说 明了 抽 层 原则 和 容 斥 原理 在 竞赛 当中 应 用 . 下 面 介绍 极端 原理 在 竞赛 中 的 应 用 . 
例 15 《1979. 广 东 数 学 竞赛 题 ) BA aiaz, ran 与 5b1,52,…,b, 是 2n 个 正 数 , 且 ai2+ ab + … 


ta 一 16+ 好 +…+ bn? = 求证 :全 ,全 ,各 中 存在 一 个 值 一 定 不 大 于 1 


aí az 


EIB. fE 这 ABP PEB NE RIA E EE < BG = 1,2,…,n) 
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3 


HT b, > 0, 于 是 


a(R (i=12,%,n) 


因此 ,你 关 (好 + j+ t O3) Kaf + a3+… + aš DRR, II 

G< < 1 i 

例 16 有 个 男生 ,nm 个 女生 (n,m 之 2), 每 个 男生 至 少 与 一 女生 彼此 相识 ,每 个 女生 不 全 认识 n 
个 男生 ,证 明 :他 们 当中 ,如 有 两 个 男生 与 两 个 女生 ,其 中 每 个 男生 恰好 认识 其 中 一 女生 ,其 中 每 个 女生 
恰好 认识 其 中 一 男生 

证 :由 于 男生 集合 和 女生 集合 都 是 有 限 集合 ,因此 必 有 一 个 女生 认识 的 男生 最 多 , 设 a 是 认识 男生 
最 多 的 女生 . 

由 题 设 ,每 个 女生 不 全 认识 个 男生 , 则 a 至 少 与 一 个 男生 不 相识 , 设 a1 与 男生 6 不 相识 ,又 由 是 
设 ,每 个 男生 至 少 与 一 个 女生 彼此 相识 , 设 b 认识 女生 a 

由 于 女生 az 认识 的 男生 不 如 a, 认识 的 男生 多 ,所 以 必 有 一 男生 62, 使 得 a) 与 b 相识 且 a 与 b 
不 相识 ， 

于 是 ,对 于 a1,a2,61,62, 女 生 ai 仅 认识 男生 5b2,a2 仅 认识 男生 b, 证 毕 . 

【评注 】 上 例 的 一 种 变形 便 是 1964 年 匈牙利 的 一 道 竞赛 题 ,晚会 上 n(n > 2) 对 男女 青年 双双 起 
舞 , 设 任何 一 个 男 青年 都 未 与 全 部 女 青年 跳 过 舞 , 而 每 个 女 青年 都 至 少 与 一 个 男 青年 跳 过 .求证 ; 必 有 两 
男 b1,62 及 两 女 g1,82, 使 得 bi 与 g1,62 与 g 跳 过 舞 而 b 与 g2,b2 与 gl 均 未 跳 过 

例 17 (1969. 美 国 普 特 南 数学 赛 题 ) 求证 :单位 长 的 任何 曲线 能 被 面积 为 十 的 闭 矩形 戏 益 . 

证 明 : 设 曲线 端点 连 线 所 在 直线 设 为 1, 设 矩形 ABCD 是 覆盖 曲 
线 且 边 AB // CD // 1,BC 上 1,DA 1 1 的 最 小 矩形 , 令 AB = a,BC 
= 0, 则 曲线 和 矩形 的 四 边 都 有 公共 点 ,分 别 记 为 Pl,Pa, Pa,P4, 曲 
线 的 端点 是 Pu Ps WME H - 6 - 2 - 2, 则 折线 长 PoP, + PP + 1o 
PaP, + PsP, + PiPs < 曲线 长 = 1 

U PoP, Pi Pa, PaP3, PaPa, PaPs 在 1 上 的 射影 长 分 别 是 zi,i + 


s 
= 1,2…,5, 则 >)zi > a 


: 
同 理 , 设 PoP, , Pi P2, PzPs,PsP4,P4Ps 在 垂直 于 /的 直线 上 的 射影 长 是 w,i = 1,2,4,5, 0 y 
之 20 
于 是 
12 PoP + P.P, + P2P3 + P;P, + PPs 


= V z + y + V z2 + y + V z; + y + V z + y + V rs + ys 


SV (mi t z2 t zs + za t zs)? + (39 + 352 + ys + yat ys) 
(闵可夫 斯 基 不 等 式 ) 
> Za + 402 
由 平均 值 不 等 式 得 
a b= 二 VE 玉芝 十 全 与 4 < L 8089 ABCD 的 面积 不 大 于 十 , 即 证 . 
例 18 〈1978. 全 国 高 中 联赛 ) 设 R 为 平面 上 以 A(4,1) ,B(- 1, - 6),C(- 3,2) 三 点 为 质点 的 三 角 


形 区 域 (包括 三 角形 内 部 及 周 界 ). 试 求 当 (z,y) 在 R 上 变动 时 ,函数 4z - 3y 的 极 大 值 和 极 小 值 .( 须 证 
明 你 的 论断 ) 
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解 :如 图 I -6-2-3, 令 =4z 一 3y, 显 见 , 当 固定 ,(z,y) 变 
动 时 ,我 们 即 得 到 平面 上 一 条 直线 ,再 令 变动 , 则 得 平面 上 一 系列 相互 
平行 的 直线 ,在 其 中 每 一 条 直线 上 ,4z — 3y 的 值 相 同 , 当 直 线 经 过 A 点 
时 ,A = B, 此 时 直线 过 (3.25,0), 当 直线 经 过 昌 点 时 ,A = 14, 此 时 直线 
经 过 (3.5,0), 当 直线 经 过 C 点 时 ,X =- 18, 此 时 直线 经 过 (一 4.5,0), 即 
ERA = 4z -3y 和 z 轴 交 于 (x,0) = ( 才 A,0) ,而 》 = 4z fz" RE 
EHF - 4.S< x <3.5,BTDL - 18< à) 过 14, 所 求 极 大 值 和 极 小 值 
分 别 是 14 和 18 图 TI-6-2-3 

例 19 (1963. 美 国 普 特 南 数学 竞赛 题 ) 设 f(n) 是 定义 在 自然 数 集 上 且 取 自然 数值 的 严格 递增 函 
数 ,/(2) = 2, 当 m,n 互 质 时 ,有 f(mn) = f(m) - f(n), 求 证 :对 一 切 自然 数 n 都 有 f/(n) = n 

证 :由 已 知 有 f(3) f(7) = f(21) < f(22) = f(2) + f1) = 27(11) < 2/(14) = 2 .7(2) .7(7) 
= 41(7) 

所 以 /(3) < 4,X. f(3) > f(2) = 2, 所 以 (3) = 3 

假设 命题 不 成 立 , 设 使 f(n) 天 n 的 最 小 自然 数 为 mo( 二 4). 

又 因为 f(n) 严格 递增 ,所 以 三 no BÍ, f(n) > n ° 

M n 为 奇数 时 ,2 与 no -~ 2 互 质 , 故 有 

Alno -2)] = f(2) ° f(no - 2) 

= 2f(mo - 2) 

= 2(n0 - 2) 

因为 nm 之 4, 所 以 2(no - 2) > n @ 

此 时 D, OHF. 

当 no 为 偶数 时 ,2 与 no - 1 互 质 ,于 是 

Alno - 1)] = /(2) + f(no - D) 

= 2f(no - 1) 
= 2(m - ) @ 

显然 2(no - 1) > mo, 导致 0 ,G HFA. 

综 上 知 假设 不 成 立 , 故 命题 获 证 . 

【评注 】 “与 反 证 法 联 用 ,是 运用 极端 性 原则 的 常见 形式 ,不 仅 如 此 ,应 用 极端 性 原则 ,是 使 用 反 证 
法 时 ,加 强 效果 的 强 有 力 手段 . 

例 20 (1971. 波 兰 数学 竞赛 题 ) 求 最 大 的 整数 A ,使 对 于 由 1 到 100 的 全 部 整数 的 任 一 排列 ,其 中 
都 有 10 个 位 置 相 邻 的 数 ,其 和 大 于 或 等 于 A 

WR: T = (ai,az,…,ato) 是 从 1 到 100 的 自然 数 的 一 个 排列 . 


v 
考察 相 邻 10 项 之 和 > ann = 1,2,…,90 


这 是 一 个 有 限 集 ,在 有 限 集中 必 有 一 个 最 大 数 , 设 为 Al = max 这 avi 


TE TPAR 10 个 相 邻 项 之 和 为 Ar, 其 令 任何 相 邻 10 项 之 和 都 不 大 于 A, 
由 A, 的 定义 可 得 
A, >a +a +] + ap 


A, >an t an + + am 


A, Z aw + ap t+ awo 


相 加 得 


地 
10A, > > ai = 5050 
<. A, > 505 ° 
由 题 意 ,我 们 是 寻找 对 所 有 的 排列 T 中 最 小 的 Ar, 即 A = minAr 
下 面 我 们 可 以 构造 出 一 个 排列 ,使 得 对 排列 T ,其 A”, < 505 
事实 上 ,可 以 这 样 排列 1 到 100 
T’ = (100,1,99,2,98,3,…,51,50) 
即 满足 
ams = 100 n, 0<n<49 
qa 一 n lI<n<50 
此 时 有 
aw + awa 十 + a2k+9 
= (az + arz +e + azes) + (az + a24+3 +7 + an9) 
=(k+k+1+k+2+k+3+k+4)+[100 —- k +100- (k +1) +100- (k +2) +100- (k+ 
3) +100- (k + 4)] 
= 500 
Q2k+1 十 Q2k+2 t ' + Q2k+10 
= (ax + ams) + (azz + Q2k43) + + (amg + G2419) + a2p+10 ~ az 
=50+4k+5-k 
= 505 
于 是 
Ar < 505 © 
H OM OIA = 505 
【评注 】 此 例 是 在 符合 题 设 要 求 的 条 件 下 ,从 某 种 极端 情形 出 发 通过 构造 使 问题 得 以 解决 . 


92.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 从 1 ~ 100 的 自然 数 中 ,任意 取出 51 个 数 ,证 明 其 中 一 定 有 两 个 数 ,它们 中 的 一 个 是 另 一 个 的 整 
数 倍 . 


2. 设 a 为 任意 数 ,n 是 正 整数 ,证 明 总 可 以 找到 整数 p 和 g(1 < p< n) W l pa -q 1< +L 


3. 求 不 大 于 105 而 至 少 能 被 3,5,7 之 一 整除 的 正 整数 的 个 数 . 


4.( 第 4 届 英 斯 科 数学 奥林匹克 试题 ) 在 小 于 1000 的 正 整 数 中 , 既 不 能 被 5 整除 也 不 能 被 7 整除 的 
数 有 多 少 个 ? 


5. 数学 竞赛 给 出 A、B、C 三 道 是 ,有 25 个 学 生 参 加 竞赛 ,每 个 学 生 至 少 能 解 出 一 道 题 ,在 没有 解 出 
A 题 的 学 生 中 解 出 已 题 的 人 数 是 解 出 C 题 的 人 数 的 2 倍 ,只 解 出 A 题 的 人 数 比 其 余 解 出 A 题 的 人 数 多 
1, 在 只 解 出 一 题 的 学 生 中 有 一 半 不 能 解 出 A 题 , 试 求 只 解 出 B 题 的 学 生 数 . 


6. 把 8 张 卡片 AABBCDEF 排 成 一 列 , 相 同 字母 的 卡片 不 许 相 邻 的 排 法 有 多 少 种 ? 


7. RAITA 封 信 , 并 在 信封 上 写 下 了 对 应 的 收 信人 的 姓名 及 地 址 , 问 把 所 有 的 信 签 装 错 信封 的 情 
况 有 多 少 种 ? 


8.(1987. 高 中 联赛 )n(n > 3) 个 乒乓 球 选手 单打 比赛 若干 场 后 ,任意 两 个 选手 已 赛 过 的 对 手 恰好 
都 不 完全 相同 , 试 证 明 : 总 可 以 从 中 去 掉 一 名 选手 ,而 使 在 余下 的 选手 中 ,任意 两 个 选手 已 赛 过 的 对 手 仍 
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然 不 完全 相同 . 


9.(1988. 高 中 联赛 ) BA a; = 1,a = 2, 且 对 n= 1,2… 
Sansı -3an; 当 a, ` a, 为 偶数 

ansi — ani H an ` ans 为 奇数 

试 证 :对 一 切 自然 数 n, ABA a, > 0 


10.(1990. 高 中 联赛 ) 某 市 有 n 所 中 学 ,第 i 所 中 学 派出 C; 名 学 生 到 体育 馆 观 看 球赛 (0 < C, <39, 
i = 1,2,…,n), 全 部 学 生 总 数 为 C + C, + + C, = 1990. 看 台 的 每 一 横 排 有 199 个 座位 ,要 求 同 一 
学 校 的 学 生 必须 坐 在 同一 横 排 , 问 体育 馆 最 少 要 安排 多 少 横 排 才能 保证 全 部 学 生 都 能 按 要 求人 座 ? 


11.(1993. 匈牙利 ) 在 平面 上 有 夭 形 的 无 穷 集合 ,其 中 每 个 矩形 的 顶点 坐标 为 (0,0),(0,m), (n, 
m),(n,0). WAE n 和 m 都 是 正 整 数 (不 同 矩形 对 应 m,n 的 值 不 同 ), 求 证 :从 这 些 和 矩形 中 可 选 出 两 个 
来 ,使 得 一 个 矩形 包含 在 另 一 个 之 中 . 


12.(1991. 亚 太 地 区 ) 车 平面 上 有 997 个 点 ,如 果 每 两 点 连 一 条 线段 , 且 中 点 涂 成 红色 ,证 明 : 平 面 上 
至 少 有 1991 个 红 点 ,你 能 找到 一 个 正好 是 1991 个 红 点 的 特例 吗 ? Š 


13.(1976. USAMO) 求 方程 a? + b? + cz = a?b? 的 所 有 整数 解 , 并 证 明之 . 


B 组 


1.(1988. 加 拿 大 ) 设 S 为 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 ( 含 点 数 达 5, 其 中 的 若干 点 涂 上 红色 ,其 余 的 点 涂 
上 蓝 色 , 设 任何 三 个 及 三 个 以 上 的 同色 的 点 不 共 线 .求证 :( I) 它 的 三 个 顶点 涂 有 相同 的 颜色 ;([) 这 
三 角形 至 少 有 一 条 边 上 不 包含 另 一 种 颜色 的 点 . 


2. (1989. USAMO) 一 个 网 球 俱乐部 的 20 位 成 员 已 经 被 安排 了 14 场 单 打 比赛 ,其 中 每 个 成 员 至 少 
参加 一 场 比赛 ,求证 :在 这 种 安排 中 必 有 六 场 比赛 是 在 12 名 不 同 选手 之 间 进 行 的 . 
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3.(1987.CMO) 某 次 体育 比赛 ,每 两 名 选手 赛 一 场 ,每 场 比赛 一 定 决 出 胜 负 . 通过 比赛 确定 优秀 选 
手 .选手 A 为 优秀 选手 的 条 件 是 :对 任何 选手 B, 或 者 A 胜 B, 或 者 和 A 间接 胜 B, 即 存在 选手 C, 使 得 A 胜 
C 而 C 胜 B, 如 果 按 上 述 规则 确定 的 选手 只 有 一 名 ,求证 这 名 选手 全 胜 所 有 其 它 选 手 


4.(1988.CMO) 在 有 限 项 的 实数 列 

aya," san (*) 
中 ,如 果 一 段 数 asarei arri 的 算术 平均 值 大 于 1988, 那 么 我 们 把 这 段 数 称 为 一 条 “ 龙 ", 并 把 a, FF 
为 这 条 龙 的 "龙头 ". (如果 某 一 项 am > 1988, 那 么 单独 这 一 项 也 是 龙 ). 假 定数 列 ( * ) 中 至 少 存在 一 条 
龙 ,求证 ( * ) 中 全 体 可 以 作为 龙头 的 项 的 算术 平均 值 必定 大 于 1988. 


5.(1990.CMO) 设 X 是 一 个 有 限 集合 .法 则 /使 得 X 的 每 个 偶 子 集 EE( 由 偶数 个 元 素 组 成 的 子 集 ) 
都 对 应 一 个 实数 (已 ) ,满足 如 下 条 件 :( i ) 存在 一 个 偶 子 集 品 ,使 得 f(D) > 1990: (ii) 对 于 XX 的 任意 
两 个 不 相交 的 偶 子 集 A, B 都 有 

f(A U B) = f(A) + f(B) - 1990 

求证 :存在 X 的 子 集 P 和 Q, 使 得 

(IPNQ=G,PUQ=X 

(b) 对 PP 的 任何 非 空 偶 子 集 S, 有 f(s) > 1990 

(c) 对 Q 的 任何 偶 子 集 T, 有 F(T) < 1990 


6.(1993. CMO) 给 定 集合 S = |21,22,…,Zig3| ,其 中 Zi,Z2，…，,Zioos 都 是 非 零 负数 .( 可 看 作 平 
面 上 的 非 零 向 量 ). 求 证 :可 以 把 S 中 的 元 素 分 成 若干 组 ,使 得 (i)S 中 的 每 个 元 素 属于 且 仅 属于 其 中 一 
组 ;(i) 每 组 中 的 任 一 复数 与 该 组 中 所 有 复数 之 和 的 夹 角 不 超过 90";(iii) 将 任意 两 组 中 的 所 有 复数 分 别 
求 和 ,所 得 的 两 个 和 数 之 间 的 夹 角 大 于 90°. 


7.(1997.1MO) 设 f(n) 是 一 个 在 正 整数 集 N, 上 有 定义 并 在 N 中 取 值 的 函数 . 试 证 :如 果 对 于 每 个 
n € N, 不 等 式 f(n + 1) > f(f (n)) 成 立 , 则 对 所 有 n € NBH f(n) = n, 


8.(1988. IMO) 已 知 正 整数 a 与 5 使 得 ob + 1 整除 a? + b? 
REDEE 是 某 个 正 整 数 的 平方 - 


组 合计 数 方法 


$3.1 知识 方法、 技能 


组 合计 数 就 是 计算 集合 的 元 素 个 数 . 它 是 组 合 数学 的 重要 组 成 部 分 ， 

在 具体 问题 中 给 出 的 集合 各 式 各 样 ,都 具有 实际 意义 ,而 且 集合 中 的 元 素 是 由 某 些 条 件 所 确定 的 ， 
要 判定 一 个 元 索 是 否 属于 某 集合 A ,已 非 易 事 ,要 确定 A 的 元 素 个 数 就 更 难 了 .这 正 是 研究 计算 问题 的 
原因 . 


解决 组 合计 数 问题 虽然 不 需要 高 深 理论 知识 , 却 需 要 重要 的 计算 原理 与 思想 方法 
I. 几 种 特殊 的 排列 、 组 合 
1. 加 排列 
定义 1: 从 几 个 元 素 中 任 取 r 个 不 同 元 素 仅 按 元 素 之 间 的 相对 位 置 而 不 分 首尾 排 成 一 个 加 图 ,这 种 
排列 称 为 n 个 不 同 元 素 的 > 一 圆 排 列 .一 一 加 排列 数 记 为 KÇ. 


定理 1 Kx = B, 

证 :对 个 不 同 元 素 取 r 个 的 任 一 圆 排列 , 均 有 种 不 同 的 方式 展开 成 x 个 不 同 的 直线 排列 , 且 不 同 
的 贺 排 列 展 开 的 直线 排列 也 彼此 不 同 , 故 有 ~， K; = P, HE. 
2. 重复 排列 

定义 2: 从 个 不 同 元 素 中 允许 重复 的 任 取 r 个 元 素 排 成 一 列 , 称 为 个 不 同 元 素 的 
列 ， 

定理 2 ”个 不 同 元 素 的 一 一 THAYA n. 

证 :在 按 顺 序 选取 的 ~ 个 元 素 中 ,每 个 元 素 都 有 n 种 不 同 的 选 法 , 故 由 乘法 原理 有 ,其 排列 数 为 n”. 
3. 不 全 相 异 元 素 的 全 排列 

定义 3: 设 ”个 元 素 可 分 为 上 组 ,每 一 组 中 的 元 素 是 相同 的 ,不 同 组 间 的 元 素 是 不 同 的 ,其 中 第 i 组 
的 元 素 个 数 为 mm(i = 1,2,…,),ni + nz +… + m = n : 则 这 个 元 素 的 全 排列 称 为 不 全 相 异 元 素 的 
全 排列 . 


定理 3 “个 元 素 的 不 全 相 异 元 素 的 全 排列 个 数 为 二 Ta- 


证 : 先 把 每 组 中 的 元 察看 做 是 不 相同 的 , 则 x 个 不 同 元 素 的 全 排列 数 为 n!1, 然 后 分 别 将 每 个 组 的 元 
素 还 其 本 来 面目 看 成 是 相同 的 , 则 在 这 n! 个 全 排列 中 ,每 个 排列 都 重复 出 现 了 ni1n21……n! 次 ,所 以 


不 全 相 异 元 素 的 全 排列 数 为 二 TAU 
4. 多 组 组 合 


定义 4: 将 n 个 不 同 的 元 素 分 成 组 的 组 合 称 为 n 个 不 同 元 素 的 & 一 一 组 合 . 
定理 4 ”对 于 一 个 n 个 不 同 元 素 的 一 一 组 合 , 若 第 i 组 有 ;个 元 素 (i = 1,2,…,), 则 不 同 的 分 


组 方法 数 为 z1 
证 ;我 们 把 分 组 的 过 程 安排 成 相继 的 MER. BPA ”个 不 同 元 素 中 选 mi 个 ,有 Ch fr 
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可 重复 排 


mln2! 


法 ;第 二 步 , 从 n - m 个 元 素 中 选 n 个 有 C, 种 方法 ;…; 第 上 步 ,从 nn 一 (n+ nz + = ma) T 
TRPE m PERA Ct。 t+-m_，) 种 方法 ,再 由 乘法 原理 得 证 . 
5. 重复 组 合 

定义 5: 从 nn 个 不 同 元 素 中 任 取 r 个 允许 元 素 重 复出 现 的 组 合 称 为 个 不 同 元 素 的 /一 一 可 重组 合 . 

定理 5 个 不 同 元 素 的 /一 一 可 重组 合 的 个 数 为 Chri 

证 : 设 (a1,42,…,a,) 是 取 自 1,2,…,n| 中 的 任 一 可 重复 组 合 ,并 设 cl < a, < < a,. 令 

b=a+ti-ll<i<r). 
从 而 bi = ai,b = az + 1,by = as +2,--,b, = a, + r—-1 

显然 下 面 两 组 数 是 一 对 一 的 : 

aKa LaLa 

1 之 ati<az+l<as+2<…<ar+r-1l 和 n+r-1 
设 A = [laraz a) | a; € |1,2,-- nl, S aa <: < al 

B= |(b1,b2,,b,) | b; € ll,2, n +r- 11,bi < b< < b,| 

则 由 A.B 之 间 存 在 一 一 对 应 , 故 1A 1=1B1= Cs- 
T. 枚 举 法 

所 谓 枚 举 法 就 是 把 集合 A 中 的 元 素 一 一 列举 出 来 ,从 而 计算 出 集合 A 的 元 素 个 数 . 它 是 最 基本 ,也 
是 最 简单 的 计数 方法 . 应 用 枚 举 法 计数 的 关键 在 于 一 一 列举 集合 中 的 元 素 时 必须 做 到 既 不 重 又 不 油 . 
H. 映射 法 ( 略 ) . 
N. 分 类 计数 原理 与 分 步 计数 原理 

分 类 计数 原理 “完成 一 件 事 ,有 几 种 方式 ,第 一 种 方式 有 m 种 方法 ,第 二 种 方式 有 种 方法 ， 
后 一 种 方式 有 种 方法 .不 管 采取 哪 一 种 方法 都 能 完成 这 件 事 , 则 完成 这 件 事 的 方法 总 数 为 m + n+ 
+r 

分 步 计数 原理 完成 一 件 事 , 有 几 个 步骤 ,第 一 步 有 mm 种 方法 ,第 二 步 有 "种 方法 ,…, 最 后 一 步 有 
7 种 方法 ,要 完成 这 件 事 ,必须 通过 每 一 步 , 则 完成 这 件 事 的 方法 总 数 为 mn … ,> 

应 用 分 类 计数 原理 的 关键 在 于 分 划 , 即 把 一 个 所 要 计数 的 集合 S 分 划 成 一 些 两 两 不 交 的 小 集合 ， 
且 使 每 个 小 集合 都 便于 计数 . 

应 用 分 步 计数 原理 的 关键 在 于 分 解 , 即 把 一 个 所 要 计数 的 集合 S 分 解 成 若干 个 集合 的 乘积 . 

对 一 个 集合 S 的 分 划 或 分 解 ,没有 一 般 方 法 ,应 由 具体 问题 而 定 ,而 这 正 是 应 用 两 个 原理 解 题 的 难 
点 与 技巧 所 在 . 
V. 递 推 方法 

将 与 正 整数 有 关 的 数字 问题 ,通过 寻求 递 推 公式 ,或 通过 递 推 公式 ,而 使 问题 得 到 解决 的 方法 ,叫做 
BENE. 

递 推 方法 几乎 对 所 有 数学 分 支 都 具有 重要 的 作用 ,当然 对 组 合计 数 就 更 不 例外 了 , 它 是 组 合计 数 的 
常用 方法 . 

应 用 递 推 方法 解 题 ,会 遇 到 如 下 两 类 问题 :一 是 如 何 找到 满足 题 设 条 件 的 递 推 公式 , 二 是 推理 计算 . 
详 见 例题 . 
M. 母 函数 法 

母 函 数 是 一 种 非常 有 用 的 方法 .这 种 方法 的 最 早 系统 叙述 见于 Laplace 在 1812 年 出 版 的 名 著 《概率 
解析 理论 》 中 .这 种 方法 思想 简单 ,是 把 离散 数列 和 竺 级 数 一 一 对 应 起 来 ,把 离散 数列 间 的 相互 结合 关 
系 对 应 成 吞 级 数 间 的 运算 关系 ,最 后 由 等级 数 来 确定 离散 数 列 的 构造 . 

简要 地 说 , 母 函 数 方法 是 将 一 个 有 限 或 无 限 的 数列 


lal = [ansarar aR"! 
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和 如 下 形式 的 多 项 式 

fla) = aota + arr? u Saki a ayt exe, 
联系 起 来 ,构成 对 应 关系 |as1*f(z) 

这 个 fle) REH lal 的 母 函数 或 生产 函数 .意思 是 这 个 数列 | a} 是 由 多 项 式 f) 产生 的 . 

例如 :组 合 数列 CL, Cl,… ,Cx 的 母 函数 是 (1 + zx)". 因 为 由 二 项 式 定理 可 得 

(L+ x)" = C9 + Che + + Cir : 

(+ r)" 是 最 常见 的 母 函 数 . 

Bal 与 15b,1 是 两 个 给 定 的 数列 ,为 了 确定 它们 之 间 的 某 种 关系 ,可 分 别 写 出 二 者 所 对 应 的 母 函 
数 ,再 研究 这 两 个 母 函 数 间 的 某 种 关系 从 而 确定 两 个 数列 之 间 的 关系 ,这 便 是 母 函 数 方法 解 题 的 基本 思 
W. FRX 


一 个 ”元 集合 X 有 2" 个 子 集 Ai,Az,，…,Az", 如 果 以 它 的 部 分 子 集 作为 元 素 , 又 可 得 到 一 个 集合 下 
= [AnA AU 三 上 二 2"), 这 个 集合 下 称 为 原来 集合 X 的 一 个 子 集 类 . 

应 用 子 集 类 知识 可 以 帮助 我 们 解决 如 下 二 类 问题 : 

4. 什 么 时 候 可 以 把 一 个 整数 (集合 ) 写成 若干 个 满足 一 定 条 件 的 整数 ( 子 集 ) 之 和 (并 ). 

5b. 在 可 以 写 的 情况 下 有 多 少 种 写法 .前 者 是 存在 性 问题 ,后 者 是 组 合计 数 问题 . 


83.2 赛 题 精 讲 


例 1 (2000. 日 本 东京 大 学 试题 ) 满足 下 列 条 件 的 正 整数 的 全 体 用 集合 5 表示 ,“ 各 位 数字 不 相同 ， 
且 任 意 两 位 数字 的 和 不 为 9", 这 里 ,& 的 元 素 用 十 进 制 表示 ,上 且 《 含 1 位 整数 . 

试 回答 下 列 问题 : 

(1) 在 《的 元 素 中 ,4 位 数 有 多 少 个 ? 

(2) 在 《的 元 素 中 ,从 小 到 大 排列 ,第 2000 个 数 是 多 少 ? 

【分 析 】 本 题 计数 方法 在 数字 与 位 数 问题 中 的 应 用 . 解 题 关键 是 

(1) ad 考虑 各 个 数位 上 取 可 能 值 . 

(2) 估计 算 2000 个 数 的 位 数 . 

解 ;(1)4 位 数 由 商 到 低位 的 数字 分 别 设 为 a,b,c,d, 则 由 题 意 知 a 取 9 个 值 ,5 必 取 (10- 2 = )8 个 值 ， 
< 必 取 [(10 - 2) -2 = ]6 个 值 ,d 必 取 [(10 — 4) - 2 = ]4 个 值 ,因此 ,4 位 数 共有 [9x (10 — 2) x (10- 4) 
x (10 - 6) =]1728 个 . 

(2) 由 题 意 知 5 中 1 位 数 有 9 个 ,2 位 数 有 72 个 ,3 位 数 有 432 个 , 则 

9 + 72 + 432 = 531 < 2000 < 513 + 1728 = 2241 

所 以 第 2000 个 数 是 4 位 数 . 

又 大 于 8695 的 四 位 数 有 [1+ 2 x (6 x 4) +8x6x4=]241 个 ,从 而 知 第 2000 个 数 为 8695 

例 2 〈2000. 全 国 高 中 联赛 第 二 试 压轴 题 ) 有 ” 个 人 ,已 知 他 们 中 的 任意 两 人 至 多 通电 话 一 次 ,他 
们 中 的 任意 n - 2 个 人 之 间 通 电话 的 总 次 数 相等 ,都 是 3: 次 ,其 中 是 自然 数 , 求 n 的 所 有 可 能 值 . 

【分 析 】 本 题 着 重 考察 了 排列 组 合 数 与 不 定 方程 的 综合 应 用 ;其 解 题 关键 是 抓 住 n 个 人 之 间 通 话 

2.3 

的 总 次 数控 重 复数 计算 是 3:C3 次 ,以 及 个 人 之 间 通 话 的 总 次 数 1 = 人 

解 :显然 n 宇 5, 因 为 个 人 共 可 组 成 Cs? = C2 个 “n -2 人 组 ”, 所 以 个 人 之 间 通话 的 总 次 数 按 
重 数 计算 是 3:C? 次 . 

车 某 两 人 之 间 通电 话 一 次 , 则 这 次 通话 在 C3-# = Cl 个 “mn - 2” 人 组 中 被 各 算 了 一 次 ,所 以 每 次 
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通电 话 的 计算 重 数 都 是 C2_2. 故 实际 n 个 人 之 间 通 话 的 总 次 数 为 ! = C2347/C3_, 其 中 1 为 自然 数 , 即 
=D 3, -20 Dy: 
因为 与 a -2 或 n 一 1 与 -3 中 从 有 一个 数 是 4 的 信 数 , 另 一 个 数 是 偶数 , 且 不 是 4 的 信 数 ,所 以 ， 
Fa -2)(n -3) 与 二 n(n -DAA 
又 因为 n,n - 1,n — 2,n - 3 中 任意 两 数 的 公 因数 不 超过 3, 故 
a= CTO -Dn -3),+n(n - )) 
= 3 或 1 


若 d = 3, 则 必 为 31m,31m-3 
设 n = 3n, M 


F Gm -Dm DL = Tm = D3t 

B (TGm-2(O06-D-rmGm- D) = 1 
所 以 Gs -2)(m 113 

又 因为 3m 2, - D = 1 

m ha, = 1,3m - 2 = 7,7 1 34 FB. 


"im 为 偶数 时 ,ni - 1 = 1, 去 (3ni - 2) = 2,2 13.28. 
故 d = 1, 且 有 
Len 2-3) 13 


E n BABBI, n - 3) = 1, 所 以 = 了 = 1,n = 4,7. 


若是 奇数 ,有 2 3 = 1,n = 5 

故 当 n = 5 时 ,满足 要 求 . 

DPE] (1) 上 述 解 题 方法 不 是 命题 组 给 出 的 方法 ,较为 自然 ,而 命题 组 给 出 的 方法 较为 "艰深 "， 
非 一 般 人 所 能 领会 其 "意境 ”. 

(2) 下 面 再 给 一 种 "组 合 味 " 较 浓 的 解答 . 

BR BR n > 5, 记 n An PAALA An FF, A,A; 之 间 通电 话 , 则 连 AA ,因此 这 个 
点 中 必 有 连 线段 ,不 妨 设 AiA; 之 间 有 连 线段 

# A1As 之 间 无 连 线段 ,分 别 考虑 4 一 2 个 点 A1A4As…A,A2A4As…A, 及 A3A4As…A,, 由 题 意 
知 A1,A2,A 分 别 与 A4,As,…,A, 之 间 所 连 线段 的 总 数 均 相等 , 记 为 m 

将 As 加 入 到 AAAs A, 中 , 则 这 一 1 个 点 的 线段 总 数 S = 3 + m + 1 从 这 n -1 个 点 中 去 
挤 任意 一 点 , 剩 下 的 n - 2 个 点 的 线段 的 总 数 为 ,因此 每 个 点 都 与 其 他 n — 2 个 点 之 间 有 m + 1 条 连 
线段 ,从 而 

= +G D(m + D) 

将 As 加 入 到 A1A4As…A, 中 , 则 这 n -1 5098838 = 34 + m. FIET 

4 = kO -Dm 
因此 ,由 S= :+ 1 得 

去 m-Dm+D= 去 me-Dm+l 
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BD x = 3, 矛 盾 . 
所 以 A A; 之 间 有 连 线段 . 

AR, AA; 之 间 也 有 连 线段 ,进而 A 、A; 与 所 有 AC = 3,4,…,n) 之 间 有 连 线段 . 

XF AAG  ;),IB A, 5A 有 连 线段 , 同 理 A, 与 A 之 间 有 连 线段 .因此 Ai,Aj(i,j = 1,2,…， 
n) 之 间 均 有 连 线段 . 

所 以 3 = 二 On-2)(n-3), 故 =5 

例 3 (1993. 第 44 届 AHSMF 试题 ) 在 zy 平面 上 ,顶点 的 坐标 (zx,y) 满足 1 二 r <4,1< y<4, 
H x,y 是 整数 的 三 角形 有 多 少 个 ? 

解 : 由 题 设 知 ,在 zy 平面 上 有 16 个 整 点 ,共有 Cl, = 560 个 三 点 组 ,要 从 中 减 去 那些 三 点 共 线 的 . 


平面 上 有 4 条 垂直 线 和 4 条 水 平 线 ,每 条 上 有 4 个 点 ,这 8 条 线 上 含有 8C3 = 32 个 三 点 共 线 的 三 点 
组 (如 图 I -6-3-1). 
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I-6-3-1 I-6-3-2 

类 似 地 ,在 斜率 为 + 1 的 线 上 三 点 共 线 的 三 点 组 有 2C3+ 4C} = 8+ 4 = 12( 个 )( 如 图 且 -6-3- 
2). 

此 外 ,没有 其 他 的 三 点 共 线 的 三 点 组 ,所 以 ,组 成 的 三 角形 的 个 数 是 560 - 32 — 12 = 516( 个 ) 

例 4 (1985. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 方程 2r1 + zz + x3+… + ro = 3 有 多 少 个 非 负 整数 解 . 

解 : 设 (x ,x2,…,xio) 是 原 方程 组 的 一 个 非 负 整数 解 ,由 于 xz; 三 0(i = 1,2,…,10) 
因此 2zit 和 2zi+za+zs+zi+zs+z6+zT+z8+zg+zi0 一 3 
即 2zl 安 3, 所 以 zi = 0,1. 下 面 分 两 种 情形 : 

(1)zi = 0, 则 za+ z3 + == + zao = 3, 所 以 zi = 0,1,2,3(i = 2,3,---,10) 

如 果 有 某 个 z; = 3, 则 其 他 z, = 0, 这 样 解 有 C = 9( 个 ) 

如 果 某 个 zi 关 3, 若 某 个 zi = 2, 则 必 有 一 个 五 = 1,i 关 j,2 志 i,j < 9, kW C) - C) = 
72( 个 ). 

如 果 对 每 个 z 天 2,3, 则 x2,z3,…,zio 中 必 有 三 个 z,(2 < i < 10) 为 1, 这 样 解 有 C3 = 84( 个 ) 

(2)zi = 1, 则 zz + zs + + z = 1, 因 此 zx，,z3,…zio 中 仅 有 一 个 是 1, 这 样 解 有 C) = 9( 个 ) 

于 是 原 方程 组 有 C) + Ch- Cl + C3 + C) = 174 个 非 负 整数 解 . 

例 5 《〈1991. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 设 S = 11,2,…,nj ,A 为 至 少 含有 两 项 的 \ 公 差 为 正 的 等 差 数 列 ， 
其 项 都 在 S 中 , 且 添加 S 的 其 他 元 素 等 于 A 后 均 不 能 构成 与 A 有 相同 公差 的 等 差 数列 , 求 这 种 A 的 个 
数 (这 里 只 有 两 项 的 数列 也 看 做 等 差 数 列 ) . 

解 :构造 具有 如 下 要 求 的 集合 A: 把 A 中 的 元 素 按 从 小 到 大 的 次 序 排 好 后 ,在 其 最 大 元 素 后 面 添上 
S 的 任何 元 素 均 不 能 构成 具有 原 公差 的 等 差 数列 .这 时 , 当 A 的 首 项 与 公差 一 旦 确定 ,其 整个 集合 A 也 
即 确定 ,不 妨 设 A 的 首 项 为 e ,公差 为 d, 则 

a= 1,d = 1,2,…,n -1 时 的 集 A 有 n 一 1 个 ; 

a = 2,d = 1,2,…,n -2 时 的 集 A 有 n 一 2 个 ; 


a= n-1,d = 1 时 的 集 A 有 1 个 . 
因此 ,所 求 A 的 总 个 数 为 1+2+…+(n D = aG D 
例 6 (1986. 第 4 届 AIME 试题 ) 在 扔 硬币 时 .如果 用 Z 表示 正面 朝 上 ,F 表示 反面 朝 上 ,那么 扔 硬 
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币 的 序列 就 表示 为 用 Z 和 下 组 成 的 囊 , 我 们 可 以 统计 在 这 种 序列 中 正面 紧 跟 着 反面 (ZF) 的 出 现 次 数 ， 
正面 紧 跟 着 正面 (2Z) 的 出 现 次 数 ,…… ,例如 序列 ZZFFZZZZFZZFFFF 是 15 次 扔 币 的 结果 ,其 中 有 5 个 
22,3 个 ZF,2 个 FZ,4 个 FF . 

问 :有 多 少 个 15 次 扔 硬币 的 序列 ,恰好 有 2 个 ZZ,3 个 ZF,4 个 FZ,5 个 FF? 

解 :符合 题 意 的 序列 具有 如 下 两 种 可 能 形式 : 

(DF 带头 的 :F…EFEZ…ZF… 

(DZ RK: Z ZF FZ ZFF 

由 于 题 设 要 求 的 序列 恰 有 3 个 ZF , 则 序列 属于 第 (ii) 类 的 ,应 具有 如 下 形式 

Ze- ZE- FZ ZF--- FZ--- ZEF 
其 中 只 有 2 个 FZ, 达 不 到 4 个 FZ, 故 不 可 能 ,所 以 符合 题 设 的 序列 只 能 是 第 (i) 种 形式 . 

由 于 序列 恰 有 4 个 FZ, 则 在 考虑 序列 中 恰 有 两 个 ZZ 的 情况 下 可 分 为 如 下 两 类 : 

zzz 3 z z 
a. g z z z 

以 及 2 的 不 同位 置 , 其 中 的 空格 之 处 应 填 F 

设 每 个 空格 处 填 F 的 个 数 依次 为 zl,zz,ziyzi, 则 zi+z+zs+ze=9 

这 相当 于 求 其 正 整数 解 的 个 数 ,显然 有 Ci = 56 

另 一 方面 ,对 于 @,ZZZ 的 位 置 有 4 种 .对 四 ,ZZ,ZZ,Z,Z 的 排列 方法 有 6 种 ,所 以 Z 的 排列 方法 有 
10 种 ， 

所 以 ,符合 题 意 的 序列 有 10 x 56 = 560( 个 ) 

例 7 (1993. 第 11 届 AIME 试题 ) 人 ABC 的 顶点 为 A = (0,0),B = (0,420),C = (560,0), 一 个 
般 子 的 六 个 面 分 别 标 上 两 个 "A" ,两 个 "B", 两 个 "C", 从 全 ABC 内 部 选 出 一 点 P = (k,m), BANH 
子 , 依 下 列 法 则 选 出 点 P,P3,… RFR L 的 那 面 ,LE |A ,B,C|, 且 刚刚 选 为 已 ,那么 Puri 
选 为 P 的 中 点 ,已 知 Py = (14,92), 间 + m =? 

解 :首先 应 注意 到 因 P 在 A ABC 内 , 则 以 后 的 所 有 P, 在 A ABC 内 .下 面 ,我 们 将 证 明 一 旦 任何 后 
继 的 P 给 出 , 则 可 惟一 地 确定 P, 

假定 P, = (zi,%), 因 P, fE 2 ABC 内 , 则 有 

0 < x, < 560,0 < y, < 420 

0 < 420z, + 560% < 420 + 560 

若 掷 出 A, 则 


(mena) = Pa = FP = (2,22) 
FE P 所 在 的 可 能 范围 被 限制 在 原 三 角形 的 十 之 内 (图 8 -6-3-3 中 的 一 > 


部 分 ), 显 然 Pi 在 1 内 ,从 而 有 下 

4202, + 5605, < 十 x 420 x 560 
同样 掷 出 B, 则 Pw 在 H A, y > 210 A c 
车 掷 出 C, 则 Pan 在 四 内 ,mst > 280 图 TI-6-3-3 
所 以 ,对 之 2, 肠 必 在 工 , 正 , 亚 之 一 内 , 且 由 它 的 前 一 点 惟一 确定 
例如 ,车 P, = (xz,%) 位 于 丰 内 , 则 Pi 必 为 BPi-1 的 中 点 ,这 时 Pi-1 = 2P,- B = (2z,,2% - 420) 
所 以 , 若 上 之 2,P = (ar) A 

(2z4,2% - 420), # x > 210 


ee 


(2zx4 - 560,2%), 若 z+ > 280 
(2z4,2%4) 8 420, + 5609, < F x 420 x 560 
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下 面 ,我 们 可 以 由 P ,推出 Pi: 

P, = (14,92) 一 Ps = (28,184)=>Ps = (56,368) 一 P, = (112,316) 一 

P, = (224,212) 一 P = (448,4)=P, = (336,8) 

Suk +m = 336 + 8 = 344 

例 8 已 知 定义 在 非 负 整数 集 上 的 函数 f(n) 由 下 列 条 件 确定 :7(0) = 0,f(1) = 0,f(2n) = 
2/(n) + 1(n > 0) Ë f(2n + 1) = f(2n) 一 1, 求 最 小 正 整数 m, 使 f(m) = 299 + 1 

me = 3x22 一 上 


满足 Sna) = 21% + 的 最 小 正 整 数 是 
21989-4 1 


m=3. 
满足 Sn) = 209 的 最 小 正 整数 是 

m = 3 29 -1 
所 以 ,满足 f(m) = 29 4 1 的 最 小 正 整数 是 

m= 2n=3°.2%%-2 

例 9 ”从 11,2,…,n| 中 选 出 项 的 严格 递增 数列 ,每 相 邻 两 项 的 差 达 m, mlk - 1) < n, 有 多 少 种 
不 同 的 选 法 ? 

解 : 设 第 一 个 数 为 zx; + 1 

第 二 个 数 为 (zi + 1) + (zz + 1) 


第 ; 个 数 为 (zi + 1) +… + (zi+1) 


第 个 数 为 (zi+ 1) + + (y + 1) 
Jeho <: < m - Q< <) 
设 zt yt + a = r 
则 (z+ 1)+- + (z + 1) S n 
得 0< zi<n-kt-r 
所 以 zt PIR n -k - r + 工 个 值 . 
把 (1+ z+ …+ -04 展开 , 则 z 的 系数 a, 就 是 方程 @ 的 ,满足 条 件 O 的 整数 解 (zx2,z3,…， 
ar) 的 个 数 , 即 (1+ z ++ ml = 了 az” @ 
s 
所 求 的 选 法 共有 Dja, (n-k — r + 1) 种 . 
因为 Dyan-k-r+l) = (nk+l) Da,- Dm, @ 
所 以 只 要 求 出 >)a 与 > ra, 即 可 .在 图 中 令 上 = 1 可 得 2 or = mt-! @ 
EOG = 1+y, 则 @ 的 右边 成 为 
Daty = Dall tryta) T © 
则 > rar 就 是 上 式 中 y 的 系数 . 
另外 , 的 左边 成 为 
[1+ (1+y) + + (1+ y)” 


= [m + (Dn 


ee 


= y +] 
ni L m. (kD) y+ 


比较 @.@ 可 得 
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Sra, = Hm 5D4=D @ 
h @.G@.@ 可 得 本 题 答案 
(n-k + Dm wm — D(k — D Sl 


= më? |n -Ck = D(m + 1 

例 10 设 ”> 1, 两 个 自然 数 的 集合 

laiaz an} Æ fb,62,.%, bnl 

和 集 lai + a ll<i<j<nl= |b+bl1<i<j<nl @ 

这 里 的 相等 计数 及 元 素 的 重 数 , 即 如 果 元 素 S 在 Q) 的 左边 出 现 k 次 (用 种 方法 表示 成 a, + a, 的 
形式 ) ,那么 S 也 在 @ 的 右边 出 现 次 ,证 明 存在 自然 数 h, 使 n = 2 

解 :考虑 母 函数 

f(z) = rh + zr + o + 8 
X g(z) = zh + zh + + aa 
(注意 ,这 里 的 a, 5 b, 不 是 母 函 数 的 系数 ,而 是 指数 ) 

(f(z))2 - fla?) 

= (rn + ma +o + a)? = (2 + + ra) = 2 > zt @ 

<<. 

同样 

(g(z))2- g(z2) = 22 th @ 

OO 中 系数 表示 和 a, + a,b; + b, 出 现 的 次 数 ,由 题 设 知 

Pla) - f(z2) = gla) - gla?) 
即 f(z)- @(z) = fla?) - gla?) @ 
H T f(1) - g(1) = n- n = 0, 所 以 (x - 1) | (f(x) ~ g(x)), 从 而 存在 自然 数 h ,使 

f(z) -g(x)= (z - 1) plz), p1) #0 

因此 f(z?)- gla?) = (a? - 1)" pla?) 

即 f + gia) = t GD 
令 z=1 得 2 = 2h,BD n = 2 

由 于 n> 1, 所 以 h， > 1,h1 -1 为 菜 一 自然 数 ,从 而 有 n= 24 

例 11 (1987. 第 28 届 IMO 预选 题 ) 设 A,, A2,A3 是 集合 |1,2,…,n| 的 具有 如 下 性 质 的 分 划 : 

(1) 若 将 每 个 子 集 的 元 素 按 递增 顺序 排列 , 则 每 两 个 相 邻 元 素 的 奇偶 性 不 同 ; 

(2)A1,42 和 As 中 恰 有 一 个 的 最 小 元 素 是 偶数 . 

试 求 这 种 分 划 的 个 数 . 

提示 集合 的 分 划 是 由 一 族 集合 Ai,Az,As 确定 的 ,它们 满足 : 

A, UA; U A; = l1,2,-=-,n| 

A YA; =A; D A; = ADA, = @# 

集合 的 另 一 排列 ,如 A2,A3, A, 和 Ai,Az,As 是 同一 划分 . 

解 :显然 ,题目 中 的 条 件 (1) 和 (2) 等 价 于 对 每 个 分 划 集 决定 可 能 放 人 该 集 的 下 一 个 数 的 奇偶 性 ,而 
且 ,如 果 是 还 没有 放 进 元 素 的 , 则 由 (2) 可 知 放 进 它 的 第 一 个 数 必 是 与 A 中 的 最 小 数 有 不 相同 的 奇偶 
性 ;而 对 非 空子 集 , 下 一 个 数 的 奇偶 性 由 (1) 决定 . 

不 失 一 般 性 .假设 1 E Al, 而 A 的 最 小 元 素 小 于 As 的 最 小 元 素 , 于 是 2 有 两 种 放 法 :或 放 人 Ai ,或 
CA Az. 更 进一步 地 ,一 旦 -1 被 放 人 Az 后 , 则 就 有 两 种 可 能 的 放 法 :或 放 入 A2, 或 放 和 人 Ai .假设 
在 某 一 步 ,k - 1 可 放 信 A, RA, PRA Ai,(ii,iz,is 是 集合 |1,2,31 的 一 种 排列 ). 因 为 -1 与 
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有 不 同 的 奇偶 性 ,所 以 A 成 为 可 放 人 的 ,而 A, 却 不 能 放 入 ,而 且 k 放 入 A 也 是 可 能 的 .如 此 继续 下 一 
步 仍 有 两 种 可 能 放 法 .以 上 给 出 了 归纳 推理 的 步骤 . 

综 上 , 除 1 以 外 ,每 个 数 k 均 有 两 种 放 法 .所 以 分 划 的 个 数 为 2"! 

例 12 〈 中 国 台北 第 1 届 数 学 奥林匹克 试题 ) 试 确定 具有 下 述 性 质 的 最 小 正 整数 A :把 从 1001 至 
2000 的 所 有 正 整数 任 作 一 个 排列 ,都 可 从 其 中 找 出 连续 的 10 项 ,使 这 10 项 之 和 大 于 或 等 于 A. 

解 : 设 b1,52,…,bioo0 是 1001,1002,…,2000 的 任 一 个 排列 . 

Si = bi + bi t+" + bisg. (i = 1,2,---,991) 

B S, + Su + Su ++ + So = bi + bz + + bio 

_ (1001 + 2000) x 1000 _ |500500. 


FÈ Si, Su, Sas, Son 中 至 少 有 一 个 So > 1500500 — 15005. 从 而 A > 15005 


下 面 ,把 1001 至 2000 这 1000 个 自然 数 排 成 10 行 ,每 行 100 个 数 ,奇数 列 从 左 到 右 ,偶数 行 从 右 到 左 
排 可 得 下 表 : 


1001 1002 1003 … 1099 1100 
1200 1199 1198 … 1102 1101 


1201 1202 1203 … 1299 1300 


1801 1802 1803 . 1899 1900 

2000 1999 1998 1902 1901 

从 左 到 按 列 的 顺序， 每 一列 又 以 上 到 下 记 ， 上 述 数 为 al,az，……aiom 

令 S = a; t ais t + aisg, (i = 1,2,991), S, = 15005, S} = 15006, 而 且 容易 证 明 , 当 ;为 
奇数 时 ,S; = 15005, 当 ; 为 偶数 时 ,S; = 15006 

所 以 可 得 A = 15005 

例 13 (第 41 届 IMO 中 国 队 选 拔 赛 试题 ) 设 n 为 正 整数 , 记 集合 M = |(z,y) | x,y 是 整数 ,1 < 
x,y S n) EXE M 上 的 函数 /具有 性 质 : 

(a) f(z,y) 取 值 于 非 负 整数 ; 


(6) 当 1<z<n 时 ,有 了 f(z,y)=n-1 


OE farny Aarya) > 0, 则 (z1 一 zx2)(y = 92) >0 

试 计算 这 样 的 函数 /的 个 数 N() ,并 求 出 N(4) 的 具体 数值 ， 

Bisht, 

对 于 这 个 组 合计 数 问题 ,最 重要 的 是 转化 ,下 面 用 两 种 不 同 的 方法 进行 解答 ， 

解法 一 ， 

首先 证 明 引 理 

引 理 。 在 一 个 加 行列 的 方 格 表 的 每 个 方 格 中 填 人 一 非 负 整 效 ,位 于 第 : 行 第 j 列 的 方 格 中 所 填 的 
数 用 a5 表示 ,rn(1< i 之) 与 S(1<j 过 n) 是 非 负 整 数 ,满足 了 /一 S15, 那么 ,同时 具有 如 下 性 质 
的 填 数 方法 存在 有 惟一: 


Qa = dU<i<m) 
@2a =S. (<;<x 
% 


@ Ë ajan > 0, 则 (上 - iX- j) > 0 
引 理 的 证 明 :我 们 对 m + n 进行 归纳 , 当 m = n = 1 时 ,显然 只 能 有 an = r = 51, 命 题 成 立 . 
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设 命 题 对 行 数 与 列 数 之 和 小 于 m + n 的 方 格 表 成 立 , 下 面 考虑 m 


fin 列 方 格 的 填 法 . S es u s 
如 图 -6-3-43 A 中 的 数 具有 形式 mi(j 之 2), 块 Az 中 的 "| < A 

数 具 有 形式 ay(i 之 2) ,注意 到 (i - DG - j) < 0, 故 由 条 件 @ 知 A „p 

或 As 中 有 一 个 部 分 内 的 数 全 为 零 I 


又 Al 中 各 数 之 和 + all = ri,Az 中 各 数 之 和 + an= Si, 因 此 必 1 | 4， 
有 an = min(rl, Si) ,由 对 称 性 不 妨 设 ri < Si, 这 样 Ai 中 的 各 数 均 
为 零 . 

考虑 此 方 格 表 中 后 n- 1 行 构成 的 子 方 格 表 ,其 各 行 的 和 依次 为 r 
ra" ra 各 列 的 和 依次 为 S1 - ri Sz，…-S,, 这 些 数 均 为 非 正 整 数 ， 
HRX ry + rx t e + r, = (S, - ri) + S, + = + S, WI -6-3-4 

于 是 ,对 此 子 方 格 表 运 用 归纳 假设 即 知 这 部 分 的 填 法 是 惟一 的 . 

第 一 行 各 数 已 经 确定 ,其 中 仅 有 an 非 零 ,不 等 式 (i - 1)(j - 1) 之 0, 对 任意 aj 成 立 , 故 整个 方 格 表 
的 填 法 还 满足 条 件 @ ,命题 得 证 . 

下 面 我 们 运用 引 理 来 解 原 题 . 

集合 M 可 以 看 作 一 个 fin 列 的 方 格 表 , 而 每 个 M 上 的 函数 /对 应 于 方 格 表 的 一 种 填 数 方法 , 现 
在 表 中 各 数 的 列 和 给 定 , 且 表 中 所 有 数 之 和 为 n(n — 1) , 故 由 引 理 , 任 取 个 和 n(n - 1) 的 非 负 整数 组 
作为 行 和 ,使 惟一 对 应 一 个 函数 记 从 而 本 题 的 答案 为 方程 组 、 

bit b+ +b, = n(n-1) 
的 非 负 整 数 解 的 个 数 , 即 

N(n) = Cahora- = CA 

特别 地 ,N(4) = Cl, = 455 

解法 二 ， 

设 对 给 定 xz, € [1, n], f(zo,y)Q < y< n) 中 不 为 0 的 最 大 y Hy 

则 由 条 件 (C), 如 若 f(z,a,y) > 0, 则 必 有 
y > %, 故 而 因数 表 来 表示 为 如 图 -6-3-5 s: | 
其 中 ai 为 非 负 整数 ,an say sy ayso ] 
K L O PS DIPSESSDIDID 


tart +a, = n-1 


其 中 a, > 0,alvaz,…，var 均 为 非 负 整数 的 | ”| ° 


MH Ch, A y 
故 f 函数 的 个 数 ojoje |° | ° re") păr 
= CC 
N(n) nal Ehn Cay, 图 1 -6-3-5 
Soyez 
再 利用 
) GC} = CH} 
知 N(n) = CE 


特殊 地 ,有 N(4) = Ct, = 455 


$3.3 ”针对 性 训练 


A 组 
1.(1993. 3% 11 M AIME) #0 < a < b < c < d < 500, 问 有 多 少 个 有 序 的 四 元 整数 组 (a ,b,c，,d) 


满足 a+d = b+ c R bc -ad = 93? 


2.(1986. 全 国 高 中 数学 竞赛 试题 ) 设 S 是 平面 上 的 有 限 点 集 , C, C C 是 平面 上 7 个 不 同 的 
圆 ,其 中 C, 恰好 经 过 S 中 的 7 个 点 ,Cs 恰好 经 过 S 中 的 6 个 点 ,…,Ct 恰好 经 过 S 中 的 1 个 点 ,集合 S 
至 少 含有 多 少 个 点 ? 


3.(1998. 第 3 届 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 把 正三 角形 ABC 的 各 边 等 分 ,过 各 分 点 在 人 ABC 内 
作 各 边 的 平行 线 ,得 到 的 图 形 叫做 正三 角形 ABC 的 格 点 阵 . 


(1) 求 其 中 所 有 边 长 为 二 | BC | 的 姜 形 个 数 . 
(D 求 其 中 所 有 平行 四 边 形 的 个 数 . 


4.(1993. 第 11 届 AIME 试题 ) 在 4000 到 7000 之 间 有 多 少 个 四 个 数字 均 不 相同 的 偶数 ? 


5. 空间 有 n 个 平面 ,最 多 能 把 空间 分 割 成 几 个 部 分 ? 


6.(1985. 第 3 JE AIME 试题 ) 选 定 整数 序列 a1,a2,a3,a4，… 使 得 a, = as_1 - as-z(n 三 3). 如 果 
前 1492 项 之 和 是 1985, 而 前 1985 项 之 和 是 1492, 那 么 前 2001 项 之 和 是 多 少 ? 


7. 有 红 、 白 、 黑 3 种 球 ,每 项 允许 重复 地 选取 5 只 ,要 求 红 球 至 多 选取 2 次 , 白 球 至 多 选取 3 次 , 黑 球 
至 多 选取 1 次 , 问 有 多 少 种 不 同 的 选取 方式 ? 
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8. 10 个 大 学 生 按照 下 列 条 件 组 织 运动 队 : 

(1) 每 个 人 可 以 报名 参加 几 个 运动 队 ; 

(2) 任 一 运动 队 不 能 完全 包含 在 另 一 个 队 中 或 者 与 其 他 队 重合 (允许 部 分 重合 ). 则 最 多 可 组 成 多 
少 个 运动 队 ? 


B# 


9.(1970. 第 12 届 IMO) 平面 上 有 100 个 点 ,其 中 任意 三 点 不 共 线 ,用 其 中 任意 三 点 为 顶点 作 三 角 
形 .证 明 :所 作 的 所 有 的 三 角形 中 至 多 70% 是 锐角 三 角形 . 


10.(1989. 第 30 届 IMODE) it n 是 正 整数 ,我 们 说 集合 |1,2,…,2n| 的 一 个 排列 (zl zzzn) 
具有 性 质 已 是 指 在 11,2,…,2n - 11 当中 至 少 有 一 个 i, 使 得 1 z, - z, 1= .求证 对 于 任何 ,具有 性 
Mt P 的 排列 比 不 具有 性 质 P 的 排列 的 个 数 多 


11.(1988. 第 6 届 AIME 试题 ) 老板 将 要 打印 的 信件 交 给 秘书 ,每 次 给 一 封 , 且 放 在 信封 的 最 上 面 ， 
秘书 一 有 空 就 从 最 上 面 拿 一 封 来 打 , 有 一 天 共有 9 封 信 要 打 , 老 板 按 第 一 封 ,第 二 封 ,……, 第 九 封 的 顺 
序 交 给 秘书 ,午饭 的 时 候 ,秘书 告诉 同事 ,已 把 第 八 封 信 打 印 好 了 ,但 未 透露 上 午 工作 的 其 他 情况 ,这 个 
同事 很 想 知道 还 剩 下 哪些 信件 没有 打 , 还 想 知道 按 什么 样 的 顺序 来 打印 . 

根据 以 上 的 信息 ,上 午 打 的 信 的 顺序 有 多 少 种 可 能 ?( 没 有 要 打 的 信也 是 一 种 可 能 ). 


12. 把 图 分 成 个 不 相等 的 扁 形 ,并 且 用 红 、 蓝 、 黄 三 种 颜色 给 篇 形 染 色 ,但 不 许 相 邻 的 扇形 有 相同 
的 颜色 . 问 共有 多 少 种 染色 法 ? 


13. 要 从 一 二、 三 这 三 个 年 级 中 选拔 10 名 学 生 担任 学 生 会 干部 ,要 求 三 年 级 不 得 多 于 5 名 ,二 年 级 
不 得 少 于 4 名 , 问 有 多 少 种 不 同 的 选 法 ? 


14.(1990. 第 31 Jš IMO 预选 题 ) 求 正 整数 ,使 得 集合 X = |1990,1990 + 1,…,1990 + k] 能 被 分 
拆 为 两 个 互 不 相交 的 子 集 A 55 B, B A 中 元 素 之 和 等 于 B 中 元 素 之 和 . 


组 合 恒等式 ,组 合 不 等 式 


$4.1 知识 \ 方 法 技能 


I. 组 合 恒等式 
竞赛 数学 中 的 组 合 恒等式 是 以 高 中 排列 组 合 ,二 项 式 定理 为 基础 ,加 以 推广 ,补充 而 形成 的 一 类 组 
合 问题 .组 合 恒等式 的 证 明 要 借助 于 高 中 常见 的 基础 组 合 等 式 . 例如 


OC; = cr 
@c;tl = cr! + c, 
OC; = Ženi 


@c;c; = c; ` crz 

OC +C ++ + Ch = 2" 

OC -C+ -C++ (C=O 

组 合 恒等式 的 证 明 方法 有 : 

O 恒 等 变 形 ,变换 求 和 指标 ; 

@ 建立 递 推 关系 ; 

图 数学 归纳 法 ; 

图 考虑 组 合意 义 ; 

ORAM. 
I. 组 合 不 等 式 

组 合 不 等 式 以 前 我 们 见 的 不 多 ,在 其 他 一 些 书籍 中 组 合 不 等 式 的 著述 也 很 少 ,但 是 近年 来 组 合 不 等 
式 的 证 明 却 出 现在 国内 、 国 际 大 赛 上 .例如 1993 年 中 国 高 中 数学 联赛 二 试 第 二 大 题 为 : 

设 A 是 一 个 有 n 个 元 素 的 集合 ,A 的 mm 个 子 集 Ai,Az,…,Aw 两 两 互 不 包含 , 试 证 : 


ay Z< 


(093 C'A! > m° 


其 中 | A, | 表示 A 所 信 元 素 的 个 数 ,CA 表示 n 个 不 同 元 表 到 | A, | 的 组 全 数 ， 

再 如 1998 年 第 39 届 国 际 数学 奥林匹克 竞赛 中 第 二 大 试题 为 ， 

在 某 一 次 竞赛 中 ,共有 a 个 参赛 选手 与 6 个 裁判 ,其 中 b > 3, 旦 为 奇数 . 每 个 裁判 对 每 个 选手 的 评 
分 只 有 “通过 " ETRE 两 个 等 级 , 设 k 是 满足 条 件 的 整数 ;任何 两 个 裁判 至 多 可 对 k 个 选手 有 完全 
相同 的 评分 .证 明 :二 > bl 

因此 我 们 有 必要 研究 组 全 不等式 的 证 明 方 法 .组 合 不 等 式 的 证 明 方法 有 ， 
1. 在 集合 间 建立 单 射 满 射 , 利 用 集合 阶 的 不 等 关系 

EE 设 X 和 Y 都 是 有 限 集 , 为 从 X B| Y 的 一 个 映射 

(1) 车 了 为 单 射 , 则 1X <I Y 
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(DË /为 满 射 , 则 1X 12 Y| 
2. 利用 容 斥 原理 


例如 , 设 元 素 。 属于 集 族 |A1, A2,…,A.| 的 个 不 同 集合 As,,A,…, A , 则 在 了 1A; 1 a 8 


计算 了 次 , 当 和 之 2 时 ,集合 Ai An A, 两 两 的 交集 共有 G3 个 .由 于 C3 = EED > -1,4 
a 在 >) | Ai mn Ai 1 中 至 少 被 计算 了 A - 1 次, 这样 我 们 得 到 下 面 的 不 等 式 : 
ic。 


DA >Dan DANAI (x) 
MA > 2; <<<. 
组 合 不 等 式 ( * ) 可 由 容 斥 公式 : 
DA Dian- D IA. QA +=: + (= DOD I ñA, 1 一 去 右边 第 三 个 和 式 起 的 所 有 
3, i ISi L. 
和 式 得 到 
采用 这 种 办 法 ,我 们 可 以 从 容 斥 公式 得 到 另外 一 些 组 合 不 等 式 ,只 是 要 注意 这 些 不 等 式 的 方向 的 变 
化 . 
3. 利用 抽 懂 原则 


由 于 抽 层 原则 的 结论 本 身 就 是 组 合 不 等 式 关系 ,所 以 我 们 利用 抽 层 原则 ,巧妙 构造 抽 层 的 方法 证 明 
组 合 不 等 式 . 
4. 利用 组 合 分 析 

在 复杂 的 组 合计 数 问题 离散 极 值 问题 和 实际 应 用 问题 等 问题 中 ,会 出 现 一 些 组 合 不 等 式 ,这 时 可 
运用 组 合 分 析 方 法 证 明之 . 

例如 2003 年 中 国 数学 奥林匹克 就 是 这 类 问题 ,题目 是 : 

某 公司 需要 录用 一 名 秘书 ,共有 10 人 报名 ,公司 经 理 决定 按照 求职 报名 的 顺序 逐个 面试 ,前 3 个 人 
面试 后 一 定 不 录用 , 自 第 4 个 人 开始 将 他 们 与 前 面 面 试 过 的 人 相 比较 ,如 果 他 的 能 力 超过 了 前 面 所 有 已 


面试 过 的 人 ,就 录用 他 ,否则 就 不 录用 ,继续 面试 下 一 个 .如 果 前 9 人 都 不 录用 ,那么 就 录用 最 后 一 个 面 
试 的 人 . 


假定 这 10 个 人 的 能 力 各 不 相同 ,可 以 按 能 力 由 强 到 弱 排 为 第 1, 第 2……, 第 10. 显然 该 公司 到 底 
录用 哪 一 个 人 ,与 这 10 个 人 报名 的 顺序 有 关 , 大 家 知道 ,这 样 的 排列 共有 10! 种 .我 们 以 A, 表示 能 力 第 k 
的 人 能 够 被 录用 的 不 同 报名 顺序 的 数目 ， ufi 表示 他 被 录用 的 可 能 性 . 

证 明 : 在 该 公司 经 理 的 方针 之 下 ,有 

(DA1> Az >…> As = As = Ap 

(2) 该 公司 有 超过 70% 的 可 能 性 录取 到 能 力 最 强 的 3 个 人 之 一 ,而 只 有 不 超过 10% 的 可 能 性 录用 
到 能 力 最 弱 的 3 个 人 之 一 . 

解答 见 赛 题 精 讲 的 例 18. 


$4.2 赛 题 精 讲 
例 1 证 明 : Ych = 271+ PRL 
[98] eci mx ca - 2 ci. ma Š Ch Paok asia. 
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证 明 : > Ck = Xch- 2) Ch =% - $ CAFER Š che; = 2n - k, W > oh 


o — m asm 


所 以 Ech = 2- Ch + Ch 
即 2 六 cf = 2" + C3, 从 而 有 
Siep = 21 q L. Qa)! 


名 2 ` nini 
1 WS G 
M REO- gynta +C DT IG: = 
其 中 mEN 


E” > t ¿L ca 
Ei an = TIC pm r 2C1 t 


1 
(m +n +1)CZ, 


=s CUTI WAER c; 
= Gi + CA 及 CT = Z0, 


oC Ca t Oa) tt Ch) -+ (Cr + CH) 
-D'i 
tatn tiO 
Han = anmi — Han BI a, + THa, = an- 
所 以 a an-ı = nin aaa 
" ion mot) 
EE Cm +3)21 
Wa h. i S 1 
a= mti m+2 ` (m+ 2)(m + 1) 
从 而 有 a, = al = 1 


(m + n + 1)(m + n) (m +2)(m + 1) ` (m + n + 1)CZ,, 
【说 明 】 注意 到 a, 中 各 项 的 系数 均 与 "无 关 , 且 符号 正 负 相同 ,由 此 想到 a, 与 a,- 之 间 必 定 存 在 
着 某 些 联系 , 且 是 递 推 关系 . 


例 3 REDO De ACh aa n+ 

[分 析 】 FEBER Chan = Cha + C8, 仿 例 2 解决 
证 阴 : 令 oo = DO D RA .Cho 

因为 “CS Cha + Cha 

所 以 a, = 22, YN 1) e PACE prg 


= 


= 2 + -Dt 2A Ch a + CR) 
各 


= 六 (De mach, + DO Di Zraci, 
各 各 


令 r = 一 1, 则 
D- DE PAC, = $O Dr" e RDC,- 
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=- DD = asa 


RENO D. RACH, = bp D 
8 
bn = an + an-i 0 
a 
Rb, =+ So t. aiia e SPE + (= 1)" 
£ 


= 2 + SD PAC Chaa + CH) + (= D* 
= darmi = SSO DI i PODAC- 
= 4an- = ba 
于 是 由 四 式 得 br-1 = ov-l + an-z ATHER an + an-ı = 4an-1 一 ar-1 一 an-21 B a, + an- = 
2an-1 
RWM lan) 为 等 差 数列 ,而 ao = La = 2, 故 公差 4 = 1, 且 as = n+1 
【说 明 】 此 题 运用 变换 求 和 指标 的 方法 , 找 出 了 as，a,-ivov- 之 间 的 线性 关系 式 ,再 由 初始 条 件 
求 得 ww, 这 种 利用 递 推 关系 求 组 合 数 的 方法 ,在 解决 较 复杂 的 计算 或 证 明 组 合 恒等式 时 经 党 用 到 ， 
例 4 REC? + (C? + Q + (CP = Ol 
[分 析 一 】 此 题 若 考虑 用 基本 组 合 恒等式 来 证 明 是 比较 困难 的 ,注意 到 左 端 各 项 恰好 是 二 项 展开 
5 更生 和, 二天 人 二 n AECE + Ca 
(+ 二 =- Ci (cl C: 1 += +C 去 ,这 两 个 展开 式 乘积 中 的 常数 项 恰好 就 是 ( C%) + 
(CLP + + (Cl 
证 法 一 :因为 (1 + z)" = C + Che + + Cn" 
ee ee 
两 展开 式 右边 乘积 中 的 常数 项 恰好 等 于 (C8)? + (CL)? + … + (COLTA + z)"(1+ 二 ) = La + 
z)", + z)?" 中 含 z 的 项 是 展开 式 中 的 第 n+ 1 项 , 它 的 二 项 式 系数 CL 就 是 (1 + z)"(1 +L) h 
的 常数 项 ,所 以 (C89? + (CL)? + = + (C)? = os, = A 
[分 析 二 】 注意 到 恒等式 C; = Cs…", 要 证 的 等 式 的 左边 可 以 变形 为 CCY + CICI + … + 
CO AMER = pEi = C5, 因此 ,我 们 可 以 通过 建立 适当 的 组 合计 数 模型 来 证 明 


证 法 二 ; 设 有 n 个 白 球 ,n 个 红 球 ,从 这 2n 个 球 中 取出 个 球 的 取 法 种 数 为 :CF = 2al s 

面 , 可 以 看 成 n + 1 次 如 下 的 取 球 活动 :从 = 个 白 球 中 取 r 个 ,再 从 个 红 球 中 取 (n 一 7) +, a 

为 GCT = (Cr = 0,1,2,…,n, 所 以 ,符合 题 意 的 取 球 种 数 是 (C%)? + (CL)? + + (CJ)2. 
HCL)? + (CL)? + (CZY + e + (CIP = Qat 


【说 明 】 证 法 二 采用 了 * 算 两 次 " 的 基本 思想 方法 ,这 是 解决 竞赛 问题 时 沼 用 的 方法 . 
例 5 HAEC - 3Cims + Che - 2 Che + … + IPCI - IPCI) 


[分 析 】 考查 各 项 的 绝对 值 (二 ) 98 . 3 Che ETUER ChL Go sata 
数 单位 i 的 乘 方 的 性 质 : = - 1,i# = 1, 就 不 难 发 现 它 实质 上 是 一 个 复数 (十 +Å 的 实 部 ,因此 
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en A 
RER = (L), Cha DS + Chm( 于 )m Bta + C(t 
B 


i + A yes 展开 式 的 实 部 - 

LLED = (eos + isin Z) = as1998 + isn1998 ,其 实 部 等 于 cl12 
=+ 

所 以 , 原 式 = 1 


例 6 ER: WP Cila- r)" =n 


19987 


= cos666r 


QC DCm(z-r):=0 


其 中 为 实数 ， n,k HARY, k< n 

【分 析 】 “观察 题 中 式 子 ,感觉 难以 运用 组 合 恒等式 或 直接 运用 二 项 式 定理 给 出 证 明 , 这 时 考虑 用 
数学 归纳 法 来 证 明 . 

证 明 : 当 ” = 1 时 ， 

(UDctz-cCtz-D=z-z+rl=ll 

(2)Cgz - CHz-1l+Ciz-2)=zr-2rz+2+z-2= 0, 命 是 成立, 

“假设 x = m 时 ,对 一 切实 数 = 有 


È- DCi- D" = mR Di -n+ =0 
f <: 
其 中 之 mW n = m + 18, 
s: 
wX 1'Cknla - r)" 


S >C 1)'Chnlæ —- r)"[(z — m - 1) + (m + 1 — r)] 
e 
=(z-m-D:0+2i(-Dr(m+DC5-rC5](z - r)" 
= 


z" a 
= (m +1) 2,(- D'Chala - r)" - 21(- 1)'Cha la - r)" 
=: =l 
a 


= (m + 1)(z - r)" + (m + 1) -D(C = Cr’) - r)” 


= (m + )(z - r)" + (m + DXO CKE = r)” 
= 


= (m + 1)m! = (m + 1)! 
(2) 当 km+1 时 ， 


2O DOZ (z - r)}* 


==#+ 2 1)'CZ,2(= - r)* + (— "Cea. (z -m - 2) 
=" el 
= # + (- 1)”*2(z -m -2)* + 2 Din(z -r+ >C DCrid(z - r) 


= 2C D'Chula = r)* - [Sc DiCin((z - 1) - j)? + (- D” Ca — 1) — (m+1))] 
= > DCin(z - r} - So DCan((z - 1) - r) 
í = 
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=0 

综 上 所 述 , 原 命题 (1),(2) 对 n € N 均 成 立 . 

例 7 RIE: 3 (~ Chn —k)"= n! 

= 

证 明 :右边 显然 是 n 个 元 素 的 (无 重复 元 素 的 ) 排列 个 数 ,下 面 我 们 寻找 计算 这 个 量 的 另 一 种 方法 . 

个 元 素 的 允许 重复 的 排列 个 数 为 me ,其 中 至 少 有 1 个 元 素 不 出 现 的 有 CL (n - 1)" 种 ,至 少 有 2 个 
元 素 不 出 现 的 有 C2(n - 2)" 种 ,……,n — 1 个 元 素 不 出 现 的 有 Cy- 1". 因 此 ,根据 容 斥 原理 , 恰 有 n 
个 元 表册 现 的 (全 ) HARO SIC DCECn 一 人 )= 

这 也 就 是 n 个 元 素 的 (无 重复 元 率 的) 排列 数 ,从 而 原 式 成 立 

Ms HERK n RE: 


Dizel = cha Ih C8 = 1, [E] 表示 于 的 整数 部 分 . 


名 
证 明 : 考 虑 母 函 数 (z +1)”, CH =" 及 xz" lawka. CE + CK! = Cha 
另 一 方面 

Germ = atn =- > Ta Oa) 


rr 


š = aE it, 
= D G E . 


RE ijk 为 非 负 整数 ,上 式 右 端 z 及 zx"! 的 系数 之 和 是 


3 n! yj n! j —— n 2 + 
<> -D+ s>. TIT = ya H SDI? 
EEEN) EARE e 
we mn- KE 
[#4 up) 
= Poh + D canca, saat 


= > cirich + Yorab 
skie akre 
= Sarh 
f 
在 上 式 右 端 , 令 n 一 k = s WE 
Dor ic = Jorre- eanet 
从 而 得 到 了 所 要 证 明 的 恒等式 . 
例 9 求证 :Cl +22C1 + 3203,3 + = + n?CA = ee 
证 明 : 考 虚 一 个 由 2n + 1 名 棋 手 组 成 的 俱乐部 ,从 1 到 2n + 1 排列 ,从 中 选 出 n+ 1 人 组 成 一 个 组 
参加 与 另 一 俱乐部 的 竞赛 ,此 外 ,从 剩 下 的 n 名 棋 手 中 , 选 出 一 名 领队 和 1 名 教练 ,同一 棋 手 可 以 担任 两 
个 职务 ,但 每 一 个 职务 必须 至 少 排 位 在 一 名 组 员 之 前 (将 领队 和 教练 统称 作 职员 ). 
令 是 排 在 最 后 的 组 员 , 则 n+2<k<2n +1, 对 每 一 个 这 样 的 ,其 余 的 n 个 组 员 可 以 有 C1 = 
(二 ”种 选 法 ,而 职员 的 选 法 有 (& - 1 - n)? 种 ,因此 , 选 法 的 总 数 为 
Ch + Chez + + Ch 
一 个 不 同 的 选择 过 程 选择 组 员 有 Chh 种 方式 ,同时 选择 职员 有 n 种 方式 ,但 是 ,我 们 将 去 掉 那 些 
至 少 有 一 名 职员 排 位 在 所 有 组 员 之 后 的 选择 ,假定 两 个 职员 的 位 置 被 同一 棋 手 占据 ,那么 ,我 们 可 以 选 
择 组 员 加 上 这 名 职员 用 CHA 种 方式 ,并 令 排 位 最 后 的 是 这 名 职员 ,假定 领队 和 教练 不 是 同一 棋 手 ,我 
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们 可 以 有 CRA 种 方式 选择 组 员 加 两 名 职员 ,并 令 n + 3 名 模 手 中 排 位 最 后 的 是 两 职员 之 一 ,而 任意 选 
择 另 外 的 n + 2 名 棋 手 的 一 位 为 另 一 职员 ,由 此 推出 方式 总 数 为 


= a; (n + 1PC 
nCH - CRA - 2(n + 2)CRÀ = atts 


故 知 原 式 成 立 . 
例 10 〈1992. 第 33 届 IMO 试 题 5) 设 Oo- 是 空间 直角 坐标 系 ,S 是 空间 中 的 一 个 有 限 点 集 , S, , Sy, Se 
分 别 是 S 中 所 有 点 在 坐标 平面 D<,O--,O。 上 的 正 投影 所 成 的 集合 ,求证 : | S 2<I S, 1*1 S, 1*1 S; 1 
证 明 :对 每 (i,j) € S,, 令 
= l(z,i,j) 1(z,i,j) € SI 
显然 有 S = Y To 
由 柯 西 不 等 式 有 ises Di D Inre) D IGP © 


GDES, GDES, upes, 


考虑 集合 V = Ms (T, x Ta) IEP Ty x T, = |(0,t) I tt € Tyl 
显然 1VI= > IPÊ 


ues, 
定义 映射 了 如 下 
V Ə((zm,i,j),(z',i,j)) I> ((z,j),(z',i)) € S, x S, 
不 难看 出 /为 单 射 ,因此 有 | V 1<1 S, 1*1 S. 1 @ 
由 中 和 四 即 得 1S?1<IS,1.15,1.1S.1 
【评注 】 例 10 曾 是 1992 年 IMO 六 道 试题 中 得 分 率 最 低 的 一 道 试题 ,但 本 例 解法 ,巧妙 地 应 用 映射 
法 , 即 可 简捷 得 到 证 明 ,因此 映射 法 是 证 明 组 合 不 等 式 的 重要 方法 之 一 
例 11 设 Di = [A1,A2 An}, D = 1B1,B,,…,B, nn sd 又 对 任何 两 个 不 
变 的 于 集 Ai,B(1 < ij < n) # 1 A, U B, >n RE: | M | 之 十 ,并 说 明 等 号 能 否 成 立 ? 
证 明 : 令 k= min|l A, 1, | B1, 1i jnl, W IA = k, Mis …,B, 两 两 不 交 , 故 Bi， 
Be, B, 中 至 多 有 个 及, 使 Am B, = Ø. A, N B, =Z @,;j = 1,2,---*,m,m < k 
由 的 选取 知 | B | 二 k(j = 1,2,…,m), 从 而 ÜB 1> mk 
XAA, NB; = @,i= m+l,,n 
故 lA I+ B I=IA, UB >n 
即 IB \>n-k 
所 以 MI=10B 1=1ÜB; 1+1 Ü B 1> mk + (n -m)(n - k) = n(n = k) = m(n — 2k) 
# k < gB m < kt 
IMI2Z aG ost SO sQ PS 
= KES +45- mar 
k> WIA I> GG = L2,-,.n) 
从 而 1M1=1UAi1= Dis l>” 


下 面 说 明 | M | = 2° 是 可 以 到 到 的 .显然 这 时 n 为 偶数 , 取 n = 4, 则 | M 1= 8, 令 
= l1,2,3,4,5,6,7,8| , 易 验证 M 的 两 个 划分 

Dı = 1,2113,415,61417,81 

D> = ll1,2113,5114,6117,811., 
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满足 题目 条 件 . 

例 12 (1989. 第 30 届 IMO 试 题 6) 设 ”是 正 整数 ,我 们 说 集合 11,2， 
isdan) 具有 性 质 忆 ,是 指 在 |1,2,…,2n 一 1| 当中 至 少 有 一 个 i, 使 得 | z, 
,具有 性 质 P 的 排列 比 不 具有 性 质 P 的 排列 的 个 数 多 . 

证 明 : 设 A 为 不 具有 性 质 P 的 排列 的 集合 ,B 为 具有 性 质 P 的 排列 的 集合 ,显然 | A 1+1 B |= 
(2n)1. 为 了 证 明 | A 1<1 B 1, 只 要 得 到 | B 1> 让 (27)! 就 够 了 .使 用 容 斥 原理 . 

laist Ern) 中 ,zi 与 z+ 相 邻 的 排列 的 集合 为 Ai,k = 1,2,…,n. 则 | Ai1=2:(2n 一 1)!1， 
IA NA I= 2. (2n -2)!1,1 二 k<j 志 nn, 由 容 斥 原理 得 


BIZDA- DIANAI=n2. (nD!- C4.(2n -2)! 
£ i Sk: 
= (2n)! - 2n(n - 1) (2n - 2)! = 2n ° n (2n = 2)! 
>2n H. (2n -2)! = Tn)! 
例 13 平面 上 给 定 a 个 点 ,其 中 任何 三 点 不 共 线 ,任意 地 用 线 自 连接 蘑 些 点 (这 些 线段 称 为 边 ), 则 
确保 图 形 中 出 现 以 给 定点 为 顶点 的 m(m < n) 阶 完全 图 的 条 件 是 图 形 中 的 边 的 条 数 
C(L -1+1 
SC ISSN 
证 明 : 构 造 抽 层 :每 个 抽 民 里 有 m 个 相 异 点 , 共 可 得 Cx” 个 抽 层 ,又 由 于 同一 条 边 会 在 Cm 六 个 抽 层 
里 出 现 ,根据 抽 屋 原则 知 , 当 > C14 > C? + (Ch - 1) + 1 时、 才能 确保 有 一 个 抽 屋 里 有 C2 条 边 , 而 
这 C2, 条 边 恰好 与 其 中 不 共 线 的 相 异 m 点 构成 一 个 m 阶 完全 图 . 


这 就 是 说 ,确保 图 形 中 出 现 m 阶 完全 图 的 条 件 是 其 中 边 的 条 数 z > D 


cz? 
评述 ,完全 图 ", 是 图 论 中 的 基本 概念 ,( 此 处 从 略 ). 
例 14 (1987. 第 28 届 IMO 试 题 3) 设 1,z，,…,z, 为 实数 ,满足 zi2+ zz2+ r sa l = 1, 
求证 :对 于 每 一 个 整数 上 > 2, 存 在 不 全 为 零 的 整数 oj,az,，…… ,av, 使 得 ai Sk -AG = 1,2,3,…,n)， 
并 且 


2n| 的 一 个 排列 (zuzz， 
in = ,求证 :对 于 任何 


laiz ota + ~ + ata < MD 
证 :由 柯 西 不 等 式 得 
(lag ltl za |+ tir 1)? S (1? + + + )(z + z + z + + zn) 
即 zltl zz l+ +1 z, I< /n 
KOS a; < k - 18, 


ar | z, I+ az | zlte + an | r, IS (k = 1)C zi IHl zz |+ = +1 z, IS (k - 1) /n 
把 区 间 [0,(k - DVn] FR" — ENE ON EE ha, 能 取 k 个 束 


数 ,因此 al | xi 1+ az l zz i+ + an l En l 


共有 k" 个 正 数 ,由 抽 屋 原则 知 必 有 二 数 会 落 在 同一 小 区 间 之 内 , 设 它们 分 别 是 
Sfizi Saia 
= 各 


因此 有 

1 Sa) lz} — Da 0 
= 

很 明显 ,我 人 有 


la -ar 1IS<k- 1,i = 1,2,--.n 
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现在 取 
aa 如果 z; 宇 0 
aca ”如果 z;<0 
这 里 i = 1,2,…,n, 于 是 可 表示 为 
or 人 2 

其 中 a 为 整数 ,适合 |a; S< k- li = 1.2... n 

例 15 《1993. 全 国 高 中 数学 联赛 二 试 第 二 大 题 ) 设 A 是 一 个 有 = 个 元 素 的 集合 ,A 的 普 个 子 集 Ai， 
Arr” An 两 两 互 不 包含 , 试 证 : 

wÈ =< sQ) cA >m? 
其 中 1 A, | 表示 A, 所 含 元 素 的 个 数 ,Ci' 表示 n 个 不 同 元 素 取 1 A, 1 个 的 组 合 数 . 

【分 析 】 车 (1) 式 已 证 ,由 柯 西 不 等 式 立即 可 得 (2) 式 ,因此 ,关键 是 证 (1) 式 ,又 据 组 合 公式 知 

(Re At IA DIS © 
我 们 用 组 合 分 析 的 方法 来 证 明 不 等 式 O. 

证 明 :(1) 对 于 A 的 子 集 Ai = |z1,z2,… ,T1411 RIIIE A, = lyr y2 yr- tn, 并 取 A, 的 
元 素 在 前 ,A, 元 素 在 后 , 作 排列 

TI Yn- 1A,1 © 
这 样 的 排列 共有 | A; 1 (n -1 A, I)!" 

BRO 中 每 一 个 排列 ,也 是 A 中 的 一 个 排列 , 若 j 了 i 时 ,Ai 对 应 的 排列 与 A; 对 应 的 排列 互 不 相 
同 , 则 A, Az An 所 对 应 的 排列 总 数 便 不 会 超过 A 中 排列 的 总 数 n1, 现 假设 A, 中 对 应 的 某 一 排列 

EIE AEAN 2 图 
与 A(j A i) 中 对 应 的 某 一 排列 @ 相同 (指出 现 的 元 好 及 元 素 位 置 都 相同 ) , 则 当 | A, I<! A, | 时 ,A 
SAn“ | A 1>) A; ) R}, A; 2 A 28855 A.A... An MAATUA, FA. 

由 于 ALA" A, 对 应 的 排列 @ 互 不 相同 ,而 A 中 个 元 素 的 全 排列 有 ni! 个 , 故 得 


DIA n-A; DIS 


= 


即 Zam <i 


(2) 由 上 证 及 柯 西 不 等 式 , 有 

Dom > HD a ku> u = m 

【评注 】 本 题 取 自 著名 的 Sperner 定理 : 

设 Z 为 n 元 集 ,A1,A2,…,Am 为 Z 的 于 集 , 互 不 包含 , 则 m 的 最 大 值 为 Ct3) 

例 16 (第 40 届 1MO 预 选 题 ) 设 $= |0,1,2,…,N? — 1), A 是 S 的 一 个 N 元 子 集 .证 明 存在 S 的 
一 个 N 元 子 集 B, 使 得 集合 A + B = ia + 5 1a E€ A,bE€ BI PHERI N 的 余数 的 数目 不 少 于 S 
中 元 素 的 一 半 . 

证 明 : 设 | X | 为 子 集 X C S 中 元 素 的 个 数 ; 又 为 S - X ,是 X 的 补 集 ;C; 是 a + i 模 N? 的 余数 所 
构成 的 集合 ,其 中 a € A,i€ S 

由 1 C 1= N, YG = SWEN z E S 恰 出 现在 N 个 集合 C; 中, 下面 用 两 种 方法 计算 集合 

I(z,G <i<<in))lr€E S.r & Cipt E Cya & Cl 

一 方面 ， 


a= 
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> IlG < b <+ < is) lz Gor & Cr Cl 


" 
= Cs Cnts! 


另 一 方面 ， 
X llz€SIzE Cr CrE Cyll 
w 2922. IG, AG, NN Til= Cls! 
于 是 ,有 
E Ic UcC,U-- UCiwI 
a< <a 


= 3 (SIG N G Nm n. D 
a< < <a 


= CW ISI-C3 Isi 
= (cë - C-n) N? 
AEOS i < iy < iy < --- < i < N° 1, 使 得 


CS 
IC, U C, U = U Cy > 1- i 


因为 
CNw _ NIN? - 1) 
N = m Fa 
Cin (VV-N(N-N 
>G" +R" 
N 1 
=1+N-1+ + (NT 


#1 C, U G, U= U Gp >G -AN = 
于 是 ,集合 = |i1,i2，…,in| 满足 要 求 . 
例 17 (1998. 第 39 属 IMO 试 题 二 ) 在 某 一 次 竞赛 中 ,共有 a 个 参赛 选手 及 1 个 裁判 ,其 中 之 3 且 


为 奇数 . 设 每 个 裁判 对 每 一 位 参赛 选手 的 判决 方式 只 有 “通过 " 或 “不 通过 ”. 已 知 任意 两 个 裁判 至 多 对 
个 参赛 选手 有 相同 的 判决 ,证 明 : 


t b 
a? 2b 
RRRA BG = 1,2,…,5) 对 参赛 选手 A(j = 1.2,---,a) 的 判决 为 di, 其 中 
o 着 “通过 ” 
1， 若 "不 通过 " 
ICd, sdi, 1d, ) 中 B, 3 a 个 参赛 选手 判 决 的 记录 (i = 1,2,…,6), 它 是 一 个 长 度 为 4 的 (0 D 序列 . 
我 们 来 考虑 这 5 个 序列 中 每 两 个 序列 的 相同 的 项 的 总 数 M. 
一 方面 ,由 已 知 条 件 每 两 个 序列 的 相同 的 项 不 超过 个 , 故 


M<- k= Fo- D © 


另 一 方面, 设 A; 得 到 bo 个 0( 通 过 ),bi 个 1( 不 通过 ), 即 (d; ,di,,…,d; ) 的 第 i 个 分 量 中 bo 个 0， 
所 个 1, 则 bo+ b = b 


由 这 个 分 量 产生 的 序列 的 相同 的 项 有 


dj = 
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1Ak(a) |= 


Ch + Ch = Folo- D + Fal = D) 


= [G + b) = (bo + b)] = + [Gb + bi) = b) 


= [Gb + b1)? — b — 2bob1] = + (8? - b — 2bob1) 


但 bo + bı = b Bb 为 奇数 (6 > 3), 因 此 
bb < TG +D: G - D 


& Ch+CL>Ñl0u0-D-TOG+DG-D] = FG-1): TG - D = TG@- 12 


从 而 M>a: 40-1 


BADOR Fab- Doo- Dk 
k r A 1 

p tsiy 

例 18 《2003. 中 国 数学 奥林匹克 第 五 大 题 ) 


© 


解 :在 报名 顺序 中 ,将 前 3 个 面试 者 中 能 力 最 强 的 排名 名 次 记 为 a ,显然 a < 8.3 kpi ffe r 38 k hy 


人 被 选 上 的 排列 集合 记 作 At(a). 相 应 的 排列 数目 记 作 | Ala) | 


(1) 易 知 , 当 a = 1 时 ,必然 放 过 前 面 9 个 人 ,录用 最 后 一 个 面试 的 人 ,此 时 除 能 力 第 1 的 人 之 外 ,其 


余 各 人 机 会 均等 ,不 难 算得 


1 A1) 1= 3x8! 记 为 ri,k = 2,3,…,10 


当 2 < a 亏 8 时 ,对 于 a < k < 10, 能 力 排名 第 k 的 无 录用 机 会 .对 于 1 之 < a, 此 时 机 会 均等 . 
事实 上 ,此 时 能 力 排名 第 a 的 人 排 在 前 三 个 ,有 3 种 选择 位 置 的 办 法 ,而 能 力 排名 第 1 至 第 a - 1 的 


k= ay 
上 述 结果 表明 : 
14s1=1491=14ol=r=3x8sl>0 


1Ae 1= r+ 
s 

IA, != Dr 
= 

HR O 和 四 知 


1421>1431>…>14s1=14o1=14o1>0 
TARONAGA 
lA, I-I Az 1= z-i = 3x7x8!-3x8!>0 
综 上 所 述 ,问题 (1) 获 证 . 
(2) 由 式 @ 知 
|As 1+1491i+1Alol _ 3xn _ 3x3x8l _ 
10! Car 7 01 i 2 09 
AR @ 和 图 可 知 
" ' 
1A1l= >r, = >73C#-1(a -2)1(10- a)! 
AOA 
= 3x71. $) (92010- a) 


m a-l 
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人 都 排 在 后 7 个 位 置 上 ,并 且 谁 位 于 他 们 之 首 就 是 谁 被 录用 ,有 排 法 C3 Ca 一 2)! 种 ;其 余 10-a 个 人 可 
以 在 剩 下 的 位 置 上 任意 排列 ,有 (10 - a)! 种 排 法 , 故 有 
pan ` (a -2)1(10 - a)! 记 为 二 ,和 = 1…a-1 
0 


e 


=3x71. 3 890-5) ?2 
sa s 


=3X71X(56+21+10+5+ +142) 


=3x71x9524 >3x71x95 2 


= 287x7! 
. 

IA; | = rr + Dr 
=3X81+3x71X(1+10+5+ 12. 1,25) 
=3x7154724 >3x71x 472 
= 143x7! 

p 

14:1 = 
=3x81+3x71x (10+5+l +142) 
i 24 2 
=3x7!x2635 >3x7!x263 
=80x7! 

所 以 

LALI+I Az +I A31 、287+143+80 

10! 720 

_ 50 _ 17 

= 70 = 24 > N% 


即 录用 到 能 力 最 强 三 人 之 一 的 可 能 性 大 于 70% 


$4.3 ”针对 性 训练 


A 组 


2 
"n+l 


Oe | 
1 求证 :Ch+ Ch+ 本 C++ 


2. RS) Ch- 的 值 . 
名 
3. 求 证 ; CGPz C - z)" = Cra” 
= 
4. 求 证 ; Y] Chica = Cy! 
= 


š 
5. RIE: $ (— DAC4C2r 4 = (- 1)"C2 
= 


6. 求证 : 当 n = 4m Bl, 
O- C2 + CL - Ct + = (- )”2> 


7. RIE: Chen = C&C + CLCH? + CCE? + + CAOS 


8. 设 X 为 一 个 = 元 集 ,F = |A, A2 Anl Ë X AFRIK, B WE 
IA, D A; I = 1(i 关 门 ,求证 :m < n 
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9. 在 半径 为 1 的 圆周 上 ,任意 给 定 两 个 点 集 4 ,B, 它 们 都 由 有 限 段 互 不 相交 的 弧 组 成 ,其 中 B 的 每 
段 扳 的 长 度 都 等 于 于 ,m 是 自然 数 ,用 A 表示 将 集合 A 沿 道 时 针 方向 在 图 周 上 转动 证 弧度 所 得 的 集合 
(j = 1,2,…), 求 证 :存在 自然 数 人 ,使 得 

L(A N B)> 去 L(A)L(B). 
这 里 LOO 表示 组 成 点 集 X 的 互 不 相交 的 弧 段 的 长 度 之 和 


10. 设 a,B,7 是 三 实数 ,求证 :三 个 数 cosa(1+ sinB) ,cos8(1 + siny),cosy(1 + sina) 中 至 少 有 一 个 


seral- 343 331) 内 


11. 已 知 一 个 n 元 集合 X,Y 的 某 些 三 元 子 集 组 成 了 集合 S, 且 S 中 每 两 个 元 素 ( 子 集 ) 之 间 至 多 有 
一 个 公共 元 .证 明 : 存 在 集合 A,A C X,A & SEA l> [Vn] 


B 组 


12. RE: Cina 是 奇数 ,其 中 六 二 1 


13. 计算 :21(- Da. a 


= A 
14. RE: 7 (CP) = n + CRA 
= 


H 


AT PEOR, AER 
15. 求证 : 27 (C? -ci = Ch 


17. 设 1 过 + 过 ,考虑 组 合 11,2,…,ni 的 所 有 元 子 集 及 每 一 个 这 样 的 子 集中 最 小 的 数 ,用 FC, 
r) 表示 这 些 最 小 数 的 算术 平均 数 ,证 明 :F(n,r) = 2H 


r+1 


18. RIE: ICA C, = CRR La 
名 


19. 平面 上 有 定点 A, B 和 任意 四 点 P, , Pa, Pa, P4, 求 证 :这 四 点 中 一 定 有 两 点 P; PG 天 j) 使 得 
1sinZAPB - sinZAPB |< + 


20. 平面 上 给 定 n 个 点 ,其 中 任何 三 点 不 共 线 ,任意 地 用 线段 连接 某 些 点 (这 些 线段 称 为 边 ) , 则 确 
保 图 形 中 出 现 以 给 定点 为 顶点 的 三 角形 的 条 件 是 图 形 中 的 边 的 条 数 
z> yrat a +3 


21. 是 否 存在 非 零 复数 ,5,c 及 正 整数 六 ,使 得 只 要 整数 上 ,1,mm 满足 1 上 1+1721+1 m I> 1996,8 
必定 成 立 1 ka + b + me 1> Ñ+ 


22.( 第 43 届 IMO(2002 年 ) 试卷 第 四 大 题 ) 设 n 为 大 于 1 的 整数 ,全 部 正 因数 为 di ,dz,…,d, 其 中 
l1= d < d< < á, = nË 

D = didz + didz + > + didy 

(a) 证 明 :D < n? 

(b) 确定 所 有 的 ,使 得 D 能 整除 n? 


Page WE 


23.(2002. 中 国 数学 奥林匹克 第 六 道 大 题 ) AE c E (TD RE AVES M ,使 对 任意 整数 n > 2 
及 实数 0 < al < oz <: < a, 只 要 满足 
1 Sua, =c° YY 0 


总 有 六 au < M: Ya ,其 中 m = [en] 表示 不 超过 o 的 最 大 整数 


设计 与 构造 


$5.1 知识 方法、 技能 


组 合 数学 问题 ,从 内 容 上 讲 ,大 体 可 归结 为 两 大 类 问题 :一 类 是 组 合计 数 问题 ,这 类 问题 在 前 几 讲 中 
已 经 充分 研究 过 了 ; 另 一 类 是 组 合 设计 问题 ,我 们 在 本 讲 和 下 一 讲 对 此 作 深 入 的 探讨 . 

组 合 设计 问题 的 基本 含义 是 ,对 有 限 集合 A ,按照 某 性 质 呈 做 出 “安排”. 对 这 种 “安排 ", 有 时 是 指 需 
要 我 们 设计 一 个 方案 ,这 个 方案 满足 某 些 条 件 ; 有 时 是 指 对 组 合 问题 进行 构造 性 证 明 的 具体 构造 方法 . 
这 就 是 我 们 这 一 讲 要 讲 的 《设计 与 构造 》 对 这 种 “安排 ", 有 时 不 容易 给 出 ,需要 我 们 对 问题 的 条 件 重 新 
调整 ,甚至 反复 调整 ;也 有 时 需要 对 问题 的 条 件 重新 组 合 搭配 ;这 种 安排 在 二 人 对 策 (游戏 ) 问题 中 需要 
取胜 ,需要 给 出 至 胜 策略 ,这 就 是 我 们 下 一 讲 要 研究 的 (调整 与 对 策 》. 
I. 设计 

有 关 "“ 设 计 "的 问题 近 几 年 来 是 热点 竞赛 问题 ,例如 1999 年 中 国 数学 奥林匹克 第 三 大 题 : MO 太空 
城 由 99 个 空间 站 组 成 , 任 两 空间 站 之 间 有 管 形 通道 相连 ,规定 其 中 99 条 通道 为 双向 通行 的 主干 道 ,其 
余 通 道 严格 单 向 通行 .如 果 某 四 个 空间 站 可 以 通过 它们 之 间 的 通道 从 其 中 任 一 站 到 达 另 外 任 一 站 , 则 称 
这 四 个 站 的 集合 为 一 个 互通 四 站 组 . 

试 为 MO 太空 城 设 计 一 个 方案 ,使 得 互通 四 站 组 的 数目 最 大 (请 具体 算出 该 最 大 数 , 并 证 明 你 的 结 
论 ) š 

像 这 样 的 问题 就 是 一 个 典型 的 奥数 组 合 设计 问题 .组 合 设计 问题 的 特点 是 (1) 来 源 于 实际 ;(2) 组 
合 基础 知识 要 扎实 . 
1. 构造 

也 就 是 构造 方法 解决 组 合 问题 .是 组 合 问题 的 解决 中 一 种 十 分 重要 、 十 分 奏效 的 方法 .经 常 需要 构 
造 的 有 :构造 映射 ,构造 集合 ,构造 恒等式 ,构造 组 合 模型 ,构造 集合 划分 ,构造 抽 层 ,构造 子 集 类 ,构造 图 
形 ,构造 实例 ,…, 等 等 . 


$5.2 赛 题 精 讲 


例 1 (1990. 全 国联 赛 二 试题 3) 某 市 有 n 所 中 学 ,第 i 所 中 学 派出 C; 名 学 生 (1 < C, < 39.1 <; 
< n) 来 到 体育 馆 观看 球赛 ,全 部 学 生 总 数 为 >) C, = 1990, 看 台 上 每 一 横 排 有 199 个 座位 ,要 求 同 一 学 


校 的 学 生 必须 坐 在 同一 横 排 . 问 体育 馆 最 少 要 安排 多 少 横 排 才能 保证 全 部 学 生 都 能 坐 下 ? 

解 :让 学 生 按 学 校 顺 次 人 坐 ,每 排 坐 满 后 再 转 和 下 一 排 ,共用 10( = 1990 + 199) 排 .这 时 有 的 学 校 学 
生 已 坐 在 同一 排 ,有 的 学 校 学 生 坐 在 两 排 . 后 一 种 学 校 至 多 9 个 . 再 增加 两 排 座位 ,每 排 可 容纳 5 个 学 
校 .将 上 述 (至 多 )9 个 学 校 移 到 这 两 排 , 则 每 个 学 校 的 学 生 都 坐 在 同一 排 , 因 此 ,12 排 足够 . 

另 一 方面 ,1990 = 34 x 58 + 18. 如果 58 个 学 校 各 有 34 名 学 生 ,1 个 学 校 18 名 学 生 , 那 么 每 排 至 多 
安排 34 名 学 生 的 学 校 5 所 (34 x 6 > 199) ,11 排 至 多 安排 34 名 学 生 的 学 校 55 所 ,所 以 11 排 是 不 够 的 . 

例 2 (1999. 中 国 数学 奥林匹克 试题 三 ) 题目 请 见 “ 知 识 \ 方 法 、 技 能 ”. 
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证 明 :在 下 面 的 讨论 中 , 设 n 是 大 于 3 的 奇数 ,并 记 m = t> 3 .我 们 将 讨论 n 个 空间 站 和 条 双 行 


主干 道 的 更 一 般 情形 .对 于 本 题 而 言 ,n = 99,m = 了 3 = 48 

(1) 如 果 某 四 个 空间 站 中 ,有 一 个 站 与 其 他 三 站 间 的 通道 都 从 该 站 单 向 发 出 ,那么 ,这 四 站 的 集合 
必定 是 不 互通 的 四 站 组 .约定 将 所 有 这 样 的 不 互通 四 站 组 归 入 S 类 ;并 将 所 有 不 属 S 类 的 不 互通 四 站 
组 归 人 了 类 . 则 互通 四 站 组 的 总 数 为 

C1-ISI-ITI 

用 1,2,…,n 给 "个 空间 站 编号 . 设 从 第 ;号 空间 站 发 出 的 单行 通道 歼 为 S,, 则 S 类 不 互通 四 站 组 的 
总 数 为 


"a N = = 
1S1= 六 Cs ,这 里 Ci = 4 人 DG 2) 
A a ' 


(2) 对 于 如 上 定义 的 CMC = EE MA RRMRRME): C} = Ch + Ch, 
如 果 s > :+ 1, 那 么 CI -C= CI > CI = Cl - G 

即 O+ O> C+ Oa 

根据 以 上 探讨 ,通过 “调整 法 ”可 以 断定 


151= Yc) > ck ati m = + 


据 此 估计 互通 四 站 组 总 数 的 上 界 为 

C$ -1 S I-I! T I< C: - nC, 

(3) 如 果 能 设计 一 个 方案 ,使 得 S 类 不 互通 四 站 组 的 数目 降 到 最 少 (实际 降 到 0) ,那么 ,该 方案 的 互 
通 四 站 组 的 数目 达到 最 大 . 


为 此 目的 ,首先 将 编号 为 1,2,…,n 的 空间 站 依 顺 时 针 次 序 安排 在 一 个 圆周 上 .下面 将 给 出 满足 要 
求 的 两 种 方案 . 

第 一 方案 ”首先 将 沿 圆周 相 邻 的 空间 站 对 之 间 的 通道 定 为 主干 道 . 这 样 设 定 了 n 条 主干 道 : |1， 
21,12,31 esin- 1,nl,In.11 

对 于 ij € l2 ij ,如 果 圆周 上 沿 顺 时 针 方向 从 ; 到 /的 弧 经 过 奇数 个 中 间 站 ,那么 , 规 
定 i 号 站 与 j 号 站 之 间 的 通道 为 ;一 了 单行 道 .因为 n 是 奇数 ,从 到 1 的 顺 时 针 圆 弧 和 从 / P| 的 顺 时 
针 图 弧 当 中 , 恰 有 一 条 经 过 奇数 个 中 间 站 ,所 以 上 述 单行 约定 不 会 导致 蔬 盾 情形 . 

按照 此 方案 ,从 每 个 空间 发 出 的 单行 道 都 为 m= 7 3 条, 因此,S 类 不 互通 四 站 组 总 数 降 至 最 小 
I S!= nC, 

下 面 将 指出 ,按照 此 方案 | T 1= 0 

如 果 四 站 组 中 某 两 站 间 有 主干 道 相连 ,那么 ,四 站 组 中 其 余 任 一 站 都 与 这 两 站 互通 .因此 ,这 样 的 四 
站 组 为 互通 四 站 组 . 

考察 从 四 站 组 的 某 三 站 到 剩 下 一 站 的 三 条 通道 都 单 向 通 往 剩 下 的 一 站 的 情形 , 设 在 除去 剩 下 一 站 
忆 的 圆周 上 ,所 述 的 三 站 按 顺 时 针 方向 依次 为 A,B,C. 因 为 A 一 D,B 一 D,C-~ 了 ,根据 方案 的 单行 规 
定 可 以 判断 A 与 B 之 间 和 A 与 D 之 间 的 顺 时 针 国 弧 上 各 经 过 奇数 个 中 间 站 ,我 们 判明 通道 A 一 B,A 
一 C,A 一 口 的 单行 方向 ,因此 ,这 样 的 不 互通 四 站 组 {A,B,C,DI NIR A S 类 . 

根据 以 上 的 讨论 ,可 以 断定 | T |= 0 

最 后 算出 互通 四 站 组 数 的 最 大 值 . 

Ch - nC3 = a (n+ 6n - 31) 


对 于 n = 99 ,互通 四 站 数组 的 最 大 值 为 
9 x 8 x (9801 + 594 - 31) = 99 x 2 x 10364 = 2052072 
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第 二 方案 (同样 先 将 编号 为 1,2,…, 的 空间 站 按 顺 时 针 次 序 安排 于 一 个 回 周 上 . ) 

如 果 从 a 号 空间 站 到 号 空间 站 的 顺 时 针 贺 弧 恰 经 + 了 个 或 者 革 二 个 中 间 站 ,那么 ,规定 a 与 4 
间 的 通道 为 双 行 主干 道 .如 果 从 ; 号 空间 站 到 j 号 空间 站 的 顺 时 针 国 弧 经 过 的 中 间 站 数 少 于 ?了 3, 则 规 
定 i 和 j 之 间 的 通道 单 向 从 ; 通 往 j. 

按照 此 方案 ,从 每 个 空间 站 发 出 的 单行 通道 数 都 为 m = S 条 .因此 ,S 类 不 互通 四 站 组 数 降 至 
最 小 值 1 S = nC} 

按照 此 方案 ,同样 可 证 | T | = 0. 事 实 上 ,与 第 一 方案 类 似 的 验证 讨论 ,可 以 判定 : 
如 果 某 四 站 组 中 有 两 站 间 的 通道 是 主干 道 ,那么 这 四 站 组 是 互通 的 . 还 可 以 判定 :如 DA 


果 从 四 站 组 中 某 三 站 到 剩 下 的 一 站 D 的 通道 都 单 向 通 往 该 站 ,那么 这 三 站 在 除去 D 
点 的 圆周 上 顺 时 针 方 向 排头 的 一 站 A 通 往 其 他 三 站 B,C,D 的 通道 都 单 向 发 出 :A 一 
B,A 一 C,A 一 了 .因此 ,这 类 四 站 组 1A,B,C,DI 应 归 人 S 3⁄. 

因此 ,按照 此 方案 建造 的 太空 城 ,没有 T 类 不 互通 四 站 组 ,并 且 互 通 四 站 组 数 达 
到 最 大 . 剩 下 的 计算 同 第 一 方案 . 

【评注 】 有 一 些 不 正确 的 设计 方案 虽然 能 使 各 站 发 出 的 单行 通道 数目 相等 , 却 不 能 排除 如 图 I 一 
6 -5 -1 所 示 的 那 种 不 互通 四 站 组 ,因而 不 能 使 互通 四 站 组 的 数目 达到 最 大 . 

例 3 (1992.IMO33 - 3) 给 定 空间 中 的 9 个 点 ,其 中 任何 4 点 都 不 共 面 , 在 每 一 对 点 之 间 都 连 有 一 
条 线段 ,这 些 线段 可 染 为 蓝 色 或 红色 ,也 可 不 染色 . 试 求 出 最 小 的 ” 值 ,使 得 将 其 中 任意 ”条 线段 中 的 每 

~ 条 任意 地 人 染 为 红 蓝 二 色 之 一 ,在 这 n 条 线段 的 集合 中 都 必然 包含 有 一 个 各 边 同色 的 三 角形 . 

解 :本 题 的 背景 是 以 下 两 个 熟知 的 结果 . 

引 理 1 ”对 五 阶 完全 图 的 边 作 二 染色 ,存在 一 种 染色 方法 ,使 得 染色 后 的 图 中 没有 单 色 边 三 角形 ， 
如 图 [ — 6 -5 -2 所 示 , 虚 \ 实 线 分 别 表 示 两 种 颜色 的 边 ,这 时 ,图 中 无 单 色 边 三 角形 . 


图 -6-5-1 


图 了 -6-S-2 


引 理 2 ”对 边 作 二 染色 的 六 阶 完全 图 中 一 定 存在 单 色 边 三 角形 . 

为 了 求解 本 题 ,借助 于 引 理 1, 我 们 构造 一 个 9 点 图 如 图 -6-5 一 3 所 示 ,这 个 图 的 顶点 编号 为 1， 
2,…,9, 其 中 边 11,31 ,11,41,12,31,12,4} 染 成 红色 ( 实 线 ) ,顶点 1 与 2 之 间 没有 边 连接 ,类 似 地 , 圆 图 内 
的 顶点 3 与 4, 顶 点 5 与 6, 顶 点 7 与 8 均 没有 边 相连 ,显然 ,这 个 图 中 没有 单 色 边 三 角形 ,容易 算出 ,这 个 
图 中 的 边 数 是 C3 - 4 = 32, 所 以 ,n > 33 

另 一 方面 , 没 染色 的 线段 至 少 有 33 条 , 则 由 于 线段 共 C3 = 36 条 ,不 染色 的 线段 至 多 3 条 . 

若 点 Al 引出 不 染色 的 线段 , 则 去 掉 A, 及 所 引出 的 线段 , 若 剩 下 的 图 中 还 有 A2 引 出 不 染色 的 线段 ， 
MEM A, 及 所 引出 的 线段 , 依 此 进行 ,由 于 不 染色 的 线段 至 多 有 3 条 ,所 以 至 多 去 掉 3 个 顶点 (及 从 它 
们 引出 的 线段 ) ,这 时 至 少 剩 下 6 个 点 .每 两 点 之 间 的 连 线 染 上 红色 或 蓝 色 , 由 引 理 2 知 ' 必 存在 一 个 同 
色 三 角形 . 

综 上 所 述 ,n 的 最 小 值 为 33 

例 4 ”对 nn 宇 2, 求 证 :2" < CZ. < 4" ° 

证 明 :构造 集合 A = jaar ansans azn] M CZ, 表示 从 A 中 取 n 个 元 素 的 组 合 数 , 即 由 n 
个 元 素 组 成 的 A 的 真子 集 有 C, 个 ,而 A 的 所 有 子 集 数 是 
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Cj. + Chn + Chn + -+ CH = 22 = 4" 


个 , 故 有 Cin < 4" 
又 设 集合 B, = laiaz an] 
B; = asrlyansr2，G2n 


对 于 集合 B1 的 一 个 子 集 , 设 其 有 个 元 素 , 若 r < n, 则 从 集合 B 中 任 取 n - > 个 元 素 ; 再 连同 取出 B, 
的 全 部 元 素 ,这 种 取 法 实际 上 是 从 集合 A 中 取出 ”个 元 素 的 一 种 方式 .注意 到 , 若 1 < r < n MARE 
B> 中 取出 n- ~ 个 元 素 的 方式 不 是 惟一 的 .因此 ,集合 B 的 全 部 子 集 数 少 于 从 集合 A 中 取出 42038 
组 成 的 子 集 数 , 即 2" < C53, , 故 不 等 式 Q RT. 

例 5 MERES = nz zl EP xi,za,…，z 是 非 零 复数 (可 看 做 平面 上 的 非 零 向 量 ). 
求证 :可 以 把 S 中 的 元 素 分 成 若干 组 ,使 得 

(DS 的 某 个 元 素 属 于 且 仅 属于 其 中 一 组 

(2) 每 一 组 中 任 一 复数 与 该 组 所 有 复数 之 和 的 夹 角 不 超过 90° 

(3) 将 任意 两 组 中 的 复数 分 别 求 和 ,所 得 的 和 数 之 间 的 夹 角 大 于 90° 

证 法 一 :对 S 的 任何 非 空子 集 ,我 们 将 其 中 所 有 复数 之 和 的 模 称 为 该 子 集 的 和 模 .在 S 的 所 有 非 空 
子 集中 ( 仅 有 有 限 个 ) ,选择 和 模 最 大 的 一 个 非 空子 集 记 为 A1, 并 以 a) 记 Ai 中 所 有 复数 之 和 . 

可 以 证 明 Ai 中 任何 复数 与 a) 的 夹 角 均 不 超过 90", 若 不 然 , 某 个 z € A, 与 a) 的 夹 角 大 于 90", 则 
- z 与 at 的 夹 角 小 于 90", 于 是 

lat(- 2)1>lal 

但 1al+(- <) Æ Alz) 的 和 模 , 与 Al 的 选择 矛盾 . 

车 有 A = S, 则 结论 得 证 ,否则 对 集合 S.A, 进行 与 S 同样 的 处 理 ,得 Az, 并 以 az 记 Az 的 所 有 复 
数 之 和 , 同 理 可 证 A, 中 任 一 复数 与 a2 之 夹 角 不 超过 90`, 下 证 a, 和 a; 的 夹 角 大 于 W. 

事实 上 , 若 al 和 a 的 夹 角 不 超过 90", 则 有 |a + az | >1 ai 1, 这 与 | ai | 的 选取 矛盾 . 

车 有 S = Al U A2, 则 结论 得 证 .否则 可 以 用 同样 的 方法 得 A3 及 其 所 有 复数 之 和 a3. 同 理 可 证 Ay 
中 任 一 复数 与 cs 的 夹 角 不 超过 90", 且 ai,as 与 az 的 夹 角 均 大 于 90°. 

这 时 ,有 结论 :S = A, U A2 U 43, 因 为 否则 的 话 ,用 同样 的 方法 可 得 A, 及 a4, 使 a1,a2,a3,a4 戌 
为 平面 上 两 两 夹 角 均 大 于 90" 的 四 个 非 零 复数 ,这 是 不 可 能 的 . 

证 法 二 :将 S = |z1,z2,…,z,| 任意 分 为 三 组 (允许 有 一 组 或 两 组 为 空 集 ) ,满足 题 述 要 求 (1). 

设 三 组 的 向 量 和 分 别 为 ssz,s3, 考 虑 1 s1 1? +1 s2 12 +1 s3 12, 由 于 分 组 的 方法 仅 有 有 限 种 ,所 以 
ls I? +4 s2 12+1 53 2 必 有 最 大 值 . 设 1 si 12 +1 s 12 +1 s3 12 达到 最 大 值 ,我 们 来 证 明 这 样 的 分 组 符 
合 要 求 (2)(3). 

为 此 ,引入 数量 积 , 即 定义 向 量 ab 的 数量 积 为 

a-b=lal-ibicosa 
其 中 a 是 ab 的 夹 角 . 

易 知 1a1? = a a = 有 Y, 当 且 仅 当 a,b 之 间 的 夹 角 为 钝 角 时 ,a*b< 0, 此 外 a (b+c)=a.b+a 
“6, 即 分 配 率 成 立 . 

如 果 si 与 s> 之 间 的 夹 角 不 大 于 90", 那 么 ,s * 52 过 0 

从 而 s + < s + s + 2s * sz = (si + s2)2 
即 我 们 可 将 第 一 ` 二 组 并 为 一 组 ,而 s + s2 + 号 不 减少 ,所 以 可 设 (2) 成 立 . 

MEG) 不 成 立 ,不 妨 设 第 一 组 中 z, 与 si 的 夹 角 为 钝 角 , 即 z -sı < 0. 由 于 4 个 钝 角 之 和 大 于 
360 ,所 以 zi 必 与 ss 或 s> 的 夹 角 不 为 钝 角 , 设 z, s3 22 0, 则 将 =, 并 人 第 三 组 ,这 时 

(si zi)? + (s3 +21)? = s + s$- 2m + s +2=i* s +2zl > s + 

S si + sz + 续 最 大 矛盾 (以 上 证 明 在 第 二 ,三 组 中 有 空 集 时 仍然 有 效 ). 所 以 (3) 成 立 . 

【说 明 】 上 述 两 种 证 法 都 是 利用 极端 情形 ,构造 出 满足 要 求 的 分 划 , 在 论证 的 过 程 中 多 次 用 到 反 
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证 法 . 
@6 对 于 给 定 的 自然 数 上 , 求 具有 以 下 性 质 的 最 小 自然 数 ,使 得 对 任 给 的 n 个 整数 必然 能 从 中 
找 出 两 个 数 ,这 两 个 数 的 和 或 差 被 2k + 1 整除 . 

【分 析 】 显然 n 依赖 于 k,n 是 k 的 函数 ,我 们 知道 ,两 个 数 之 差 被 2k + 1 整除 时 ,这 两 个 数 对 2k + 
1 同 余 , 由 此 启发 我 们 考查 整数 被 2k + 1 除 所 得 余数 的 集合 ( 共 2k + 1 个 元 素 ) 

M = 10,1,2,…,24 — 1,2k} 

由 抽 层 原理 知 , 任 取 2k + 2 个 整数 ,其 中 必 存 在 两 个 数 ,他 们 对 2k + 1 同 余 , 这 时 他 们 的 差 可 被 2k 
+ 1 整除 ,因此 n < 2k + 2 

注意 到 我 们 还 没有 用 到 “两 个 数 的 和 被 2k + 1 整除 ”这 一 条 件 ,看 来 2k + 1 大 了 ,如果 两 个 数 中 ,一 
个 数 被 2k + 1 除 余数 为 2k, 另 一 个 余 1 , 则 它们 的 和 可 被 2k + 1 整除 , 同 理 , 两 个 数 中 ,一 个 数 被 2k + 1 
除 余数 为 2k - 1, 另 一 个 余数 为 2, 它们 的 和 也 能 被 2k + 1 整除 ,…… 由 此 启发 我 们 把 M 分 划 为 如 下 
+ 1 个 子 集 . 

M = l0| U 11,24} U {2,2k - 11 U = U 1k,k+1|, 容 易 看 出 , 任 取 k+2 个 整数 ,如 果 它们 被 2k 
+ 1 除 所 得 的 余数 都 不 相同 , 则 其 中 至 少 有 两 个 落 入 101 ,11,2&| ,12,2k - 11 ,…, i, 十 11 中 的 一 个 集 
合 内 ,当然 不 会 落 人 101 内 ,这 样 的 和 被 2k + 1 整除 ,如 果 它 们 被 24 + 1 除 所 得 的 余数 中 有 两 个 相同 , 那 " 
么 这 两 个 相同 余数 对 应 的 两 个 整数 之 差 可 被 2k + 1 整除 ,由 此 可 见 n < k + 2 

k + 2 能 否 减 小 ,首先 应 当 考 虑 上 + 1 是否 具 有 题目 所 说 的 性 质 :( 对 于 给 定 的 自然 数 上 ) 对 于 任意 人 
+ 工 个 整数 , 必 能 从 中 找 出 两 个 数 ,这 两 个 数 的 和 或 差 可 以 被 24 + 1 整除 .考虑 下 述 A+ 1 个 数 :1 + 1, 
+2,…,2k + 1| ,其 中 任 两 个 数 的 差 值 在 1,k 之 间 , 因 此 任 两 个 数 之 差 不 能 被 2k + 1 整除 , 任 两 个 数 的 
和 在 2k + 3,4k + 1 之 间 , 也 不 能 被 24 + 1 整除 .这 表明 :存在 k + 1 个 数 ,不 具有 题目 中 所 说 的 性 质 . 

n =k+2 

【说 明 】 为 了 得 到 最 小 的 ( 确 界 )n ,必须 指出 k + 1 不 具备 题目 中 所 述 性 质 ,为 此 ,构造 出 适当 的 
+ 1 个 数 ,它们 不 具备 题 述 性 质 , 这 说 明 n >k +2 

本 题 也 可 以 颠倒 一 下 叙述 方式 :首先 取 A + 1 个 数 ,它们 不 具备 题 述 性 质 ,这 说 明 n> k +2, 然 后 论 
证 上 + 2 具备 题 述 性 质 . 

例 7 设 X = |1,2,…,2001|, 求 最 小 正 整数 m 适合 要 求 :对 X 的 任何 一 个 mm 元 子 集 W 都 存在 4， 
v € W(u 和 w 可 以 相同 ) ,使 得 w+ o 是 2 的 方 寨 . 

解 :将 X 分 成 以 下 5 个 子 集 进行 考察 

2001 = 1024 + 977 > z > 1024 - 977 = 47 

46 = 32 + 14> r 232 - 14 = 18 

17=16+1>zx>16-1=15 

14=8+6>r>8-6=2 

z=1 

为 了 构造 一 个 使 题 中 要 求 不 被 满足 又 含 元 素 最 多 的 例子 .这 个 子 集 不 能 含 2 的 任 一 方 暑 且 每 对 数 
I2 + a,2" -al 中 只 能 有 1 个 含 在 集中 , 令 。 

Y = 12001,2000,…,1025} U 146,45,---,331 U 117} U 4114,13,…,9| U 1 , 则 有 | Y |= 998 且 对 任何 
u,v € Y,u + v BRE 2 HIE. 

事实 上 , 当 w,v € 了 时 ,不 妨 设 u >v HEY < u <2' +a < 271, 其 中 当 r 分别 取 值 10,5,4， 
3 时 ,相应 的 a 值 依次 为 977,14,1,6 

MË < vu, 则 2"! < w+v<2"?,w + v RER HIE. 

(2) 若 1 和 uv< 27, 则 当 2" < u<2 +a. 1<a <2 时 ,1 之 v<2' -a, 于 是 

2 <utv<2rl 

这 表明 w + v 也 不 能 是 2 的 方 守 , 所 以 , 子 集 Y 中 任何 两 数 之 和 都 不 是 2 的 方 守 . 

故 知 所 求 的 最 小 正 整数 m > 999 
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将 和 划分 成 下 列 999 个 互 不 相交 的 子 集 : A; = 11024 — ;,1024 + 让 ,= 1,2,…,977 

B; = 132—j,32+j1,j = 1,2,---,14 

C = 115,171 

D, = 18-k,8+ kl,k= 1,2,.,6 

E = 11,8,16,32,10241 

对 于 S 的 任何 一 个 999 元 子 集 W, $ W N E > 名, 则 从 其 中 取 一 个 元 素 的 2 倍 都 是 2 的 方 舌 ; 若 
w ñ E = 名 , 则 W 中 的 999 个 元 素 分 属于 前 面 的 998 个 2 元 子 集 .由 抽 居 原理 知 W 中 必 有 有 不同 的 u 和 
v0, 属 于 其 中 同一 子 集 ,显然 ,u + o 为 2 的 方 赛 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 正 整数 m = 999 
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85.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.(1978. 北京 市 赛 二 试题 4) 如 图 -6-54 是 一 个 工厂 区 的 地 图 ,一 条 公路 ( 粗 线 ) 通过 这 个 地 
区 ,七 个 工厂 A1,A2,…,Ay 分 布 在 公路 两 侧 , 由 一 些小 路 ( 细 线 ) 与 公路 相连 ,现在 要 在 公路 上 设 一 个 
长 途 汽车 站 ,车 站 到 各 工厂 ( 沿 公路 ,小 路 走 ) 的 距离 总 和 越 小 越 好 . 

(1) 这 个 车 站 设 在 什么 地 方 最 好 ? 

(2) 证 明 你 所 作 的 结论 . 

(3) 如 果 在 p 的 地 方 又 建立 了 一 个 工厂 ,并 且 沿 着 图 上 的 虚线 修了 一 条 小 路 , 那 
么 这 时 车 站 设 在 什么 地 方 好 ? 


图 -6-5-4 
2.(1978. 全 国联 赛 二 试题 ) 设 有 十 人 各 拿 提 桶 一 只 同 到 水 龙头 前 打 水 , 设 水 龙头 注 满 第 ii = 1,2， 
…,10) 个 人 的 提 桶 需 时 T, 分 钟 ,假定 这 些 T, 各 不 相同 , 问 ， 
(1) 当 只 有 一 个 水 龙头 可 用 时 ,应 如 何 安排 这 十 个 人 的 次 序 , 使 他 们 的 总 的 花费 时 间 ( 包 括 各 人 自 
己 接 水 所 花 的 时 间 ) 为 最 小 ?这 时 间 等 于 多 少 ?( 须 证 明 你 的 论断 ) 
(2) 当 有 两 个 水 龙头 可 用 时 ,应 如 何 安排 这 十 个 人 的 次 序 , 使 他 们 的 总 的 花费 时 间 为 最 少 ?这 时 间 
等 于 多 少 ?( 须 证 明 你 的 论断 ) 


3.(1) 若 平面 上 的 每 个 点 都 涂 上 三 种 颜色 中 的 一 种 ,是 否 存在 涂 有 同一 种 颜色 的 两 个 点 ,它们 之 间 
的 距离 恰 为 一 英寸 ? 

(2) 在 (1) 中 车 用 “ 九 种 颜色 ” 代替 “三 种 颜色 ”, 会 有 什么 结果 ? 

证 明 你 的 结论 . 


4. 某 新 建城 市 购 进 大 批 公共 汽车 ,用 以 解决 市 内 交通 问题 ,他 们 计划 在 1983 个 不 同 地 点 建立 汽车 
站 ,并 通过 开辟 若干 线路 的 公共 汽车 沟通 它们 ,他 们 的 愿望 是 :(1) 尽 可 能 多 开辟 一 些 线路 ; (2) 每 两 条 
线路 至 少 有 一 个 公用 的 汽车 站 ;(3) 每 个 公共 汽车 站 至 多 经 过 两 条 不 同 线路 . 问 : 照 此 愿望 ,他 们 最 多 可 
以 开设 多 少 条 线路 的 公共 汽车 ?每 条 线路 至 少 应 经 过 多 少 个 车 站 ? 


$5. 某 个 县 下 属 的 每 两 个 区 都 恰好 由 汽车 、 火 车 、 飞 机 三 种 交通 方式 中 的 一 种 直接 联系 ,已 知 在 全 县 
中 三 种 交通 方式 全 有 ,但 没有 一 个 区 三 种 方式 全 有 ;并 且 没 有 任何 三 个 区 中 两 两 联系 的 方式 完全 相同 . 
问 :这 个 县 最 多 有 几 个 区 ? 
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6. 证 明 :集合 11,2,…,1991,19921 中 存在 一 个 由 1593 个 元 素 组 成 的 子 集 , 其 中 没有 一 个 元 素 是 另 
一 个 的 4 倍 . 


也 组 


7.(1986. 全 国联 赛 二 试题 3) 平面 直角 坐标 系 中 ,请 设计 一 种 方案 将 所 有 的 整 点 染色 ,每 一 整 点 染 
成 白色 ,红色 或 黑色 中 的 一 种 颜色 ,使 得 

(1) 每 一 种 颜色 的 点 出 现在 无 穷 多 条 平行 于 横 轴 的 直线 上 ; 

(2) 对 于 任意 白 点 A, 红 点 B 及 黑 点 C, 总 可 以 找到 一 个 红 点 DD, 使 ABCD 为 一 平行 四 边 形 , 证 明 你 
设计 的 方案 符合 上 述 要 求 . 


8.(1989. 第 30 届 IMO) 设 为 正 整 数 ,我 们 称 集合 11,2,…,2n1 的 一 个 排列 | zi, zz，…zzn| 具有 
性 质 已 ,如 果 在 11,2,…,2m - 1| 中 至 少 有 一 个 i, 使 得 1 x; - za | = n ,求证 对 于 任何 ,具有 性 质 己 的 
排列 比 不 具有 性 质 P 的 排列 的 个 数 多 . 


9. 平面 上 有 n 个 点 ,它们 不 全 在 一 条 直线 上 , 试 证 :一 定 有 一 条 恰好 通过 其 中 两 点 的 直线 . 
( 西 勒 维 斯 特 问 题 ) 


10.(1987. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 )n(n > 3) 名 乒乓 球 选 手 举行 单打 比赛 若干 场 后 ,任意 两 个 选手 
已 赛 过 的 对 手 恰 好 都 不 完全 相同 , 试 证 明 : 总 可 以 从 中 去 掉 一 名 选手 ,而 使 在 余下 的 选手 中 任意 两 个 选 
手 已 赛 过 的 对 手 仍然 都 不 完全 相同 . 


11.(1994. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 给 定 平面 上 的 点 集 P = |p1,p2,…,pi9941,P 中 任 i 点 均 不 共 
线 ,将 已 中 所 有 的 点 任意 分 成 83 组 ,使 得 每 组 至 少 有 3 个 点 , 且 每 点 恰好 属于 一 组 ,然后 将 在 同一 组 的 
任 两 点 用 一 条 线段 相连 ,不 在 同一 组 的 两 点 不 连 线段 ,这 样 得 到 一 个 图 案 G ,不 同 的 分 组 方式 得 到 不 同 
的 图 案 HER G 中 所 含 的 以 P 中 的 点 为 顶点 的 三 角形 的 个 数 记 为 M(G) 
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(1) R M(G) 的 最 小 值 mo 

(2) 设 G" 是 使 m(G") = m 的 一 个 图 案 , 若 将 G” 中 的 线段 ( 指 以 已 的 点 为 端点 的 线段 ) 用 4 种 
颜色 染色 ,每 条 线段 恰好 染 一 种 颜色 ,证明 存在 一 个 染色 方案 ,使 C” 染色 后 不 含 以 已 的 点 为 顶点 的 三 
边 颜色 相同 的 三 角形 . 


12. 试卷 上 共有 4 道 选 择 题 ,每 题 有 3 个 可 供 选择 的 答案 ,一 群 学 生 参 加 考试 ,结果 是 :对 于 其 中 任 
何 三 人 ,都 有 一 个 题目 的 答案 互 不 相同 , 问 参 加 考试 的 学 生 最 多 有 多 少 人 ? 
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调整 操作 与 博 奕 对策 


$6.1 知识 方法 技能 


I 调整 操作 

如 果 我 们 将 所 讨论 的 问题 看 作 一 个 系统 ,需要 探求 这 一 系统 的 初始 状态 与 终止 状态 之 间 的 变化 规 
律 ,依照 这 一 规律 逐步 进行 调整 操作 ,从 而 使 问题 获得 解决 ,这 样 的 问题 称 为 调整 操作 问题 . 

在 国内 外 数学 竞赛 中 ,经 常 遇 到 一 些 富有 趣味 的 调整 操作 性 问题 ,这 类 题目 的 调整 操作 过 程 实际 上 
是 一 个 变换 过 程 ,一 个 递 推 过 程 , 但 是 调整 操作 规则 一 般 无 法 表达 为 明显 的 递 推 公式 . 它 涉 及 面 很 广 , 解 
决 它们 常 不 需要 很 多 专门 的 知识 ,但 却 具有 一 定 技巧 . 这 正 是 命题 者 的 用 意 一 一 考查 学 生 的 能 力 . 

如 果 数 学 况 赛 中 出 现 的 一 些 调整 操作 性 问题 的 求解 方法 作 一 总 结 归纳 的 话 , 那 么 大 体 上 方法 有 : 
“实验 法 "“ 递 推 法 "赋值 法 ”"“ 枚 举 法 “归纳 法 "“ 倒 推 法 “观察 法 ”“ 反 证 法 "、“ 猜 想法 ”"“ 构 造 法 ” 
等 . 
I MENR 

在 二 人 博 奕 对 策 (游戏 ) 中 ,对 局 双方 依 规则 轮流 操作 ,预先 规定 终局 状态 及 胜 负 判 定 .此 类 对 策 的 
结果 由 初 态 完全 确定 ,问题 就 是 在 给 出 规则 与 初 态 时 确定 是 先 走 的 一 方 还 是 后 走 的 一 方 必 胜 ,并 求 出 致 
胜 策略 ,所 谓 策略 不 是 固定 的 时 刻 表 , 而 是 对 各 种 局 面 的 应 对 方案 ,而 致胜 策略 是 不 管 对 方 如 何 走 将 均 
可 保证 获胜 的 策略 . 

我 们 介绍 三 种 对 策 : 

(1) 取 火 柴 型 对 策 一 一 递归 方法 

取 火 柴 对 策 泛 指数 量 型 的 对 策 , 它 的 状态 可 用 一 组 非 负 整数 表示 ,而 操作 是 单 向 的 , 故 可 从 终局 状 
态 递归 得 出 任 一 初 态 的 胜 负 人 性 质 ,如 果 从 某 一 初 态 起 步 的 一 方 必 输 , 称 这 一 初 态 为 奇异 态 ;如 果 从 某 一 
初 态 起 步 的 一 方 必 胜 (如 果 必 胜 方 取 正 确 的 策略 ), 则 称 这 一 初 态 为 非 奇异 态 , 记 全 体 奇异 态 的 集合 为 
工 ,全 体 非 奇 异 态 的 集合 为 W. 例 题 分 析 见 例 9、 例 10 

(2) 位 置 型 对 策 一 一 配对 方法 

在 涉及 几何 图 形 的 对 策 中 ,操作 不 具 单 向 性 ,不 能 递归 . 在 这 种 博 奕 游戏 中 ,如 某 一 步 走向 未 被 判 
输 , 则 称 这 样 的 步 为 活 步 .如 果 一 方 的 策略 能 保证 自己 总 能 在 对 方 走出 活 步 后 仍 有 活 步 可 走 , 则 必 胜 ( 假 
设 无 平局 ). 

保证 有 活 步 可 走 的 一 种 方法 是 将 所 有 可 走 的 位 置 配对 ,使 每 对 位 置 a,b 满足 :只 要 对 方 能 走 到 一 
个 位 置 比如 a, 自 己 就 能 从 a ESO 

配对 应 根据 图 形 的 几何 特征 及 走 步 规则 而 定 ,常用 的 有 对 称 、 相 邻 等 条 件 .应 抢占 无 法 配对 的 多 余 
位 置 及 对 称 中 心 . 实例 分 析 详 见 例 11 和 例 12 

(3) 支付 型 对 策 一 一 平衡 方法 

这 类 对 策 结束 时 不 是 规定 胜 负 ,而 规定 双方 的 得 分 ,通常 只 规定 一 方 的 得 分 a ,认为 男 一 方 得 - a, 
称 为 零 和 对 策 .双方 分 别 追 求 自己 的 最 优 值 ,如 果 A 方 有 策略 能 保证 至 少 得 a 分 ,但 同时 对 方 有 策略 保 
证 使 A 至 多 得 a 分 , 则 称 a 为 A 方 的 最 优 值 ,常见 的 游戏 是 平衡 的 , 即 双方 同时 达到 各 自 的 最 优 值 ,实例 
分 析 详 见 例 13 和 例 14 
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$6.2 赛 题 精 讲 


关于 调整 操作 性 问题 . 

1. 利用 试验 法 解 调整 操作 性 问题 . 

例 1 在 黑板 上 写 上 三 个 整数 ,然后 将 其 中 一 个 擦 去 , 换 上 其 他 两 数 之 和 与 1 之 差 , 将 这 个 过 程 重 
复 若 干 次 之 后 得 到 (17,1999,2015), 则 一 开始 黑板 上 写 出 的 三 个 数 是 否 可 能 是 

(1) (2,2,2) (2) (3,3,3) 

【策略 】 本题 操 作 过 程 是 一 个 使 数组 的 数 逐渐 变 大 的 过 程 ,由 此 可 知 , 逆 推 过 程 则 是 擦 去 最 大 数 ， 
使 中 间 数 为 前 一 状态 的 最 大 数 的 过 程 . 本 题 不 妨 可 考虑 操作 过 程 中 奇偶 性 的 变化 关系 及 在 递 推 过 程 中 
用 试验 法 来 解决. 

解 :由 于 三 个 数 在 题 述 操作 过 程 中 奇偶 性 的 变化 关系 为 

( 偶 , 偶 , 偶 ) 一 ( 偶 , 偶 , 奇 ) 一 ( 偶 , 偶 , 奇 ) 

所 以 (2,2,2) 无 法 经 过 若干 次 操作 达到 (17,1999,2015) 

HT ( 奇 , 奇 , 奇 ) 一 ( 奇 , 奇 , 奇 ) 一 ( 奇 , 奇 , 奇 ) 

则 (3,3,3) 有 可 能 是 操作 过 程 的 初始 状态 

若 先 考虑 (3,3,3) 经 过 若干 次 变化 后 达到 (17,a,b)(17< a < b) 

则 有 6=a+17-1=a+l6 

显然 2015 = 1999 + 16 也 满足 

固定 17, 选 择 尽量 小 的 。 > 17, 使 (17,a ,a + 16) 经 若干 次 调整 操作 能 达到 (17,1999,2015) 

对 (17,a,a + 16), ERE a + 16, 则 操作 后 仍 为 自己 不 动 , 故 应 考虑 擦 去 a ,此 时 经 操作 后 得 

(17,a + 16,a + 2 x 16) 

WHERE a + 16, 经 操作 后 得 (17,a + 2x 16,a + 3 X 16),…, 经 过 n 次 操作 后 ,得 (17,a + n x 16,a 
+ (n+1)x16) 

由 于 1999 = 31 + 123x 16, 若 取 a = 31,(17,31,47) 需 经 123 次 擦 去 中 间 数 的 操作 可 达 (17,1999， 
2015) 

又 同 为 有 如 下 递 推 : 

(17,31,47)—(15,17,31)—(3,15,17)—(3,13,.15)—(3,11,13)—(3,9,11)—(3,7,9)—(3,5, 

7) 一 (3,3,5) 一 (3,3,3) 

知 (17,31,47) 可 由 (3,3,3) 经 9 次 变换 达到 ,所 以 (17,1999,2015) 可 由 (3,3,3) 经 123+9 = 132 次 
变换 达到 
2. 利用 递 推 探求 调整 操作 性 问题 


例 2 在 一 个 圆 的 直径 两 端 都 写 上 数 1, 并 由 此 直径 分 得 两 个 半圆 ,把 每 个 半圆 再 对 分 ,在 每 个 分 点 


上 写 上 相 邻 两 数 之 和 ( 即 写 上 1+1 = 2) ,然后 ,再 把 所 得 的 四 个 于 圆 对 分 ,在 每 个 分 点 上 写 上 相 邻 两 数 
之 和 ( 即 写 上 1+2 = 3 或 写 上 2+ 1 = 3) 等 等 . 依 此 手续 进行 8 次 后 , 试 写 出 圆周 分 点 上 的 所 有 数字 之 
和 . 

【策略 】 本 题 先 使 用 不 完全 归纳 法 探求 操作 规则 如 下 :第 一 次 操作 后 ,所 有 数字 之 和 为 Si = 1 + 1 
= 2; 第 二 次 操作 后 ,所 有 数字 之 和 为 S, = Si + (1+ 1) + (1 +1) = S, +2S, = 3S1; 第 三 次 操作 后 ， 
所 求 数字 之 和 为 S, = Sz + (1+2) + (1+2) + (1 +2) + (1 +2) = S2+2S, = 3S,,…, 通 过 以 上 探 
求 , 不 难 发 现 本 题 可 用 递 推 法 来 解决 . 

MDR S, = 2, S, = 6,S3 = 18,…, 设 第 上 次 操作 后 和 为 St 则 在 进行 第 上 + 1 次 操作 时 ,每 一 个 
填 上 去 的 数 都 是 第 次 手续 后 ,已 出 现 相 邻 两 数 之 和 ,因而 这 些 数字 的 每 一 个 都 正好 被 加 了 两 次 , 即 新 
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填 上 的 数 之 和 为 2St, 于 是 ,有 递 推 式 : 
Shi = Š, +2S, = 3S,,S, = 2 
所 以 S, = 3S,-( = #S,-y = 3". S, 
-x 

表 : 

l 4 7 1 B 1 V 2 

| .| 6 

17 2 23 2 5 8 H" 14 
易 见 , 表 中 每 行 中 相 邻 两 数 所 代表 的 两 个 分 点 间 所 夹 的 弧 长 为 3, 每 列 相 邻 两 数 所 代表 的 两 个 分 点 间 所 
来 的 弧 长 都 是 8( 首 尾 两 数 也 算 作 相 邻 ) ,这 样 一 来 , 题 中 对 所 取 8 点 的 要 求 化 为 要 求 所 取 8 点 的 号 码 在 
数 表 中 互 不 相 邻 , 所 以 ,每 列 恰 取 1 个 数 ,每 行 至 多 取 4 个 互 不 相 邻 的 数 . 

于 是 从 第 1 列 取 1 个 数 ,共有 3 种 不 同 取 法 ,第 2 列 所 取 的 数 不 能 与 第 1 列 所 取 的 数 同行 , 故 只 有 两 
种 不 同 取 法 ,以 后 每 列 都 有 两 种 不 同 取 法 ,共有 3x 27 种 不 同 取 法 .但 其 中 第 8 列 所 取 的 数 与 第 一 列 所 取 
的 数 同行 的 所 有 取 法 都 不 满足 要 求 ,不 满足 要 求 的 取 法 数 为 3x 25 

车 记 从 3 x n 数 表 中 每 列 恰 取 一 个 数 且 任何 相 邻 两 列 ( 包 括 第 n 列 与 第 1 列 ) 所 取 的 数 都 不 同行 的 
不 同 取 法 种 数 为 x, , 则 上 述 结论 恰 为 :zs = 3x2 - zy 

类 似 可 以 得 到 zw = 3 x 2"…! - r, 由 此 递 推 关 系 即 得 

Xs=3xX2 -zr 

=3x27-(3x26-xz6) 

=3x(27 一 26) + ze 


=3x(2-2+2-2+2 -2+2) 

= 3x86 

= 258 

即 满足 题 中 要 求 的 不 同 取 法 种 数 为 258 

【评注 】 上 述 解 题 方法 的 关键 构建 3 x 8 数 表 . 
3. 利用 赋值 法 巧 解 调整 操作 性 问题 

例 4 ”给 出 一 个 国际 象棋 盘 ,把 位 于 内 部 而 为 2 x 2 的 正方 形 的 每 个 方 格 改变 成 另外 的 颜色 , 问 到 
最 后 能 否 使 棋盘 里 恰好 剩 下 一 个 白色 方 格 ? 

【策略 】 ”赋值 法 与 涂 色 法 是 一 对 姊妹 花 , 本 例 为 涂 色 题 ,不 妨 将 某 些 几何 元 素 赋予 一 个 数值 ,赋值 
作为 辅助 解答 来 实现 本 题 的 解法 . 

解 :8x8 的 国际 象棋 盘 中 有 32 个 黑 格 32 个 白 格 ,我 们 给 每 个 黑 格 赋 以 数值 1, 给 每 个 白 格 赋 以 数值 
- 1, 初始 状态 有 32 个 1,32 个 - 1, 它们 的 乘积 So = 12 x (- 1)? = 1, 每 次 操作 改变 2 x 2 = 4 个 方 格 
的 颜色 ,相当 于 改变 4 个 方 格 的 数值 符号 ,对 于 64 个 格子 中 的 数值 的 乘积 S 来 说 ,每 次 操作 相当 于 乘 以 
-个 (- 12, 如 果 先 后 共 进 行 了 次 操作 ,k 次 操作 后 格子 中 数值 的 乘积 S,= So x 
Cx (- Dx x (~ 1)*, 不 可 能 为 x(-1) = 一 1, 所 以 ,到 最 后 棋盘 里 恰好 只 剩 下 一 个 白色 方 


格 是 不 可 能 的 
4. 利用 枚 举 法 解 调整 操作 性 问题 


例 5 n(n 过 3) 个 学 生 坐 成 一 团 , 按 一 个 指定 的 方向 顺 次 编 为 1,2,3,…,n 号 ,老师 按 下 述 规则 叫 
号 : 设 某 一 次 叫 到 第 ;号 , 则 下 一 次 被 叫 到 的 是 第 i 号 后 面 的 第 i 个 学 生 , 试 证 :不 论 第 一 次 叫 到 哪 一 号 ， 
至 少 有 一 个 学 生 永远 叫 不 到 . 


Sp p ji Qi<n) 
【策略 】 设 继 i 号 之 后 被 叫 到 的 是 j 号 , 则 j = 2i-n (2i>n) 
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此 问题 较 复杂 ,设想 把 它 分 割 成 x 个 小 问题 (情况 ) ,用 枚 举 法 来 解决 它 . 

解 :(1) 当 i = nn 时 , 则 j = n, 从 而 当 第 一 次 被 叫 到 的 第 x 号 时 ,其 余 学 生 将 永远 叫 不 到 ; 

(2) H i Z n 时 ,分 两 种 情况 : 

外 车 是 偶数 ,由 于 2i 及 2i - n 都 是 偶数 , 且 n > 3, 因此 ,至 少 有 一 个 奇数 号 学 生 永 远 叫 不 到 ; 

OË n EARM 2; Z ,并 由 守 夭 ma, 可 得 2i 一 n 关 nn, 所 以 j 关 nn, 即 第 号 学 生 永远 叫 不 到 . 
5. 利用 归纳 法 证 明 调整 操作 性 问题 

@6 HA? 个 球 分 成 了 许多 堆 , 我 们 可 以 任意 选择 甲乙 两 堆 按照 以 下 规则 挪动 : 若 甲 堆 的 球 数 
户 不 小 于 乙 堆 的 球 数 g, 则 从 甲 堆 拿 q 个 球 放 到 乙 堆 里 去 ,这 样 算是 挪动 一 次 ,证 明 :可 以 经 过 有 限 次 挪 
动 把 所 有 的 球 合并 成 一 堆 . 

【策略 】 ”由 于 本 题 是 有 自然 数 的 一 个 命题 , 且 最 后 结论 是 将 所 有 的 球 合并 成 一 堆 ,不 妨 考虑 用 
归纳 法 来 证 明 . 

证 明 :(1) 当 n = 1 时 ,总 共 只 有 两 个 球 ,可 能 只 有 一 堆 , 则 不 必 挪动 ;可 能 分 为 两 堆 ,只 经 挪动 一 次 
就 并 成 一 堆 , 即 n = 1 时 ,命题 成 立 . 

(2) 假设 ”= 时 命题 成 立 , 即 2: 个 球 已 分 成 若干 堆 , 经 过 有 限 次 挪动 能 并 成 一 堆 , 则 当 n = k + 
1 时 ,24*1 个 球 分 成 的 各 堆 的 球 数 可 能 是 偶数 ,也 可 能 是 奇数 ,但 有 奇数 个 球 的 堆 数 必定 是 偶数 ,否则 总 
球 数 是 奇数 ,与 已 知 矛 盾 .把 奇数 个 球 的 堆 任意 两 两 配合 ,在 每 两 堆 之 间 挪 动 一 次 ,就 使 得 各 堆 球 数 都 是 
偶数 了 ,这 时 总 堆 数 不 超过 原来 的 堆 数 , 且 每 堆 都 有 偶数 个 球 了 ,于 是 ,可 把 同一 堆 中 的 两 个 球 看 作 已 捆 
成 的 一 个 大 球 ,问题 归纳 为 共有 2* 个 大 球 的 情况 ,根据 归纳 假设 ,可 以 按 规则 把 它们 在 挪动 若干 次 后 并 
成 一 堆 , 即 原来 的 24" 个 球 也 可 以 按 规则 挪动 后 并 成 一 堆 , 亦 即 n = k + 1 时 ,命题 也 成 立 . 

由 (1)、(2) 可 知 命题 对 n € N 都 成 立 . 

下 面 一 个 例子 是 “第 58 届 莫 斯 科 数 学 奥 林 匹 竞赛 题 ", 能 很 好 的 说 明 数 学 归纳 的 方法 在 调整 操作 问 
题 中 的 应 用 . 

例 7 指示 板 上 有 若干 个 电灯 泡 , 且 都 充 着 , 今 有 若干 个 按钮 , 撤 动 按钮 ,可 以 改变 与 该 按钮 相连 接 
的 所 有 灯泡 的 亮 灭 状态 , 现 知 对 任何 一 组 灯泡 ,都 有 一 个 按钮 与 该 组 内 的 奇数 个 灯泡 相连 ,证 明 :可 通过 
措 动 这 些 按钮 燃 灭 所 有 的 灯泡 . 

解 :首先 指出 ,最 终 的 结果 与 揪 动 按钮 的 顺序 无 关 . 

设 灯 泡 的 个 数 为 ,我们 对 = EAW. 

3 n = 1 时 结论 显然 成 立 . 

假设 对 于 ”- 1 个 灯泡 结论 已 证 ,我 们 来 看 n 个 灯泡 的 情形 . 

由 归纳 假设 ,可 以 通过 撒 动 一 组 按钮 ,熄灭 其 中 至 多 除了 预先 指定 的 一 慢 之 外 的 其 余 所 有 灯泡 ,将 
预先 指定 的 灯泡 为 第 i 号 的 所 需 撒 动 的 按钮 集合 记 为 S;( 即 在 揪 过 S 中 所 有 按钮 之 后 ,至 多 只 有 第 ;号 
灯泡 还 亮 着 ) ,如 果 有 某 个 i EERI Si。 中 所 有 按钮 之 后 ,所 有 灯泡 会 熄灭, 则 结论 已 成 立 . 

否则 ,对 每 个 i ERI S, 中 所 有 按钮 之 后 ,就 确切 地 知道 仅 有 第 i 号 灯泡 还 亮 着 ,下 面 就 来 讨论 这 
种 情形 . 

不 难看 出 , 当 撤 过 S, 与 S; 中 所 有 按钮 之 后 , 仅 有 第 i 号 与 第 j 号 灯泡 被 改变 了 状态 (实际 上 ,如 果 有 
某 个 按钮 既 属 于 S; 又 属于 S) ,那么 它 就 被 氛 了 两 次 ,因此 等 于 没有 搬 ), 由 题 意 可 知 , 存 在 一 个 按钮 T, 
它 连接 着 奇数 个 灯泡 , 设 这 些 灯泡 为 记 ,i2，,…,iz4-1 号, 我们 先 撤 动 Si 中 所 有 按钮 ,于 是 仅 有 第 i 号 灯 
泡 还 亮 着 ,接着 再 撒 动 S, 与 S, 中 所 有 按钮 ,于 是 仅 有 第 i 号 与 第 i 号 灯泡 被 改变 状态 ,因而 亮 了 起 
来 ,然后 撤 动 5;, 与 Si 中 所 有 按钮 ,并 如 此 做 下 去 ,于 是 ,我 们 确切 地 使 得 凡 与 了 相连 的 灯泡 都 亮 着 (其 
余 的 灯泡 则 都 灭 着 ) ,这 时 ,只 要 再 敬一 下 工 , 便 可 使 所 有 灯泡 全 都 煌 灭 . 

故 结论 成 立 . 

6. 利用 反 证 法 证 明 调整 操作 性 问题 . 
Hs 已 知 任意 一 个 正 整数 ,将 其 数码 相 加 ,其 和 可 为 一 位 数 或 多 位 数 ,如 果 不 是 一 位 数 ,再 将 其 和 
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数码 相 加 , 按 此 做 下 去 ,最 后 得 到 一 位 数 为 止 , 若 该 一 位 数 是 2,3,5,6, 四 数 之 一 , 试 证 原 给 的 整数 决 不 
可 能 某 正 整数 的 平方 或 立方 . 

【策略 】 本 题 操 作 , 恰 与 一 个 整数 能 否 被 9 整除 的 利 定 法 则 中 的 操作 一 致 , 且 本 题 论证 的 是 不 可 能 
的 问题 ,由 此 可 知 ,不 妨 用 反 证 法 来 证 明 . 

证 明 :因为 任 一 正 整数 可 表示 为 下 列 五 种 形式 之 一 

9m,9m 土 1,9m 土 2,9m 土 3,9m 土 4 

用 反 证 法 , 设 原 给 的 正 整数 为 下 列 形 式 之 一 的 数 

(9n)? = 9k,(9n + 1)? = 9k + 1,(9n +2)? = 9k +4,(9n +3)? = 9k,(9n +4)? = 9k +7 

或 (9n)? = 9k, (9n +1)? = 9k +1, (9n +2)? = 9k +8, (9n +3)? = 9k, (9n +4) = 9k +1 

这 就 是 说 ,如 果 所 给 的 正 整数 是 某 一 个 正 整数 的 平方 或 立方 ,那么 , 它 被 9 除 的 余数 必 为 0,1,4,7,8 
中 之 一 ,而 一 个 整数 它 的 各 位 数码 之 和 被 9 除 所 得 的 余数 与 原 整数 被 9 除 所 得 的 余数 相等 ,这 就 与 操作 
结果 状况 ;该 一 位 数 是 2,3,5,6 四 数 之 一 矛盾 ,得 证 . 

7. 利用 猜想 法 解 调整 操作 性 问题 

例 9 (第 27 届 国际 数学 奥林匹克 竞赛 试题 ) 正 五 边 形 的 每 个 顶点 对 应 一 个 整数 使 得 这 五 个 整数 
的 和 为 正 , 若 其 中 三 个 相连 顶点 相应 的 整数 依次 为 x,y,=, 而 中 间 的 > < 0, 则 要 进行 如 下 的 操作 :整数 
工 , yz 分 别 换 为 x + y,- y,z + y, 只 要 所 得 的 五 个 整数 中 至 少 还 有 一 个 为 负 的 ,这 种 操作 就 继续 进行 ， 
间 ; 这 样 的 操作 是 否 进行 有 限 后 必定 终止 ? 

【策略 】 ”所 述 操作 并 不 改变 各 数 的 和 ,而 这 五 个 数 的 和 为 正 ,因此 猜想 :有 可 能 当 五 数 为 非 负 时 ， 
操作 终止. 

解 : 为 方便 计算 ,把 五 个 数 写成 一 列 :u,zw,zr,y,s, 注 意 到 = 与 v 是 相 邻 的 ,不 妨 设 y < 0, 操 作 后 ， 
W vws + y,- yy + z, 这 没有 影响 各 数 之 和 ,但 影响 了 各 数 的 平方 和 ,因为 

vt w? + (zty) +- y) tly) (utu? tat y? t r?) yla t yt r) AER 
不 出 来 是 变 大 还 是 变 小 (我 们 希望 变 小 ), 如 果 再 考虑 加 上 每 相 邻 两 项 和 的 平方 ( 称 为 双 平方 和 ), 便 有 

2y(z+y+z+( 人 +a2t+(zm+z+yzt+z+z2+(y+z+z)2- 
[(v+ w)? + (w+ zr)? + (x+y) + (ytz) + (z+ v)] 

=2ylvu+w+tz+y+z) 

由 于 y < 0,v+ w+zx+y+z>0, 故 上 式 差 为 负 , 即 操作 后 ,五 数 的 双 平 方 和 减少 ,然而 , 双 平 方 
和 是 一 个 有 限 正 数 ,每 次 减少 五 数 和 的 2| y| 倍 ,显然 是 不 能 无 限 地 减少 下 去 的 , 故 到 有 限 次 以 后 ,操作 
即将 停止 . 

【评注 】 解 本 题 关键 是 从 题 设 条 件 发 现 进行 调整 操作 并 不 改变 各 数 的 和 

关于 博 奕 对策 问 题 

例 9 两 人 轮流 取 一 堆 (n 根 ) 火柴 ,每 步 可 取 1 一 p(2< p < nn) ,分 别 规定 : 

(1) 取 走 最 后 一 根 的 人 胜 ; 

(2) 取 走 最 后 一 根 的 人 输 . 

解 :本 题 的 结果 是 众所周知 的 . 

(DL = {4(p +1)|kE Nol ,No 为 非 负 整数 集 - 

当 n EL 即 ,(p+1)1n 时 乙 必 胜 ,(p +1) 修 n 时 甲 必 胜 ,致胜 策略 是 每 步 走 到 工 的 状态 . 

(2)L = lk(p+1)+1|£ € Nol ,其 余 类 似 . 

【评注 】 我 们 的 目的 是 由 此 引出 一 般 的 方法 以 便 求解 较 难 的 问题 . 首先 ,上 述 结论 的 证 明基 于 如 
下 事实 : 工 中 任 二 状态 之 差 至 少 为 p + 1, 故 由 工 的 状态 一 步 上 能 走 到 W( = No/L), 但 由 W 的 状态 一 步 
可 走 到 工 , 而 终局 奇异 态 [(1) 的 0 和 (2) 的 1] 属于 工 , 故 只 要 一 方 某 步 走 到 了 上, 对方 只 能 回 到 W. 依 次 类 
推 , 前 者 必 可 步 步 走 到 而 使 后 者 步 步 走 到 W. 但 游戏 操作 步 数 有 限 .前 者 必定 到 终局 奇异 态 而 获胜 . 
由 此 可 总 结 出 : 

引 理 ”车 一 对 策 的 状态 集合 可 分 为 两 个 子 集 L、W, 且 满足 : 
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(1) 终局 奇异 态 属于 工 ; 

(2) 从 L 的 每 个 非 终局 态 一 步 只 能 走 到 W; 

(3) 从 W 的 每 个 状态 都 可 一 步 走 到 L , 则 当初 态 属于 工时 乙 必 胜 , 初 态 属 于 W 时 甲 必 胜 ,致胜 策略 
是 每 步 走 到 工 . 

RLW 的 递归 方法 可 写成 算法 : 

人 将 终局 奇异 态 置 人 工 , 非 奇异 态 置 人 W; 

加 将 一 步 可 走 人 工 的 状态 置 人 W; 

图 将 未 置 的 最 小 状态 置 人 工 ,返回 O 

一 般 经 不 多 的 试 算 可 以 发 现 规律 (如 周期 性 ) 而 猜 出 L 、W ,再 证 明 满足 引 理 的 条 件 (2) (3) BT. 

例 10 如 图 下 -6-6-1,1x 100 方 格 纸 左边 格子 中 放 一 枚 棋子 .两 人 轮流 走 子 ,每 步 可 向 右 走 1、 
10 或 11 格 ,不 得 走出 纸 外 , 走 最 后 一 步 到 达 右边 的 人 胜 , 求 取胜 策略 . 


+ eessssssssssssssss | 


图 -6-6-1 
解 :本 题 等 价 于 99 根 火柴 每 步 取 1,10 或 11 根 , 取 最 后 一 根 者 胜 .如 图 | - 6 - 6 - 2, 试 算 猜 测 . 


1⁄3 8.4 和 
————— A 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 2 24 


图 -6-6-2 

L = 10,2,4,6,8(mod 20) | 

证 明 :上 中 任 二 状态 之 差 为 偶数 且 不 等 于 10, 故 一 步 只 能 走 到 W ,而 W 中 每 一 状态 20k + (r = 1, 
3,5,7,9 或 10 ~ 19). 当 r < 10 时 取 一 根 ,r > 10 且 为 偶数 时 取 10 根 ,r > 11 且 为 奇数 时 取 11 根 变 到 
L 

因此 ,由 99E W 知 甲 必 胜 .取胜 策略 :第 一 步 走 11 格 ,以 后 每 步 走 后 与 右 端 格 子 相距 为 0,2,4,6,8， 
(mod 20). 

推广 : 若 每 步 可 取 1 或 a ~ b R(2 < a < b),W 

当 214a 时 ,L = 10,2,4sa — 2(mod (a + b — 1)) 1 

当 2+a 时 ,L = 10,2,4,,a — 2(mod (a + b - 1)) 1 

请 自 证 之 ,并 讨论 取 最 后 一 根 者 输 的 情况 . 

例 11 在 m xn 棋盘 的 一 个 格子 中 放 一 枚 棋子 ,两 人 轮流 走 .每 步 将 棋子 
移 到 另 一 格子 中 ,但 要 求 棋子 移 过 的 直线 距离 大 于 对 方刚 才 一 步 移 过 的 距离 . 
无 法 走 者 输 . o, 

解 : 取 每 个 格子 的 中 心 , 本 游戏 可 看 成 在 这 些 中 心 之 间 移动 . 令 整 个 棋盘 
的 对 称 中 心 为 O, 如 图 卫 -6 - 6- 3, 假 定 A 方 某 步 从 一 格 a 走 到 a 关于 O 的 
对 称 点 a“, 对 方 接着 走 到 b ab > aa” KOS > 十 a6. 即 A 下 一 步 又 可 走 
到 6 关于 O 的 对 称 点 .因此 ,只 要 有 一 步 实现 这 种 对 称 跳 , 就 保证 以 后 步 步 可 
作对 称 跳 , 即 总 有 活 步 可 走 . 但 棋盘 格子 间 的 两 两 距离 只 有 有 限 多 种 值 ,游戏 必 会 终止 , 故 对 称 跳 的 一 方 
必 胜 . 

于 是 ,游戏 的 胜 负 取 决 于 哪 一 方 先 作 对 称 跳 .显然 只 要 棋子 不 在 O 点 就 可 对 称 跳 . 故 

当 2 | mn( 此 时 O 点 不 是 格子 的 中 心 ) RE 2Y mn ,但 开始 时 棋子 不 放 在 棋盘 的 中 央 格 子 时 , 甲 第 
一 步 就 可 对 称 跳 , 故 甲 必 胜 . 

当 2 直 mm 且 初 始 棋子 放 在 棋盘 的 中 央 格 子 时 , 乙 必 胜 . 
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BI -6-6-3 


例 12 在 m x 棋盘 的 -个 格子 中 放 一 枚 棋子 ,两 人 轮流 走 .每 步 可 从 一 格 走 到 与 它 有 公共 边 的 
邻 格 中 ,但 已 经 到 过 的 格子 以 后 不 能 第 二 次 进入 ,无 法 走 者 输 .分 别 假定 : 

(1) 开始 时 棋子 放 在 左下 角 格 子 中 ; 

(D) 开始 时 棋子 放 在 左下 角 格 子 的 邻 格 中 . 

解 :(1) 明显 的 配对 方法 是 邻 格 , 即 用 1 x 2 骨牌 铺 砌 棋盘 ,保持 每 步 在 骨牌 内 部 走 的 人 必 胜 . 

当 2 | mn 时 骨牌 可 铀 满 模 盘 , 甲 第 一 步 就 可 在 一 块 骨牌 内 部 走 , 故 甲 必 胜 ; 

4 2% mn 时 ,可 用 骨牌 铺 满 去 掉 左下 角 格 子 外 的 棋盘 , 故 乙 必 胜 - 

(2) 无 论 m,n 奇偶 性 如 何 ,总 是 甲 必 胜 . 

当 2 1 mn 时 ,理由 同 (1); 

M 2 * mn 时 仍 用 骨牌 铺 满 除 左 下 角 格子 外 的 棋盘 , 甲 第 一 步 就 可 在 一 块 骨牌 内 走 ,此 时 左下 角 的 
格子 未 配对 ,如 乙 走 人 此 格 甲 将 无 处 可 走 , 但 由 格子 间 染 色 可 以 看 出 乙 每 步 只 能 走 人 白色 格子 , 故 左下 
角 的 格子 虽 无 法 配对 ,只 要 不 走 人 就 形同虚设 ,而 按 甲 的 策略 他 不 会 走 和 人 这 一 格 , 因 此 , 仍 是 甲 必 胜 . 

一 般 , 开 始 时 模子 可 放 在 任 一 格子 中 . 当 2 | mn 时 总 是 甲 必 胜 ; 当 2 mn 时 
棋盘 (如 图 I - 6 - 6 - 4) 中 黑色 格子 比 白色 格子 多 一 个 , 若 棋子 初始 在 任 一 黑 | N 
色 格 子 中 , 则 乙 必 胜 ;车 棋子 初始 在 白色 格子 中 , 则 甲 必 胜 . 

加 


【评注 】 配对 法 中 胜 负 的 关键 在 于 谁 先 消除 失 配 的 位 置 (比如 对 称 中 心 ) 
而 造成 匹配 状态 . 在 无 法 配对 的 图 形 (位 置 型 ) 对 策 中 ,往往 也 有 这 种 关键 的 奇 
异 位 置 .这 种 位 置 的 发 现 需要 几何 或 图 论 的 知识 . 例如 在 一 类 连 线 或 闭路 游戏 
中 常 要 用 到 :n 个 顶点 的 图 ,车 有 不 少 于 n 条 棱 , 则 必 有 回路 ;而 车 梭 少 于 n — 1 
条 , 则 必 不 连通 ( 即 至 少 有 两 个 顶点 之 间 无 通路 ) D6 

例 13 。 两 人 分 工 往 下 图 的 四 位 数 减法 式 子 中 十 数码 .每 步 由 甲 报 一 个 数码 ,由 乙 将 它 填 人 空位 (多 
许 首位 为 0). 甲 要 使 最 后 得 到 的 差 3 尽量 大 , 乙 要 使 6 尽量 小 .求证 : 

(C C X) 
-( )( )( (C) 


(1) 不 管 甲 怎么 报 数 , 乙 总 能 使 8 < 4000 

(2) 不 管 乙 如 何 放 , 甲 总 能 使 6 > 4000 

证 明 :(1) 各 位 数码 标记 如 下 ,显然 ,关键 在 a 与 b, 
a a a a 
"b b b b, 


若 甲 取 的 头 一 个 数 为 0 ~ 4, 乙 将 它 放 于 a1. 以 后 车 有 非 0 数码 就 立即 放 于 b , 若 全 是 0 则 依次 放 和 人 
az,a3,a4,b4,b3,b2,b1, VH 8< 4000 

车 头 一 个 数 为 5 一 9, 放 入 b1, 以 后 车 有 非 9 的 数码 立即 放 于 ai, 若 全 是 9 就 依次 放 于 b2,6b3,b4,a4， 
as, az, a JRR à < 4000 

(2) 由 (1) 可 知 甲 只 能 报 4 或 5, 第 一 个 数 任意 ,比如 报 4 

若 填 于 al ,以 后 全 报 0, 得 ó = 4000 

车 填 于 b1, 以 后 全 报 9, 得 8 = 5000 

车 填 于 后 面 几 位 , 甲 以 后 的 策略 分 二 阶段 : 

当 首位 未 填 人 时 ,从 高 位 往 低位 寻找 有 无 只 填 一 数 但 未 填 满 两 个 的 数位 ,如 有 (ai) ,就 报 4; 如 有 
Chi) ,就 报 5; 如 两 种 都 没有 可 任 报 4 或 5 

一 旦 有 一 数 先 被 放 人 a1, 以 后 一 直 报 0; 一 旦 先 放 人 bi, 以 后 一 直 报 9 


这 样 ,最 后 首位 之 差 不 小 于 4, 而 且 当 首位 为 (4) 或 (5) 时 ,后 面 着 有 (4), 它 的 前 面 必 有 (5)， 
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(9) 或 (3 ), 故 必 有 8 > 4000 


评述 一 般若 是 ”位 减法 ,平衡 值 是 4 x 10" 

例 14 两 人 轮流 删 数 ,到 剩 下 两 个 为 止 . 

(1) 从 1,2,3,…,100,101 中 每 步 删 去 9 个 数 ; 

(2) 从 0,1,2,3,…,1023,1024 中 各 步 依次 删 去 2,25,27,…,2,1 个 数 . 

甲 能 保证 使 剩 下 两 数 之 差 6 最 大 是 多 少 ? 

解 :(1)3 等 于 剩 下 两 数 的 间 孙 , 即 它们 之 间 被 取 走 数 的 个 数 加 1. 甲 删 6 步 共 删 去 54 个 数 , 使 之 相连 
可 积累 得 至 少 55 的 间 队 .为 保证 剩 下 两 数 在 两 侧 可 用 对 称 补偿 法 :第 一 步 删 去 中 心 区 间 [47,55] 余下 二 
对 称 区 间 A = [1,46] 5 B = [56,101]. 以 后 当 乙 从 A 中 删 a 个 ,从 B 中 删 9 一 a 个 时 , 甲 接着 从 A 删 
9 一 a 个 .从 B 删 a 个 ,因此 甲 必 可 使 8 宇 55. 

另 一 方面 , 乙 可 使 [1,45] 全 被 删 去 ,从 而 使 5 过 101 - 46 = 55. 故 甲 的 最 优 值 是 55 

- 般 地 , 若 从 1,2,3,…,n 中 每 步 删 去 p 个 数 ,n = (2k + 1)p + 2, 则 平衡 值 是 (k + 1) 户 + 1 

(2) 现在 正 相反 ,由 于 每 步 删 去 近 一 半 , 乙 可 通过 消除 一 侧 使 甲 无 法 积累 同 隔 . 设 甲 菜 步 长 为 2* 的 
AAKE. 

[aa +2] = [a a +27! -1] U la +241} U [a +24! +1,a +2] PWE 2 个 数 , 必 至 少 
有 2 个 在 左 或 右 半 区 间 中 , 乙 再 删 24-? ARAETA 809 DC IB] [b b + 24-!]. 因 
此 , 乙 第 五 步 后 可 使 6 志 25 = 32 

另 一 方面 , 甲 每 步 将 2: + 1 个 数 间隔 删 去 偶数 号 上 的 2! 个 ,余下 的 最 小 间隔 至 少 是 刚才 的 两 倍 ， 
五 步 后 可 使 8 过 25 = 32 

【评注 】 一 般 地 ,从 0,1,2,3,…,22 各 步 依次 删 去 2:-1,24"?，,…,2,1 个 数 ,平衡 值 为 24 


96.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 设 有 2" 个 球 分 成 了 许多 堆 , 我 们 可 以 任意 选 甲乙 两 堆 来 按照 以 下 规则 挪动 : 若 甲 堆 的 球 数 p 不 
少 于 乙 堆 的 球 数 q, 则 从 甲 堆 拿 q 个 球 放 到 乙 堆 里 去 ,这 样 算是 挪动 一 次 .证 明 :可 以 经 过 有 限 次 的 挪动 
把 所 有 球 合并 成 一 堆 . 


2. 给 定 一 组 2" 个 数 ,其 中 每 一 个 数 都 是 + 1 和 - 1. 将 每 一 个 数 都 乘 以 它 后 面 的 一 个 数 ,而 第 2" 个 
数 则 乘 以 第 一 个 数 .由 此 得 到 一 组 仍 由 +1 和 一 1 组 成 的 新 的 2" 个 数 ,按照 此 法 一 直 做 下 去 ,证 明 :最 终 
必 能 得 到 一 组 全 由 + 1 组 成 的 数 . 


3.(1989. 高 中 联赛 ) 有 n x n(n > 4) 的 一 张 空白 方 格 表 , 在 它 的 每 一 个 方 格 内 任意 地 填 人 + 1 或 
一 1 两 个 数 中 的 一 个 , 现 将 表 内 n 个 两 两 不 同行 ( 横 ) 又 不 同 列 ( 竖 ) 的 方 格 中 的 数 之 乘积 称 为 一 个 基本 
项 . 试 证 : 按 上 述 方式 所 填 成 的 每 一 个 方 格 表 , 它 的 全 部 基本 项 之 和 总 能 被 4 整除 ( 即 总 能 表示 成 4k 的 
形式 ,其 中 € 2). 


4.(1986. 国家 集训 队 练习 题 ) 将 一 条 长 为 n 的 线 眉 AB 分 成 n 眉 , 两 端 端 点 染 蓝 色 , 其 余 分 点 染 红色 
或 蓝 色 , 求 证 :端点 被 染 上 两 种 颜色 的 小 线段 ( 称 为 "标准 线段 ") 有 偶数 条 . 


5.(1982. 高 中 联赛 ) 已 知 边 长 为 4 的 正 人 ABC,D,E,F 分 别 是 BC,CA,AB 上 的 点 , 且 1AE l=] 
BF |=| CD | = 1, 连 接 AD,BE,CF 交 成 A 人 QRS,P 点 在 人 QRS 内 及 其 边 上 移动 ,P 到 人 ABC 三 边 的 
距离 记 为 z,y,z, 求 证 : 当 点 在 人 QRS 的 顶点 位 置 时 , 积 zyz 有 极 小 值 . 


6.(1990. 高 中 联赛 题 变形 ) 菜市 有 n 所 中 学 ,第 i 所 中 学 派出 C; 名 学 生 (1 < C, <39;1< ¿< n) 
到 体育 馆 观 看 球赛 . 设 观看 学 生 总 数 为 > C; = 1990. 看 台 上 每 一 横 排 有 199 个 座位 ,要 求 同 一 学 校 的 
学 生 必 须 坐 在 同一 横 排 ,求证 : BERRET 12 横 排 , 必 能 保证 全 部 学 生 都 能 坐 . 
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T. 两 堆 糖 果 分 别 为 33、35 粒 , 两 人 轮流 取 , 每 步 可取 走 任 一 堆 , 此 时 若 另 一 堆 多 于 一 粒 ,将 它 任 分 成 
两 小 堆 , 若 另 一 堆 只 有 一 粒 ,就 再 取 走 并 获胜 . 


8. 两 人 轮流 在 m x n 方 格 纸 上 画 线 ,每 步 将 二 相 邻 格子 点 连 成 一 条 单位 格子 线 (可 在 内 部 ,也 可 沿 
边界 ), 已 画 过 的 线 不 得 重复 

(1) 先 画 出 一 条 闭路 者 胜 ; 

(2) 先 画 出 一 条 闭路 者 输 . 


9. 两 人 轮流 在 1,2,3,…… ,20 的 每 个 数 前 放 “+" 或 "“- "号 ,每 步 放 一 个 ,20 步 后 计算 所 得 代数 和 的 
绝对 值 5, 甲 要 使 S 尽量 小 , 乙 则 要 使 S 尽量 大 . 乙 能 保证 的 最 大 S 是 多 少 ? 


10. (第 25 居 全 俄 中 学 生 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 盒子 里 放 着 整 副 骨牌 ,两 个 游戏 者 依次 从 中 选取 一 
张 骨 有 牌 ,并 将 其 摆 到 桌面 上 ,并 按照 “接龙 " 的 规则 ,将 牌 接 在 已 摆 成 一 串 的 骨牌 两 端 中 的 任意 一 端 , 谁 
要 是 接 不 下 去 就 算 输 ,在 正确 策略 下 , 谁 能 获胜 ? 


B 组 


11.(1985. IMO 预选 题 ) 平面 上 有 100 条 直线 ,它们 之 间 能 否 有 1985 个 不 同 的 交点 . 


12. 空间 有 1989 个 点 ,其 中 任何 三 点 不 共 线 , 把 它们 分 成 点 数 各 不 相同 的 30 组 ,在 任何 三 个 不 同 的 
组 中 各 取 一 点 为 顶点 作 三 角形 , 问 要 使 这 种 三 角形 的 总 数 为 最 大 ,各 组 的 点 数 应 为 多 少 ? 


13.n(n 24) 个 盘子 里 放 着 总 数 不 少 于 4 的 糖 块 ,从 任 选 的 两 个 盘子 中 各 取 一 块 糖 , 放 人 另 一 个 盘 
子 中 去 , 称 为 一 次 操作 , 问 能 否 经 过 有 限 次 操作 ,把 所 有 糖 块 集中 到 一 个 盘子 里 去 .证 明 你 的 结论 . 
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14.(1985.IMO) 设 n,k 为 互 素 正 整数 ,0 < k < n EREM = 11,2,…,n 一 11 中 的 各 数 ,要 么 着 
蓝 色 ,要 么 着 白色 ,已 知 (i ) 对 于 各 i € M, iMn- iE ) 对 于 各 icE M,i 天 Ai 和 ji 大 [有 
同色 .证 明 : 在 M 中 的 所 有 数 均 为 同色 . 


15. 两 人 在 n x 棋盘 (mn 过 3) 上 玩 猫 抓 老 鼠 游戏 ,A 方 有 若干 枚 棋子 代表 猫 ,B 方 一 枚 棋子 代表 老 
鼠 . 每 步 每 方 可 将 自己 的 所 有 棋子 分 别 向 上 \ 下 \ 左 \ 右 的 任 一 方向 走 一 格 . 如 猫 走 人 老鼠 所 在 格子 ,就 将 
它 吃 掉 ; 如 老鼠 走 到 边界 ,下 一 步 可 逃离 棋盘 . 

(1) 车 有 两 只 猫 ,老鼠 已 放 在 某 个 内 部 格子 中 ,能 否 在 边界 上 放 猫 使 老鼠 无 法 逃离 ? 

(2) 车 有 三 只 猫 ,但 B 可 先 连 走 两 格 ,求证 ,不 论 如 何 放置 ,老鼠 总 可 逃离 . 


16. 400 张 卡片 上 分 别 写 着 数 1,2,3,…,400. 甲 任 选 200 张 , 另 200 张 给 乙 , 以 后 每 步 从 对 方 及 自己 
手中 各 任 选 100 张 ,其 余 200 张 给 对 方 , 乙 作 200 步 后 计算 两 人 手 上 的 总 和 . 设 甲 为 S1, 乙 为 S:, 乙 能 保 
证 S; - Si 最 大 是 多 少 ? 


染色 与 覆盖 


87.1 知识 \ 方 法 技能 


I 染色 问题 与 染色 方法 

一 笼统 地 讲 ,根据 问题 的 情境 ,将 问题 所 研究 的 对 象 适 当地 染 上 若干 种 颜色 ,从 而 所 研究 的 问题 就 
变 成 了 染色 问题 ;而 将 所 研究 的 问题 转化 为 染色 问题 加 以 解决 的 方法 称 为 染色 方法 . 

染色 问题 是 数学 竞赛 中 较为 典型 的 问题 ,其 主要 原因 是 这 类 问题 比较 有 趣 ,解决 起 来 也 不 要 求 具备 
许多 专门 的 数学 知识 ;并 且 染 色 问题 大 多 具有 较为 深刻 的 数学 背景 ,需要 用 到 数论 .组合 .图 论 等 一 些 重 
要 数学 思想 方法 . 

二 , 拉 姆 赛 型 问题 简介 

我 们 把 与 图 的 染色 , 拉 姆 赛 ( Ramsey, 英 国 逻辑 学 家 ) 数 , 抽 居 原则 关联 的 问题 称 为 拉 姆 赛 型 问题 ， 

我 们 首先 看 1947 年 匈牙利 数学 奥林匹克 中 的 一 个 试题 : 

例 1 ”证明 :在 任何 六 个 人 中 ,总 可 以 找到 三 个 相互 认识 的 人 或 三 个 相互 不 认识 的 人 . 

证 明 : 用 六 个 顶点 表示 六 个 人 ,如 果菜 两 个 人 互相 认识 ,就 在 相应 的 两 点 间 连 一 条 边 并 染 以 红色 ,如 
果 某 两 个 人 互相 不 认识 ,就 在 相应 的 两 点 间 连 一 条 边 并 染 以 蓝 色 ,这 样 便 得 到 一 个 涂 了 二 种 颜色 的 完全 
图 Ke, 要 证 明 的 结论 就 是 这 个 Ke 中 一 定 有 一 个 同色 三 角形 ( 即 三 条 边 的 颜色 相同 的 三 角形 ) 

设 六 个 顶点 是 Al,Az,，,A46, 考 虑 由 Ai 出 发 的 5 条 边 A1A2,AlA3， 
…,A1A6, 同 为 这 5 条 边 只 有 红 , 蓝 两 种 颜色 ,因此 至 少 有 3 条 边 染 成 同一 种 
颜色 ,不 妨 设 这 3 条 边 是 AlAz,AiAa,AIA4, 且 它们 都 染 成 红色 ,如 图 本-6 
-7- 1( 实 线 表示 红色 ,虚线 表示 蓝 色 ). 如 果 AAAzA3A4 三 边 都 是 蓝 色 , 它 即 
为 同色 三 角形 . 如 果 AAAA, 至 少 有 一 条 边 , 例如 AA 为 红色 ,那么 
AAAA 是 同色 三 角形 ,总 之 ,无 论 哪 种 情况 都 有 同色 三 角形 . 

由 此 很 自然 地 考虑 :(1) 如 果 把 例 1 中 六 边 改 为 五 边 ,结论 是 否 还 成 立 ? 
(2) 二 染色 Ke, 同 色 三 角形 至 少 有 几 个 ?(3) 若 三 染色 Ka, 为 了 仍 要 恒 存 在 ” 图 了 -6-7-1 
同色 三 角形 ,m 至 少 要 多 大 ?下 面 逐个 解决 这 些 问题 . 

例 2 二 染色 完全 图 Ks 是 否 一 定 存在 同色 三 角形 ? 

解 :答案 是 否定 的 ,反例 如 图 有 -6 - 7 - 2 所 示 .其 中 实 线 表示 染 红 
色 的 边 ,虚线 表示 染 蓝 色 的 边 ,显然 ,图 中 无 同色 三 角形 . 

例 3 ”二 染色 完全 图 Ke, 证 明 至 少 有 两 个 同色 三 角形 . 

证 明 : 设 Ke, 的 六 个 顶点 为 A1,A2,A3,A4,As,As 由 例 1 知 ,二 染色 
K6 必 存在 同色 三 角形 ,不 妨 设 AAAA, 为 同色 三 角形 , 且 染 成 红色 ， 
现在 考虑 人 A4AsAs 的 三 条 边 ,有 两 种 情形 - 

(1)AA4AsAs 的 三 条 边 均 为 红色 ,那么 结论 成 立 . 图 T-6-7-2 

(2) 人 AsAsAs 的 三 条 边 中 至 少 有 一 条 为 蓝 色 , 不 妨 设 为 A4As, 对 于 边 A4Ai,A4Az,A4A3, 如 果 其 
中 有 两 条 红 边 ,那么 又 出 现 了 一 个 红色 三 角形 , 如 果 其 中 有 两 条 蓝 边 , 则 存在 一 个 蓝 色 三 角形 , # 
AsAi.AsAs 都 是 红色 ,那么 人 AsA1A 为 红色 三 角形 ,于 是 命题 得 证 . 


A. 
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图 于 -6-7-3, 所 示 是 二 染色 Ks 恰 有 两 个 同色 三 角形 的 情形 . 
其 实 , 早 在 1959 年 ,A W Goodman 就 证 明了 如 下 定理 . 
定理 1 二 染色 完全 图 K, ,其 中 的 同色 三 角形 的 个 数 /, 满足 


二 mm = )(m = 2), 当 n=2m 时 
f,24 mm = D(4m + 1), n = 4m+1 时 


Om + D(4m - 1), n = 4m+3 时 


这 个 定理 的 证 明 留 给 读者 
例 4 三 染色 Ky 必定 存在 一 个 同色 三 角形 ,而 三 染色 Kie, 结 图 -6-7-3 
论 不 成 立 . 


证 阴 : 设 完全 图 Ku 的 17 个 顶点 为 A1,A2,…,Au, 在 由 Ai 引 出 的 16 条 边 AlA2,AiA3,AlA4,…， 
AAA 中 ,由 抽 层 原则 知 ,至 少 有 [ 15 ] + 1 = 6 条 是 同色 的 ,不 妨 Av Az. AA... A A7 这 6 条 边 是 红 
色 的 ,如 果 Az,A3,…,A? 中 有 两 个 点 之 间 的 连 线 是 红色 的 ,那么 就 有 一 个 红色 三 角形 ,如 果 AA, 
Ar 中 任意 两 点 的 连 线 都 不 是 红色 ,那么 这 六 点 的 两 两 连 线 被 染 了 蓝 、 黄 两 种 颜色 ,由 例 1 知 ,其 中 必 
存在 一 个 同色 三 角形 ,从 而 命题 得 证 . 

由 例 1\ 例 2. 例 4 得 到 如 下 结论 : 

(1) 二 染色 完全 图 K, 必 存 在 同色 三 角形 的 最 小 n 是 6 

(2) 三 染色 完全 图 K, 必 存 在 同色 三 角形 的 最 小 n 是 17 

一 般 地 ,用 K 种 颜色 Ci,C，,…,C 去 染 完全 图 K, 的 边 , 每 条 边 只 染 其 中 一 种 颜色 ,这 得 到 的 完全 
图 K, 称 为 K 色 完全 图 K, ,可 以 想象 当 充 分 大 时 ,K 色 完 全 图 K, 中 必然 会 出 现 同色 三 角形 ,使 得 每 一 
个 K 色 完 全 图 K, 都 含有 同色 三 角形 的 最 小 TH r. r, 的 存在 性 由 英国 的 数学 家 ,数理 逻辑 学 家 拉 姆 
塞 首先 证 明 , 所 以 r, 称 为 拉 姆 塞 数 , 易 知 r, = 3, 由 前 面 的 结论 知 r> = 6,r3 = 17 

对 ,我 人 有: 

定理 2 (1) 对 于 自然 数 , 拉 姆 赛 数 存在 ,并 二 2 时 

nek(ni-l)+2 

(2) 对 一 切 自然 数 人 ， 

nLI+Itk+A- D+ Rikla 

定理 2 之 证 明 留 作 习题 . 
三 、 染 色 问题 的 分 类 

(一 ) 区 域 染 色 

当 问题 的 对 象 是 一 些 平面 区 域 ( 方 格 ,三 角形 等 ), 有 的 采用 适当 种 类 的 颜色 对 这 些 区 域 巧妙 地 染 
色 , 可 有 利于 问题 的 解决 .其 中 最 常见 的 是 一 种 从 民间 游戏 中 发 展 而 来 的 方 格 盘 的 染色 ,例如 国际 象棋 
盘 的 染色 .例题 详 见 例 1 和 例 2. 

(二 ) 线段 染色 

数学 中 有 这 么 一 类 问题 , 当 我 们 把 问题 中 的 对 象 抽象 为 点 ,把 对 象 间 的 关系 抽象 为 点 间 连 接 的 线 
段 ,同时 根据 对 象 间 不 同 的 关系 采用 不 同 种 颜色 把 对 应 点 间 的 连 线 染 色 , 即 得 到 图 论 中 的 所 谓 “ 边 染 
色 ”( 也 可 称 “线段 染色 ”) 问题 .例题 详 见 例 3、 例 4、 例 5 

(三 ) 点 染色 

例题 详 见 例 6\、 例 7、 例 8 
工 、 图 形 覆 盖 问题 

一 、 基 本 概念 与 性 质 如 下 


用 一 张 或 几 张 纸 去 盖 一 个 平面 图 形 ,用 数学 语言 描述 ,就 是 研究 一 个 或 ”个 平面 区 域 与 平面 点 集 的 
相互 关系 . 

定义 1:Gl,Gz,…,G。 是 z 张 纸 片 ,下 是 一 个 平面 点 集 , 若 存在 一 种 放置 这 ” 张 纸 片 的 方法 ,使 下 中 
每 一 点 都 至 少 与 某 个 G, HARE, MWR n KAH Gi, Grs, Gr 能 覆盖 点 集 F. 

定义 2: 如 果 无 论 怎样 放置 n 张 纸 片 Gu, Gz,…, G。 ,都 至 少 有 下 中 一 个 点 不 能 与 这 张 纸 片 中 任 一 
张 纸 片 的 点 相 重合 ,就 称 这 n 张 纸 片 G1 ,G2,…,G, 盖 不 住 平面 图 形 下 . 

从 点 集 观点 看 问题 ,覆盖 实质 上 是 平面 点 集 之 间 的 包含 关系 ,nm KEH Gi, Go, Gr WHARF, 
等 价 于 

F (G. U G; U G3 U = U G,) 

定义 3: 如 果 区 域 G 覆盖 点 集 下 ,我 们 也 称 F 可 以 嵌入 在 G H. 

从 点 集 包含 关系 来 理解 图 形 覆 盖 可 以 把 F C G 读 作 “G 覆盖 F" 或 “下 可 嵌入 G 中 ”, 于 是 很 容易 得 
出 以 下 性 质 ; 

性 质 1 G SG( 纸 片 G 可 以 盖 住 与 G 全 等 的 平面 图 形 ). 

性 质 2 G:C G, H GE G>G C G( 图 形 覆 盖 的 传递 性 ) 

性 质 3 

FSG 

FS G 


SFS (Gi N GN N G.) 


FGG, 

性 质 4 若 5(G)(F) 分 别 表示 平面 区 域 面积 ,如 果 玉 己 G, 则 有 《(F) < t(G). 

为 了 研究 点 集 的 需要 ,我们 引入 平面 点 集 直 径 的 概念 . 

定义 4: 所 谓 平面 点 集 的 直径 是 这 样 的 一 个 正 数 d ,点 集中 任意 两 点 的 距离 都 不 超过 它 ,而 对 比 d 小 
的 任意 正 数 d ,点 集中 至 少 有 两 个 点 的 距离 超过 d. 

定义 4 虽然 精确 ,但 使 用 起 来 很 不 方便 ,由 于 我 们 经 常 研究 的 是 有 限 点 或 是 包含 边界 在 内 的 平面 区 
域 ,对 这 类 点 集 ,其 中 任 两 点 距离 的 最 大 值 d 就 是 该 点 集 的 直径 . 比如 , 边 长 为 1 的 正三 角形 三 个 顶点 的 
集合 的 直径 为 1, 边 长 为 4,5,6 的 三 角形 的 直径 是 6; 单 位 圆 及 单位 圆 域 的 直径 都 是 2. 一 般 地 , 凸 多 边 形 
的 直径 等 于 它 的 顶点 之 间距 离 的 最 大 值 . 

有 关 黎 盖 问 题 的 证 题 技巧 请 见 例 9、 例 10、 例 11、 例 12. 
二 面积 重合 原则 

在 一 个 指定 区 域 中 放 人 若干 张 纸 片 ,可 能 会 发 生 重 肥 . 

面积 重 公 原则 :假定 有 n 张 纸 片 ,它们 的 面积 分 别 是 A ,A2,… A ,如 果 我 们 把 这 ” 张 纸 片 嵌 人 到 
一 个 面积 为 A 的 平面 区 域 中 , 若 Al + A2+… + A, > A, 则 至 少 有 两 张 纸 片 发 生 重 谷 ( 即 存在 面积 不 为 
0 的 公共 部 分 ) 

覆盖 问题 的 综合 性 例题 请 见 例 13、 例 14、 例 15、 例 16. 


$7.2 RAAH 


例 1 如 图 -6-7-4(1) 是 4 个 1x 1 的 正方 形 组 成 的 "L" 形 ,用 若干 这 样 的 "L”" WERKE 
重 登 地 拼 成 一 个 m x n( 长 为 m 个 单位 , 宽 为 ”个 单位 ) 的 矩形 ,如 图 | - 6 — 7 - 4(2), 试 证 明 mn 必 
是 8 的 倍数 . 

证 :因为 m x n EEH“ L” EBRA mx n 是 4 的 倍数 ,所 以 m,n 中 必 有 一 个 是 偶数 ,不 妨 设 
Xm. 

现 把 m xm 矩形 中 的 m 列 按 一 列 黑 ,一 列 白 间隔 染色 (如 图 - 6-7- 4(2)) WRL“ L” PER 
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和 矩形 中 的 放置 位 置 如 何 (“L" 形 的 放置 ,共有 8 种 可 能 ),“L” 形成 占有 三 白 一 黑 四 个 单位 正方 形 ( 记 为 
第 一 种 ) ,或 占有 三 黑 一 白 四 个 单位 正方 形 ( 记 为 第 二 种 ). 

设 第 一 种 “L” 形 共 p 个 ,第 二 种 “L" 形 共有 q 个 , 则 m x 和 矩形 中 的 白 格 单位 正方 形 数 为 3 + q, 
而 它 的 黑 格 单位 正方 形 数 为 p + 3q. 

因为 m 为 偶数 ,所 以 m xz 矩形 中 黑白 列 数 相等 ,从 而 黑白 单位 正方 形 总 数 必 相等 . 故 有 3p + q 
= 户 +3q, 从 而 p = q. 所 以 "L”" 形 的 总 数 为 2p 个 ,m x n = 2px4= 8p, 即 m xn 一 定 是 8 的 倍数 . 


WI -6-7-4 
例 2 (第 26 届 独 联 体 数学 奥林匹克 11 年 级 竞赛 题 ) 给 定 边 长 为 10 的 正三 角形 ,用 平行 于 其 边 的 直 
线 将 它 分 画 为 若干 个 边 长 为 1 的 正三 角形 , 现 有 m 个 形 如 图 l — 6 — 7 - 5(1) 所 示 的 三 角形 块 , 且 有 25 
-m ARME N — 6 - 7 - 5(2) 所 示 四 边 形 块 , 问 : 
(1) # m = 10, 能 否 用 它们 拼 出 原 三 角形 ? 
(2) 求 能 拼 出 原 三 角形 的 所 有 m. 
解 :按照 类 似 国 际 象棋 盘 的 染色 方法 把 小 正三 角形 块 染 上 黑白 两 种 颜色 (如 图 [ — 6 — 7 — 5(3)). 


设 mm 个 图 (1) 中 ,能 覆盖 图 H - 6 - 7 - 5(3) 中 3 个 白 三 角 块 的 个 数 为 z, 则 白 三 角形 个 数 为 
3r+(m-z)+2(25-m)=2r+50-m 


NSS -6-7-5 


又 图 -6-7-5(3) 中 共有 55 个 白 三 角形 ,车 mm 个 图 (1),25 -ni 个 图 (2) 可 盖 住 图 全 -6-7-5(3)， 
则 有 

25x + 50- m = 55 
即 

2r = 5+m 


由 此 可 知 ,m 为 奇数 ， 

(1)m = 10 为 偶数 , 故 m = 10, 不 能 拼 出 原 三 角形 . 

(2) ER m 2 r, W 2m >2r = 5 + m ,Ë) m > 5, X. 25- m 之 0, 所 以 m 三 25. 帮 可知:m € 
In 15< n <25,n € Z H n 为 奇数 | 

@3 (1989. MEK IMO 训 练 题 ) 求 最 小 正 整数 ,使 在 任何 ”个 无 理 数 中 ,总 有 3 个 数 ,其 中 每 两 
数 之 和 都 仍 为 无 理 数 . 

解 :显然 , |/2,/3, - V2, -V3 这 4 个 数 中 的 任何 三 个 数 中 均 含有 一 对 相反 数 , 二 者 之 和 为 0 不 是 
无 理 数 , 故 满足 要 求 的 最 小 正 整数 ”二 5. 

设 +,y,z,u,v 是 5 个 无 理 数 ,把 它们 看 作 是 5 个 顶点 , 若 两 数 之 和 为 有 理 数 , 则 在 相应 两 点 间 连 一 
红线 ,否则 连 一 蓝 线 , 于 是 得 到 一 个 二 染色 的 ks ,显然 ,只 须 证 明 此 图 中 必 存 在 蓝 色 三 角形 即 可 . 

(1) 有 同 形 , 若 不 然 ,我 们 知 ks 中 每 点 恰 引 出 四 条 线段 , 若 其 中 某 点 引出 的 线段 中 有 三 条 同 
色 , 则 象 "知识 ,方法 ,技能 " 中 例 1 那样 可 以 证 明 同 色 三 角形 存在 ,与 假设 矛盾 , 故 从 每 点 引出 的 四 条 线 
段 都 必 两 红 两 蓝 , 整 个 图 中 恰 有 5 条 红 边 5 个 蓝 边 ,只 看 图 中 红线 段 , 每 点 都 引出 两 条 , 故 它们 构 盛 成 一 
个 每 点 度数 ( 即 引出 边 的 条 数 ) 都 为 2 的 偶 图 , 故 构成 一 个 或 ”个 图 ,但 每 个 图 至 少 有 3 条 边 , 故 5 条 线段 
只 能 构成 一 个 图 , 即 ks 中 必 存 在 红 图 ,也 顶点 所 对 应 的 5 个 数 中 ,两 两 之 和 均 为 有 理 数 , 即 工 + y,y+ z, 
z+ usu+v,v+ 工 为 有 理 数 , 则 


z= Filety) (y+z)+(z+u)-(u+v)+(v+a)] 
为 有 理 数 ,与 已 知 矛盾 , 故 ks 中 无 5 条 边 的 红 图 ,从 而 ks 中 有 同色 三 角形 . 


(2) 同色 三 角形 必 为 蓝 色 三 角形 , 若 不 然 , 则 必 为 红色 三 角形 ,于 是 它们 的 顶点 所 对 应 的 3 数 中 有 两 
两 之 和 均 为 有 理 数 ,不 妨 设 . 


r+tyytz,z+= 
均 为 有 理 数 , 则 
z= 二 (rt) + (z+) (y+)] 

为 有 理 数 ,与 已 知 矛盾 .可 见 ,ks 中 没有 红色 三 角形 ,由 (1) 知 ,ks 中 必 有 蓝 色 三 角形 ,其 顶点 对 应 的 三 个 
无 理 数 两 两 之 和 仍 为 无 理 数 . 

综 上 所 述 , 最 小 正 整数 n = 5. 

例 4 平面 上 有 六 个 点 ,任何 三 点 都 是 一 个 不 等 边 三 角形 的 顶点 ,求证 :这 些 三 角形 中 一 个 的 最 短 
边 同时 是 另 一 个 三 角形 的 最 长 边 (波兰 数学 竞赛 题 ) 

证 : 设 A1,A2,…,As 是 已 知 点 ,在 每 个 三 角形 AAA, 中 ,把 最 短 边 染 成 红色 ,于 是 每 个 三 角形 中 至 
少 有 一 条 边 为 红色 边 , 现 只 须 证 明 :在 (1) 已 知 点 为 顶点 形 中 有 一 个 三 边 均 为 红色 的 三 角形 . 

(因为 这 个 三 角形 的 最 长 边 为 红色 ,而 它 同 时 又 是 另 一 个 三 角形 的 最 短 边 ) . 

从 每 点 可 作 5 条 线段 与 其 余 已 知 点 相连 ,由 抽 层 原则 知 , 这 5 条 线段 中 或 者 至 少 有 3 条 红 边 ,或 者 至 
少 有 三 条 未 染色 的 边 . 

(1) 若 经 过 点 A, 的 5 条 线段 中 至 少 有 3 条 染 成 红色 ,不 妨 设 为 A1A2,A1A3,AiA4 为 红 边 ,那么 考 
处 公 A2A3A4, 因 为 其 中 至 少 有 一 边 为 红 边 ( 即 其 最 短 边 ) ,不 妨 设 A2A; 为 红色 边 , 那 么 公 A1A2A; 三 边 
均 为 红 边 . 

(2) 车 经 过 点 A 的 线段 中 至 少 有 3 条 未 染色 , RH AAAA AA 未 染色 , 现 考察 
全 A1A2A4, 人 A1A3A4, 公 A1A2A3, 它 们 每 个 中 至 少 有 一 边 是 红色 的 ( 即 最 短 边 ), 但 这 边 不 经 过 A, 
点 , 故 知 线段 A2A3,A2A4,A3As 必 是 红色 的 ,从 而 AAAA, 三 边 均 被 染 成 红色 .、 

AS ”在 协会 里 有 9 个 人 ,其 中 任意 三 个 人 中 总 有 两 个 人 是 相互 认识 的 ,证 明 ,其 中 总 有 4 个 人 ,他 
们 相互 认识 .( 波 兰 数学 竞赛 题 ) 

证 :用 平面 上 无 三 点 共 线 的 9 个 点 A1,A2,…,A， 表示 9 个 人 ,9 点 间 两 两 连 线 , 现 对 这 些 线段 染色 : 
车 两 人 相互 认识 , 则 把 对 应 两 点 间 的 连 线 染 成 红色 ,否则 染 成 蓝 色 ,得 到 二 色 完全 图 ky, 现 只 须 证 其 中 
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必 存 在 红色 ka- 

由 题 设 知 , 二 色 完全 图 ke 中 无 蓝 色 三 角形 . 

,由 抽 层 原则 知 , 此 点 与 另 八 点 所 连 的 8 条 线段 中 ,至 少 有 4 条 同色 . 

(1) 车 由 任 一 点 出 发 的 8 条 线段 中 有 4 条 蓝 色 线段 ,不 妨 设 由 Ai 出 发 的 四 条 线段 AA, A As. 
AA, AAs 为 蓝 色 , 由 于 不 存在 蓝 色 三 角形 , 故 A,A3,A2A4,A2As,A3A4,AsAs,A3As, 均 为 红色 ,于 
是 四 点 Az,As,A4,As 组 成 的 完全 图 k, 为 红色 的 . 

(2) 若 由 任 一 点 出 发 的 8 条 线段 中 至 多 只 有 三 条 蓝 色 线 段 , 即 其 中 至 少 有 5 条 线段 为 红色 .显然 ,从 
每 点 出 发 所 引 的 8 条 线段 恰 有 5 条 为 红色 这 种 情况 是 不 存在 的 ,否则 ko 中 共有 红 边 数 为 

9x5 


p 
这 是 不 可 能 的 ,从 而 知 , 必 有 某 一 点 ,从 此 点 出 发 的 8 条 线段 中 至 少 有 6 条 是 红色 的 ,不 妨 设 从 A 出 发 
的 6 条 线段 1Az,AIA3,AA4,AiAs,AAe,AIA7 是 红色 的 ,考察 六 点 Az, As,A4,As,A6,A7 组 成 的 
二 色 完 全 图 ,由 “知识 ,方法 ,技能 ” 中 例 ! 的 结论 知 , 其 中 必 存 在 同色 三 角形 ,不 妨 设 人 AAzA4sA4 为 同色 
三 角形 ,又 由 于 不 存在 蓝 色 三 角形 , 故 AAAA, 为 红色 三 角形 ,于 是 顶点 为 A1,A2,A3,A4 的 完全 图 
k, 为 红色 的 . 

综合 (1) ,(2) 知 ,命题 得 证 . 

Mo 能 否 把 1,1 ,1986,1986 ,这 些 数 排 成 一 行 ,使 得 两 个 1 之 间 夹 着 一 个 数 ,两 个 2 
之 间 夹 着 2 个 数 ,…… ,两 个 1986 之 间 夹 着 一 千 九 百 八 十 六 个 数 ?请 证 明 你 的 结论 . (CMO, 1986 年 ) 

证 :将 1986 x 2 个 位 置 看 成 是 1986 x 2 个 点 ,并 对 这 些 点 染色 :处 于 奇数 位 置 的 点 染 白色 ,处 于 偶数 
位 置 的 点 染 上 黑色 ,于 是 黑白 点 各 有 1986 个 . 

若 题 设 要 求 的 排 法 存在 , 则 知 ,同一 个 偶数 ,必定 其 中 之 一 占据 一 个 黑 点 , 另 一 个 占据 一 个 白 点 ,而 
同一 个 奇数 ,要 么 都 占据 黑 点 ,要 么 都 占据 白 点 ,于 是 993 个 偶数 ,占据 白 点 数 B, = 993 个 , 黑 点 数 Hi = 
993 个 

993 个 奇数 ,占据 白 点 数 B, = 2a 个 , 黑 点 数 H = 2b 个 ,其 中 a + b = 993 个 

于 是 1986 x 2 个 数 共 占 据 白 点 数 B = B, + B; = 993 + 2a 个 , 黑 点 数 H = Hi + H; = 993 + 2b 


个 

因为 a + b = 993( 非 偶数 ) ,所 以 a + 5, 从 而 得 B > 五, 这 与 黑 , 白 点 各 有 1986 个 矛盾 ， 

所 以 满足 题 设 要 求 的 排 法 不 可 能 . 

例 7 (1960. 第 2 届 IMO) 设 公 ABC 为 正三 角形 ,E 为 三 条 线段 BC,CA,AB 上 的 点 ,( 包 括 A.B, 
C 在 内 ) 所 组 成 的 点 集 ,将 E 分 成 两 个 子 集 ,是 否 总 有 一 个 子 集中 含有 一 个 直角 三 角形 的 顶点 ?证 明 你 
的 结论 . 

证 :如 图 了 -6-7-6 将 EE 中 的 点 分 别 染 上 红 、 蓝 两 种 颜色 之 一 , 则 问 
题 转化 为 :证 明 E 中 一 定 存在 一 个 直角 三 角形 ,其 三 个 顶点 的 颜色 相同 . 


在 边 AB,BC,CA 上 分 别 取 点 P,Q,R 使 AP:PB = BQ: QC = CR:RA 
= 2, 则 有 PQ L AB,QR | BC,PR | CA q 
对 点 集 下 进行 红 、 蓝 二 染色 , 则 P ,Q, R 中 至 少 有 两 点 同色 ,( 由 抽 屋 原 R 


则 知 ) ,不 妨 设 R,Q 为 红色 . 

(1) 如 果 BC 边 上 , 除 Q 点 外 ,还 有 红色 点 X, 则 人 RQX 组 成 红色 顶 
点 的 直角 三 角形 . 

(2) 车 BC 边 上 , 除 Q 点 外 没有 红色 点 , 现 考虑 AB 边 (包括 A,B 在 ”图 -6-7-6 
W). 

… BC 边 除 点 Q 外 没有 红 点 ,所 以 点 B 为 蓝 色 点 ,车 AB 边 上 除 B 点 外 还 有 蓝 色 点 Y, 则 过 Y 作 YM 
上 BC,M 为 垂 足 ,因为 显然 有 M 与 Q 不 重合 , 则 M 必 在 为 蓝 色 点 ,于 是 A YBM 组 成 蓝 色 顶点 的 直角 
三 角形 . 
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车 AB 边 上 (包括 A 点 ) 除 8B 点 外 都 是 红 点 ,这 时 过 RR 作 RN | AB 于 N, 因 为 显然 N 不 与 P 重 合 ， 
所 以 N 必 为 红色 点 ,于 是 2 RAN 组 成 红色 顶点 的 直角 三 角形 . 

综 上 所 述 ,命题 得 证 . 

例 8 (43 届 国 际 IMO 试题 1) 弗 明 斯 克 城 的 每 一 条 道路 均 连 接着 两 个 十 字 路 口 , 且 都 限定 为 单 向 
行车 线 ,市 政局 为 布 列 加 油 站 网 点 开展 了 一 次 设计 竞赛 ,要 求 自 每 一 个 十 字 路 口 均 可 不 违反 行车 规则 地 
到 达 加 油 站 之 一 ,但 由 任何 一 个 加 油 站 都 不 可 以 抵达 另外 任何 一 个 加 油 站 .证 明 : 在 所 有 应 征 的 设计 方 
案 中 ,全 都 布 列 了 相同 数目 的 加 油 站 . (列宁 格 勒 数 学 奥林匹克 试题 ,1988 年 ). 

证 : 任 取 两 个 设计 方案 ,将 其 中 一 个 方案 中 的 加 油 站 网 点 染 上 红色 ,将 另 一 方案 中 的 加 油 站 网 点 染 
上 蓝 色 . 由 题 设 知 :在 任 一 十 字 路 口 , 必 可 到 达 两 种 设计 方案 中 相应 的 加 油 站 . 

RANEE” 加油 站 B 可 抵达 某 两 个 “红色 ”加 油 站 A 和 C, 即 由 某 一 “红色 ”加 油 站 A ,可 抵达 
REE” 加 油 站 B, 反 之 ,由 B 又 可 抵达 某 个 “红色 ” 加 油 站 C, 故 由 “红色 ”加 油 站 A 可 抵达 “红色 ”加 
油 站 C, 由 题 意 知 ,这 只 有 在 A 与 C 重合 时 才能 实现 . 即 由 某 个 “ 蓝 色 ”加 油 站 ,只 能 到 达 某 一 个 “红色 ” 
加 油 站 . 

同 理 可 证 :由 某 一 个 “红色 ”加 油 站 也 只 能 抵达 某 一 个 “ 蓝 色 ”加油 站 . 

由 上 知 ,“ 红 色 ” 加 油 站 与 “ 蓝 色 ” 加 油 站 间 可 以 一 一 搭配 成 对 ,每 一 对 中 的 两 个 加 油 站 可 以 相互 抵 
达 , 故 “红色 " 加油 站 与 蓝 色 " 加 油 站 数目 相等 . 

@9 在 边 长 为 12 的 正方 形 中 分 布 1993 个 点 .证 明 :可 以 用 一 个 边 长 为 11 的 等 边 三 角形 纸 片 盖 住 
其 中 至 少 499 个 点 . 

【分 析 】 由 于 1993 = 498 x 4 + 1, 只 要 我 们 将 边 长 为 12 的 正方 形 适 当地 分 成 4 等 分 , 则 至 少 有 "一 
f” 中 含有 499 个 点 ,我 们 只 要 证 明 边 长 为 11 的 正三 角形 纸 片 可 以 盖 住 这 一 份 即 可 . 

证 :如 图 H - 6- 7- 7 所 示 , 过 正方 形 ABCD 的 中 心 , 作 直 线 交 DC 
F M, 交 4B 与 N, 且 使 人 MNA = 60", 过 O 作 MN 的 垂 线 交 AD 于 P, 交 
BC 于 Q, 这 样 正 方形 ABCD 被 MN, PQ 分 成 了 全 等 的 四 块 ,根据 抽 层 原 
则 ,其 中 至 少 有 一 块 (不 妨 设 为 APON 这 一 块 ) 至 少 含有 499 个 点 ,我们 只 
须 证 明 , 边 长 为 11 的 正三 角形 可 以 盖 住 APON 即 可 . 

将 边 长 为 11 的 正三 角形 纸 片 一 个 顶点 与 N 重合 , 角 的 两 边 与 NA, 
NO 重合 并 落 在 正三 角形 NKR 的 位 置 ,过 O 作 OT | AB 于 了 T, 则 了 为 AB 


中 点 ,NB = TB - TN = 6- É = 6 -2/3,BDL NA = AB- NB = 12 


- (6 - 2V3) = 6+2y3 < 11.4 A 在 线段 RN 上 ,又 RA = 11- AN = 
11- (6 + 243) = 5 - 2y3, 可 求 得 LA = /3RA = 543 -6, 因 LA - PA = LA 
— NB = (543 - 6) - (6 - 243) = 7Y3 - 12 > 0, 所 以 已 点 在 三 角形 RNK IÑ, 
由 凸 图 形 性 质 , PA , PO 都 在 正 A RNK 内 ,所 以 以 边 长 为 11 的 正方 三 角形 纸 片 
盖 住 了 区 域 APON , 即 盖 住 了 至 少 499 个 点 . 

例 10 ”能 在 半径 为 2 的 圆 中 放 人 8 个 边 长 为 1 的 不 相 重 交 的 正方 形 纸 片 吗 ? 

【分 析 】 这 个 问题 是 嵌入 问题 ,我 们 化 成 等 价 的 覆盖 问题 : 找 一 种 把 八 个 
边 长 为 1 的 正方 形 纸 片 放 在 一 起 的 排列 方法 ,能 用 一 个 半径 为 2 的 圆 纸 片 盖 住 
它们 ,由 于 图 纸 片 的 对 称 性 ,这 八 张 正 方形 纸 片 也 应 如 图 E6- 7- 8 所 示 对 称 地 
放置 : 八 个 单位 正方 形 不 相 重 登 且 关于 ! 直线 轴 对 称 ,所 以 要 用 圆 来 覆盖 ,圆心 
O 应 在 : 上, 且 OA, OE, OB 若 都 不 超过 2, 问 题 就 解决 了 . 
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图 了 -6-7-8 
解 :如 图 关于 ! 对 称 地 放置 八 个 单位 正方 形 ,其 中 四 个 顶点 ABCD 形成 一 个 等 腰 梯形 , 它 的 外 接 圆 


Mù O £ E, OK = z, 则 LO = 3— zx,AO?= AK? + KO? = 名 +zx?,BO?= BL? + LO? = 1+ 


G-a). hF OA = OB,f8- + 22 = 1+ (3- z)?, 解 得 z = 31 Sr 


w 
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2 7 
ao =y F (3) -AB A 
进而 MO = 2- z = 34, MO < OK, 所 以 OE < AO, 即 A,E,B 均 在 以 O 为 中 心 ,2 为 半径 的 贺 内 ,由 
对 称 性 知 ,C,F,D 也 在 以 O 为 中 心 半径 为 2 的 国内 .因此 ,半径 为 2 的 圆 中 能 够 族 入 边 长 为 1 的 八 个 不 
相 重 登 的 正方 形 纸 片 . 

例 11 平面 有 限 点 集 S 的 直径 为 1, 证 明 S 可 以 被 一 个 边 长 为 /3 的 正三 角形 纸 片 覆盖 住 . 

【分 析 】 由 于 点 集 S 的 直径 为 1, 我 们 作 两 条 承 托 直线 (a,a) 将 S 夹 在 以 aa ,为 边界 的 带 形 域 
中 ,a,a' 之 间距 离 < 1. 

再 作 S 的 另 两 组 的 平行 的 承 托 直 线 (56,6,) 与 (c， 
c.) ,使 6 对 a 的 倾角 为 60',c 对 a 的 倾角 为 120", 显 然 ,6， 
,之 间距 离 < 1,c,c ZER <1, S RED, b ,为 边 
界 的 带 形 域 中 ,也 夹 在 c,c ,为 边界 的 带 形 域 中 ,因此 由 覆 
盖 性 质 3 知 ,S 包含 于 三 个 带 形 域 的 公共 部 分 一 如 图 
ll -6-7-9 所 示 的 一 个 六 边 形 的 区 域 中 ,并 且 交 得 两 个 正 
三 角形 , 设 这 两 个 正三 角形 是 : E AABC 5E 
人 A3B2C2, 我 们 只 要 能 证 明 这 两 个 正三 角形 中 有 一 个 的 边 
长 不 超过 /3 即 可 . 

证 :如 分 析 中 指出 的 方法 ,作出 三 组 平行 承 托 直线 (a， 
4 ,),(6,0',),(cwe',); 每 组 平行 线 宽度 不 超过 1; 三 组 平 
行 线 交 得 两 个 正三 角形 AB C M AB:C2. (H I -6-7 
-9) 

从 六 边 形 中 任 取 一 点 向 六 边 形 的 六 条 边 分 别 引 垂 线 ， 图 -6-7-9 
重 线 段 分 别 如 图 中 所 示 , 记 为 d,e,f;x,y,z. 

又 设 正 和 AiBiC 的 高 为 ,正信 A?BaC 的 高 为 ha. 根 据 正三 角形 一 点 到 三 边 距离 之 和 等 于 正三 
角形 的 高 ,可 得 


z+ytz=hud+e+f= h 
相 加 得 (r+ d)+(yte)+(z+ f) =hi t hy 

但 r+d<1,y+e<1,z+f<1 

因此 hith < 3. 


由 抽 层 原则 ,可 以 断定 Au ,Az 中 至 少 有 一 个 不 大 于 立 ,为 了 确定 起 见 ,不 妨 设 h < J ,经 计算 知 正 


AAB MAKEAT -$ =/3 
所 以 点 集 S 可 被 一 个 边 长 不 大 于 /3 的 正三 角形 AiBiCi nm 
盖 住 ,由 位 似 变换 可 知 S 更 可 被 一 个 长 为 /3 的 正三 角形 纸 片 覆盖 住 ， 六 | È i 
例 12 证 明 : 直 径 为 的 平面 点 集 S 可 以 被 一 个 单位 正方 形 纸 片 |。，。 o. ' 
适当 地 切 去 两 个 * 角 " 后 剩 下 的 部 分 (一 个 凸 六 边 形 形 状 的 纸 片 ) 所 覆 |77 sz ] 
m. si : <1 
证 :由 于 点 集 S 的 直径 为 1, 可 作 S 的 两 条 平行 的 承 托 直线 (11， | 
la) ,使 以 ,12 为 边界 的 带 形 域 覆盖 S EEH 11 的 方向 上 ,再 作 S 的 E 
两 条 平行 的 承 托 直线 (m1, m2) ,使 以 mi, m 为 边界 的 带 形 域 覆盖 S. ¿| O e A 
易 知 ,这 两 个 带 形 域 的 宽度 不 超过 1. 这 样 的 两 个 带 形 域 的 交 ,一 边 长 í 
不 超过 1 的 矩形 AB CiD TRE S( 如 图 有 — 6-7- 10) 图 了 -6-7-10 
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在 射线 AB, 上 取 点 使 A1B = 1, 在 射线 A.D, 上 取 点 D, 使 A1D = 1. 完 成 正方 形 Ai BCD , 易 知 
正方 形 纸 片 A1BCD 是 覆盖 点 集 S 的 边 长 为 1 的 正方 形 . 

作 正 方形 A BCD 的 内 切 圆 ( 如 图 I -6 一 7 - 11), 则 内 切 加 直径 是 1, 截 A,C 两 * 角 ” 作 该 圆 的 一 
组 平行 切线 ,显然 平行 切线 之 间距 离 为 1. 在 二 平行 切线 截 成 的 * 角 A” 与 “ 角 C” 中 不 能 同时 存在 S 中 
的 点 (否则 与 S 直径 = 1 矛盾 ). 即 * 角 A” 与 * 角 C” 中 至 少 有 一 个 没有 S 中 的 点 ,为 确定 起 见 , 不 妨 设 
“A C” 中 设 有 S 中 的 点 ,于 是 可 切 掉 * 角 C"( 阴 影 部 分 ). 同 理 ,在 * 角 B” 与“ 角 D” 中 也 可 切 掉 一 个 角 
(比如 切 掉 * 角 D”). 这 样 ,单位 正方 形 纸 片 适 当 切 去 两 个 “ 角 ” 后 剩 下 的 六 
边 形 ALBPQRK 仍 可 覆盖 点 集 S. 

【 注 】 本 题 所 使 用 的 技巧 是 “ 切 角 术 ”, 这 是 覆盖 证 题 中 的 一 个 很 精 
巧 的 技艺 . 

例 13 在 半径 为 R 的 圆桌 面 上 摆 放 一 些 同样 大 小 的 ,半径 为 ~ 的 硬 
币 ,要 求 硬币 不 准 露 出 圆桌 面 边缘 ,并 且 所 摆 硬 币 彼此 不 能 重 登 , 当 摆 放 n 
枚 硬币 之 后 ,圆桌 面 上 就 不 再 多 摆 放 一 枚 这 种 硬币 了 .求证 : 

Vnr< R< (Q /n+1) r 


i 证 :由 于 n 枚 半径 为 ~ 的 硬币 不 重 玲 地 摆 放 在 半径 为 R 的 圆 面 内 ,所 Biteri 


nnr? < nR?=> /nr < R ° 
现在 设想 把 n 枚 硬币 的 半径 都 扩大 一 倍 , 成 为 半径 为 2r 的 “加 层 硬 
币 ”, 则 这 n 枚 “加 层 硬币 ” 必 完 全 覆盖 住 了 半径 为 R - r 的 圆 面 ,如 若 不 
然 , 设 在 R - -为 半径 的 贺 面 上 至 少 有 一 点 已 没 被 这 = 个 半径 为 2r 的 “加 
层 硬 币 " WAEA H - 6- 7- 12), 则 已 点 到 诸 半径 为 r 的 硬币 之 间 
的 距离 均 不 小 于 .所 以 以 P 为 中 点 可 以 与 前 面 所 放 的 n 枚 硬币 无 重 又 
地 放 入 一 个 半径 为 的 圆 (硬币 ) 在 图 桌 上 ,这 与 题 设 的 条 件 矛 盾 , 所 以 
枚 “加 层 硬币 ” 必 完 全 覆盖 住 了 半径 为 R — r 的 圆 面 .由 性 质 4 得 
mr(2r)2 > x(R - r)? 
解 得 


R< (2V/n+ Dr ° 
E DON 
Var < R< (2n +1)r 


例 14 ”在 边 长 为 20 x 25 的 矩形 内 ,任意 放 人 120 个 边 长 为 1 ee 
的 正方 形 纸 片 . PB 
证 明 :在 矩形 内 还 可 以 放 人 一 个 直径 为 1 的 国 纸 片 , 它 和 这 Ë, É 
120 个 小 正方 形 的 任何 一 个 都 不 相 重 登 . RHE JG, 
分 析 与 解 : rA G Ç 
(1) 若 直径 为 1 的 小 辆 纸 片 放 人 边 长 为 20 x 25 的 矩形 ABCD —— = 
内 , 则 圆心 O 应 在 边 长 为 19 x 24 的 矩形 ABCD 内 , 如 图 P £ 
II - 6-7 - 13 所 示 , 即 从 矩形 ABCD 边 上 剪 去 一 个 宽 为 十 的 长 图 工 -6-7-13 
条 . 


(2) 若 放 人 的 小 圆 纸 片 不 与 某 个 正方 形 EHGF 重 登 ， 则 我 们 在 这 小 正方 形 外 边 镶 上 宽 为 二 的 边 ， 


再 在 小 正方 形 EFGH 的 四 角 装 上 半径 为 二 的 圆 弧 , 这 贺 弧 所 对 圆心 角 为 90" ,这样 , 就 得 到 了 一 个 镶 边 
图 形 E1E2HiH2G1G2F1F2, 这 个 贺 形 面积 是 
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r E 


由 于 圆 纸 片 不 与 小 正方 形 重生 , 则 圆心 O 应 在 这 镶 边 图形 之 外 . 
(3) 将 放 人 的 120 个 单位 正方 形 按照 上 法 都 镶 上 边 , 这 时 ,如 果 ABCD 中 若 放 不 进 一 个 直径 为 1 的 
圆 纸 片 O, 这 表明 A'B'C'D' 已 被 这 120 个 镶 边 小 正方 形 覆 盖 住 ( 即 找 不 到 O 点 的 位 置 ) ,因此 ,这 120 个 
镶 边 小 正方 形 面积 总 和 S > 19 x 24, 但 事实 上 
s = 120x (245) 
12 + 3.2. 
4 


<120x( ) = 456 = 19 x 24 
于 是 得 出 矛盾 ,这 表明 ,在 边 长 为 20 x 25 的 矩形 中 , 当 放 人 120 AREE 2 Ja EAEE, E 
整地 放 人 一 个 直径 为 1 的 圆 纸 片 . 

【 注 】 在 解答 本 题 中 ,把 直径 为 1 的 小 圆 缩小 为 一 点 O 进行 考察 ,把 每 个 小 正方 形 镶 边 ,这 种 
“ 缩 “ 放 ”的 构思 是 一 种 非常 重要 的 证 题 技 巧 . 例 14 中 采用 的 正 是 这 种 * 放 "“ 缩 " 技巧. 

例 15 设 平面 上 有 有 限 个 正三 角形 覆盖 着 面积 为 S 的 区 域 ,求证 :可 以 
从 中 取出 若干 个 互 不 重 肥 的 正三 角形 ,使 其 禾 盖 面积 大 于 S/16. 

证 :在 这 个 有 限 正三 角形 中 ,一 定 存在 一 个 边 长 最 大 ( 即 面积 最 大 ) 的 正 
三 角形 A1, 设 A 的 边 长 为 a1. 如 图 有 -6-7- 14 所 示 作出 将 A, 加 “保护 层 ” 
后 的 圆 形 , 则 所 有 与 正三 角形 A, 相 重 登 的 所 有 正三 角形 都 在 所 示 贺 形 的 范围 


之 内 , 则 这 个 最 大 正三 角形 Ai 加 “保护 层 ” 后 的 图 形 的 面积 为 :> 十 3a2 + 


na? 


设 A, 及 与 A, 重 登 的 正三 角形 覆盖 的 总 面积 为 S. 则 图 工 -6-7-14 
s <; + 3⁄2 + na? 


= + 465 + $n 


所 以 
A; = 5, :> — S o 
1+4J3+ e V3x 
除去 A, 及 与 A, 重 登 的 正三 角形 ,在 所 余 的 正三 入 于 中 了 这 长 最 大 的 一 人 为 42, 同 样 作法 可 得 
A, > — ° 
1+4/3+ 45 


其 中 S, 是 A; 及 与 A; 重 登 的 正三 角形 覆盖 的 总 面积 . 
如 此 继续 下 去 ,至 第 步 全 部 取 完 ,这 样 取出 彼此 不 相交 的 个 正三 角形 序列 . 
A1,A2,A3 .As 

其 中 A, 及 与 Ai 相 重 登 的 所 有 正三 角形 覆盖 的 总 面积 为 Si(i = 1,2,…,k), 则 由 

Sı 

1+4/5+ 4 xz 

Nn SL =. 

1443+ +a 


A 2 


s>— $ — 
14443 + 3 z 


相 加 得 
A+A +. +A 
> 一 一 一 一 
1+4J3+ 配 V3r 
但 Su+ S++ SS 


1+4/3+ 和 V3r< 16 


(Si +S, += +S) 


“A+A + +A 2>—— S 一 > 二 


1+4/3+ + 5 16 

DE) 本 题 类 型 称 为 “ 维 他 利 型 问题 ", 若 把 * 正 三 角形 ”的 条 件 改 为 "正方 形 " 或 “ 圆 ", 其 结果 请 读 
者 自行 探求 . 

例 16 有 甲乙 丙 、 丁 四 张 纸 片 , 甲 是 边 长 为 1 的 正三 角形 , 乙 是 边 长 为 1 的 正方 形 ; 丙 是 边 为 长 1 
的 下 五 边 形 ; 丁 是 边 长 为 1 的 正六 边 形 , 请 证 明 : 

(1) 用 甲乙 . 丙 合 在 一 起 不 能 盖 住 半径 为 1 的 圆 面 ; 

(2) 用 甲乙 .再 、 丁 合 在 一 起 能 盖 住 半径 为 1 的 贺 面 . 

(DE) 用 几 张 纸 片 去 盖 圆 面 时 , 纸 片 可 重 登 ,但 不 能 剪 开 . ) 

证 :(1) 这 是 证 不 能 覆盖 的 问题 ,只 须 证 圆周 无 论 如 何不 能 被 盖 住 就 可 以 . 

证 半径 为 1 的 圆 面 为 OO, 当 我 们 用 丙 去 盖 OO 的 圆周 时 , 易 证 丙 不 可 能 盖 住 半 个 圆周 (实际 再 至 
多 只 能 盖 住 108" 的 贺 弧 ) ,而 用 甲 至 多 盖 住 不 超过 60" HAA, AZLEE HE 90" 的 四 弧 , 合 起 来 不 会 超 
过 330 的 贺 弧 ,因此 ,甲乙 、 丙 一 起 连 圆周 都 盖 不 住 ,就 更 谈 不 上 盖 住 整个 贺 面 了 . 

(2) 这 是 证 明 能 盖 住 的 问题 ,需要 构造 设计 一 种 放置 甲乙 、 丙 、 
丁 的 方法 . 

QO 仍 表 示 半 径 为 1 的 圆 面 ,如 图 [ -6-7- 15, 设 MN 与 PQ 
是 @O 互相 垂直 的 两 条 直径 ,我 们 将 乙 、 丙 、 丁 如 图 所 示 放 好 ,其 中 乙 


的 相 邻 两 边 与 OM, OQ 重合 ， 因此 乙 盖 住 了 图 面 的 十 一 AÉ 


MOQ ,再 的 相 邻 两 边 中 一 边 与 OQ 重合 , 另 一 边 OR 的 顶点 在 PN E, 
丙 盖 了 含 圆心 角 为 108* 8983 QOR , 丁 的 一 个 顶点 在 M, 且 过 M 的 
一 边 垂直 于 直径 MN . 设 这 边 所 对 的 边 为 ST,T 在 MN 上 ,此 时 ,由 于 
ST // PO , 故 可 设 ST 与 半圆 弧 MPN Z +G ,与 OR 交 于 用 , 则 丁 盖 住 
了 @O 中 的 MPGHO 图 形 . 


至 此 OO 未 被 盖 住 的 部 分 是 圆 形 GHR ,其 中 GR 是 弧 段 ,这 时 我 
们 用 甲 去 盖 GHR ,让 甲 的 一 个 顶点 与 G 点 重合 ,一 边 与 G 重合 延长 至 T , 甲 的 另 一 顶点 为 X, 过 G Y 
GN 的 方向 作 OO 的 切线 GW, 此 时 ,由 于 人 GMT < CSMT = 30", 故 LTGW = ZGOT = 2ZGMT 
< 2 x 30° = 60". 即 人 TGW < 人 TGX, 故 GR 不 能 与 GX 相交 . 

我 们 再 证 N 在 甲 的 内 部 . 

事实 上 

GT? = OG? - OT? = 1- (3-1) =243 -3 

GN? = GT? + TN? 

=2V3-3+(2-V3)2 =4-2V3 


图 有 -6-7-15 


因 G 点 到 XT" 的 距离 为 全 ,而 


cm- (Êy =4-23-2 = 3.25- 243 < 3.25 -2x 1.7 
=-0.15<0 


故 GN < net BR NN 在 甲 的 内 部 ,GRH 部 分 被 甲 盖 住 ,因此 用 甲乙 ,再 、 丁 合 在 一 起 


可 以 盖 住 半径 为 1 的 圆 面 . 
[E] 本 题 是 应 用 定义 证 明和 覆盖 与 不 能 覆盖 的 典型 例题 ,寻找 甲乙 、 丙 、 丁 适当 的 放置 方 法 是 证 
题 的 依据 ,在 证 明 不 能 覆盖 时 , 攻 其 边界 上 至 少 有 一 点 盖 不 住 是 解 题 的 突破 口 、 


$7.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.(1973. 波 兰 数 学 竞赛 题 ) 凸 n 边 形 被 一 些 对 角 线 分 划 为 三 角形 ,满足 下 列 条 件 ， 
(1) 从 每 个 顶点 出 发 的 对 角 线 的 条 数 都 是 偶数 ; 
(2) 任 两 对 角 线 除 顶 点 外 没有 其 他 公共 点 ,证 明 : 数 n 是 3 的 倍数 . 


2. 设 a1,a2,a3,… 是 一 个 不 减 的 正 整 数 序 列 , 对 于 m 2 1, 定 义 b,, = min | n:a, > m | , 即 b 是 
{E an 之 m ff) n 的 最 小 值 .车 ag = pip2,9 为 正 整 数 ,证 明 : 
ay tayta tb tb + +b = p(q+1). 


GEQ q = 19,p = 85, 即 为 美国 1985. 数学 竞赛 试题 ) 


3.( 波 兰 数学 竞赛 题 ) 已 知 空间 中 六 条 直线 ,其 中 任何 三 条 不 平行 ,任何 三 条 不 交 于 一 点 , 必 不 共 
面 .求证 :在 这 6 条 直线 中 总 可 选 出 3 条 ,其 中 任 二 条 异 面 . 


4. 几 个 大 城市 的 每 两 个 城市 都 恰好 由 汽车 、 火 车 、 飞 机 三 种 交通 方式 中 的 一 种 直接 联系 .已 知 在 这 
几 城市 间 三 种 交通 方式 全 有 ,但 没有 一 个 城市 三 种 方式 全 有 ,并 且 没 有 任何 三 个 城市 间 两 两 联系 的 方式 
完全 相同 , 问 最 多 有 几 个 城市 ? 


5.(1989. 第 25 届 莫斯科 数学 奥林匹克 试题 ) 证 明 : 任 何 一 群 人 均 可 分 为 两 组 ,使 得 同 组 中 的 朋友 总 
对 数 小 于 异 组 间 的 朋友 对 数 . 


6. 直径 为 1 的 圆 纸 片 一 定 能 盖 住 一 个 直径 为 1 的 点 集 吗 ? 


7. ARAR M 的 直径 为 1, 证明: 半径 为 /272 的 圆 纸 片 能 覆盖 点 集 M 


8. 平面 上 有 100 个 点 ,其 中 任意 两 点 间 的 距离 都 不 超过 1, 又 其 中 任意 三 个 点 均 构 成 钝 角 三 角形 . 求 
证 :可 以 用 一 个 半径 为 1⁄2 的 圆 纸 片 将 这 100 个 点 完全 盖 住 . 


9. 证 明 : 两 个 边 长 为 0.99 的 正三 角形 纸 片 不 能 盖 住 一 个 边 长 为 1 的 正三 角形 纸 片 . 


10. 平面 上 有 一 周 长 为 2! 的 线圈 .求证 :这 个 线圈 可 被 一 个 半径 为 !/2 的 贺 纸 片 所 覆盖 . 


11. 四 边 形 纸 片 ABCD, AB = 4, BC = 3,CD = 12,AD = 13, Z ABC = 90". 求 证 :这 张 四 边 形 纸 片 
可 以 盖 住 一 个 半径 为 /5 的 圆 纸 片 而 盖 不 住 一 个 半径 为 6 的 圆 纸 片 . 


12. 设 平面 上 有 有 限 个 圆 纸 片 覆盖 着 面积 为 S 的 区 域 .求证 :从 中 可 以 选 出 若干 互 不 相交 的 圆 纸 片 
使 之 覆盖 面积 不 小 于 SAO 


13. 证 明 :三 张 边 长 为 1 的 正方 形 纸 片 一 定 可 覆盖 住 一 个 边 长 为 5/4 的 正方 形 纸 片 . 


B 组 


1.(1998. 英 斯 科 数 学 奥林匹克 竞赛 题 ) 在 平面 上 画 一 个 凸 多 边 形 , 它 的 各 边 外 侧 涂 上 颜色 . ( 即 线 
段 一 侧 涂 色 , 另 一 侧 不 涂 色 ). 引 这 个 多 边 形 的 任意 一 些 对 角 线 ,其 中 每 条 对 角 线 也 是 一 侧 涂 色 . 求 证 :由 
原 多 边 形 的 边 或 对 角 线 所 成 的 多 边 形 中 有 一 个 也 是 外 侧 涂 色 的 . 


2.( 第 25 届 全 俄 中 学 生 数 学 奥林匹克 竞赛 题 ) 将 网 络 平面 中 所 有 的 格 染 成 5 种 颜色 使 得 任意 形 如 
志 的 图 形 中 ,各 格 是 不 同 的 颜色 .证 明 : 任 意 形 如 FEED 的 图 形 上 各 格 也 是 不 同 的 颜色 . 


3. 对 怎样 的 正 整 数 m ,n,m xn 方 格 表 可 以 分 割 为 若干 个 ' 虽 D”. (第 52 届 波 兰 数学 奥林匹克 竞赛 
题 ) 
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4.( 第 22 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 用 边 长 是 2 的 正方 形 去 掉 一 个 边 长 是 1 的 正方 形 所 得 到 的 
图 形 去 覆盖 两 邻 边 长 分 别 是 5 和 7 的 矩形 (矩形 被 分 成 5 x 7 个 边 长 为 1 的 小 方 格 ) ,可 以 重 伍 但 不 可 超 
出 矩形 ,那么 ,是 否 可 能 使 矩形 中 的 每 个 边 长 是 1 的 小 方 格 上 覆盖 的 图 形 的 层 数 都 相等 ?证 明 你 的 结论 . 


5.( 第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 在 坐标 平面 上 有 4 个 棋子 ,它们 的 中 心 的 坐标 都 是 整数 ， 
每 个 棋子 都 可 按 以 另外 任意 两 个 棋子 的 中 心 分 别 为 起 点 和 终点 的 向 量 移动 .证 明 :任何 两 个 棋子 都 可 以 
按 这 种 规则 设法 最 终 重 登 在 一 起 . 


6.( 第 26 届 俄罗斯 数学 奥林匹克 竞赛 题 )100 x 100 方 格 表 的 方 格 被 分 别 染 成 为 4 种 不 同 的 颜色 ,使 
得 每 一 行 、 每 一 列 中 都 恰 有 每 种 颜色 的 方 格 各 25 个 .证 明 :可 以 从 表 中 找 出 两 行 和 两 列 ,它们 所 交 成 的 4 
个 方 格 分 别 被 染 为 4 种 不 同 颜色 . 


7.( 第 27 届 美 国 奥林匹克 竞赛 题 ) 一 电脑 屏幕 上 显示 了 一 个 98 x 98 的 棋盘 ,其 格子 依 常用 方式 染 
色 (类 似 于 国际 象棋 棋盘 ,进行 黑白 染色 ). 允许 用 鼠标 任意 选择 一 个 矩形 . (矩形 的 边 都 在 格子 线 上 ) , 然 
后 按 鼠 标 键 , 则 被 选中 的 矩形 中 的 每 个 小 方 格 改变 颜色 ( 黑 变 白 , 白 变 黑 ). 求 出 并 证 明 ,至 少 需要 多 少 次 
上 述 操作 ,才能 使 棋盘 上 的 格子 均 同色 - 


8. (第 22 届 俄 罗斯 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 已 知 一 个 凸 多 边 形 , 它 的 任意 两 边 都 不 平行 ,对 它 的 每 一 
条 边 都 取 距 它 所 在 直线 最 远 的 一 个 项 点. 证明: 所 有 顶点 对 相应 的 边 的 张 角 和 等 于 180° 


组 合 几 何 及 其 应 用 


$8.1 知识 方法 、 技 能 


组 合 几何 诞生 于 20 世纪 中 叶 ,是 用 组 合 数学 的 成 果 来 解决 几何 学 中 的 问题 ,主要 研究 几何 图 形 的 
拓扑 性 质 和 有 限制 条 件 的 欧 几 里 得 性 质 . 

这 一 讲 , 我 们 介绍 数学 况 赛 中 的 有 关 问 题 , 以 介绍 组 合 几何 中 的 一 些 基本 方法 ,体现 在 况 赛 题 中 的 
某 些 基本 方法 ,或 称 "招式 ", 虽 然 经 常 有 用 ,但 在 许多 场合 ,需要 自己 针对 问题 的 具体 情境 ,创造 “新 的 招 
术 ”,“ 以 无 招 胜 有 招 ”, 这 正 是 组 合 几 何 问题 的 显著 特点 
1. 凸 图 形 与 凸 包 

平面 图 形 是 平面 上 点 的 集合 ,就 其 性 质 而 言 , 可 分 离散 点 集 与 连续 点 集 , 比 如 ,一 个 有 限 ”点 组 就 是 
离散 点 集 ; 而 一 条 曲线 则 是 连续 点 集 , 如 图 H - 6 - 8 - 1 所 示 的 一 条 封闭 曲 /包围 的 平面 部 分 叫 平面 区 
域 ,其 中 4 叫 区 域 的 边界 ;包括 边界 在 内 的 区 域 叫做 闭 区 域 ,简称 区 域 . 

此 外 我 们 还 将 平面 图 形 分 为 凸 图 形 和 非 凸 图 形 两 类 来 进行 研究 . 

定义 1: 如 果 对 于 平面 图 形 M 中 的 任意 两 点 A,B, 线 段 AB 上 的 每 一 点 均 属于 M, 则 称 图 形 M 为 
A. 

容易 验证 :线段 、 直 线 、 射 线 , 半 平面 .( 非 优 ) AR MR P NAER NBK .DLUY N N 454 DE 9 

边界 的 区 城 也 是 凸 图 形 ， 

凸 图 形 有 两 个 重要 性 质 . 

定理 1 ”两 个 凸 图 形 的 交 仍 是 凸 图 形 . 

定理 2 ”任意 个 凸 图 形 的 交 仍 是 凸 图 形 . 

《证 明 从 略 ) 

特别 指出 :两 个 凸 图 形 的 并 不 一 定 是 凸 图 形 ! 

对 于 每 个 点 集 M ,都 有 包含 它 的 凸 图 形 , (至 少 全 平面 包含 它 ), 所 有 包含 M 的 凸 图 形 的 交 仍 然 是 
凸 图 形 , 并 且 是 包含 M 的 最 小 凸 图 形 , 于 是 有 定义 2. 

定义 2: 包 含 点 集 (图 形 )M 的 最 小 凸 图 形 称 为 点 集 ( 图 形 ) M 的 凸 包 

这 里 的 “最 小 ", 是 指 凸 包 能 包含 于 任何 其 它 的 包含 M 的 凸 图 形 之 内 . 

对 于 有 限 点 组 M, 当 M 的 点 共 一 直线 时 , M 的 凸 包 是 一 条 线段 , 当 M 中 的 点 是 不 全 共 线 的 点 组 
时 ,可 依 下 法 作出 M 的 凸 包 (图 下 -6-8-2) 


mI -6-8-1 mI -6-8-2 


第 1 步 MARAR n 点 组 M 的 点 均 在 ! 的 同一 侧 ; 平 移 /向 M 靠近 ,使 ! 遇 到 M 中 的 点 为 
止 ,此 时 1 的 位 置 为 0, ,2 EEDA M 中 一 个 点 ,也 可 能 有 上 个 点 (1 之 上 过 n 一 1). 设 这 个 点 所 在 线 
段 的 左 端点 为 Ao, 右 端点 为 Al 

第 2 步 ”以 Al 为 旋转 中 心 , 逆 时 针 旋转 1, EOAR M 中 的 点 为 止 ,这 时 变 到 新 位 置 2 ,1 上 
M 中 的 点 所 在 线段 的 右 端点 为 A2. 

第 3 步 ” 依 上 述 操作 程序 进行 下 去 ,最 后 以 A 为 旋转 中 心 , 逆 时 针 旋 转 hi 使 其 遇 到 JM 中 的 点 为 
止 .这 时 4 变 到 Li,i 的 位 置 .而 Li,i 恰 遇 Ao. 这 时 ,我 们 就 作出 了 有 限 点 组 M 的 凸 包 M, 易 知 ,有 限 "点 
组 的 凸 包 至 多 是 以 这 n 个 点 为 顶点 的 凸 ” 边 形 ,由 此 有 : 

定理 3 AR n 点 组 的 凸 包 存在 而 且 唯一 (证 明 从 格 ) 

定义 3: 平 面 图 形 M 的 点 位 于 直线 ! 的 一 侧 且 与 1 有 公共 点 , 则 称 ! 为 图 形 M 的 承 托 直线 . 

在 图 H -6- 8 -2 中 所 作 的 直线 41,1，,…, 4 ,lni 实际 上 都 是 点 组 M 的 
承 托 直线 

对 于 任何 有 限 n 点 组 F 及 给 定 直线 m,n 点 组 F 恰 有 两 条 平行 于 m 的 承 托 
直线 ,使 点 组 下 夹 在 这 两 条 平行 的 承 托 直线 /1 和 1, 形成 的 带 形 域 中 间 ( 如 图 
I-6-8-3) 

对 于 平面 有 限 n 点 组 ,都 可 放置 在 一 个 有 着 "最 小 性 ”的 凸 多 边 形 区 域内 . 图 T_6-8_3 
便于 对 问题 的 研究 .( 有 关 凸 包 方面 的 例题 见 例 1 - 例 5) 
I. 组 合 方法 

在 组 合 几何 问题 中 常用 的 组 合 方法 有 :计数 .原理 、 算 两 次 、 抽 层 原 理 (在 这 
里 更 多 地 表现 为 从 总 和 经 平均 到 单独 ,也 有 人 称 为 平均 原则 ) 极端 原理 等 .有 关 例题 见 后 例 6 一 例 9) 
HN. 构造 法 处 理 几何 中 某 些 存在 性 命题. 

存在 性 命题 ,要 求证 明 存在 某 个 事物 具有 问题 中 所 要 求 的 性 质 ,构造 性 论证 就 是 直接 ,具体 地 造 出 
这 样 的 事物 ,( 有 关 例 题 请 见 例 10 一 例 15) 
N. 两 种 论证 法 

类 似 于 传统 的 平面 几何 ,组 合 几何 中 ,也 有 不 少 问题 ,基于 几何 的 想法 和 代数 的 工具 都 能 给 予 论证 
或 解答 .( 有 关 例 题 请 见 例 16, 例 17) 
V. 方法 的 变通 

组 合 几何 的 内 容 较为 复杂 ,这 正 是 组 合 几何 的 特点 :问题 灵活 多 样 , 解 法 千差万别 , 虽 有 某 些 “ 基 本 
招式 ", 但 确 无 “ 定 法 定 则 ”, 所 以 解 这 类 问题 时 必须 通 变 灵活 ,最 鼠 执 一.( 有 关 例 题 请 见 例 1 一 例 2) 


§8.2 赛 题 精 讲 


有 关 凸 图 形 与 凸 包 的 问题 

例 1 给 定 平面 6 个 点 , 任 三 点 均 不 共 线 ,求证 :在 以 这 些 点 为 顶点 的 
三 角形 的 所 有 内 角 中 ,至 少 有 一 个 内 角 不 超过 30. 

【证 】 由 于 任 三 点 不 共 线 ,这 6 个 点 的 凸 包 是 西 多 边 形 ， G 

(1) 车 止 包 为 西 六 边 形 A1A2A3A4sAsAe, 由 于 六 边 形 内 角 和 为 (6 一 2) x 
180 = 720, 所 以 抽 居 原则 可 知 :@D 至 少 有 一 个 内 角 不 超过 120, 不 妨 设 和 
LAA ALIW EA OZA AA LAA A LAA As ZAA A? s 
至 少 有 一个 不 超过 30',( 如 图 了- 6- 8 - 4) 图 IT_6_8_4 

(2) 若 凸 包 为 三 角形 ,四 边 形 或 五 边 形 时 ,由 凸 包 的 定义 2 可 知 ,都 会 找到 一 个 点 在 某 三 点 组 成 的 三 
角形 中 ,不 妨 设 点 As 在 AAAA; 内 , 设 人 A2A1A3 X AAAA, 的 最 小 内 角 , 由 抽 必 原则 可 知 有 
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AsA1A3 < 60", 进 而 可 知 ,和 AsA1As 与 /AsAiAs 中 至 少 有 一个 不 超过 30'( 如 图 下 - 6 — 8- 5) 
DEN 此 处 所 应 用 的 抽 居 原则 是 指 :车 a; > 0G = 1,2,…,), 且 

ait+ az+ +a, = SWERE aal Lk ALS n), iE a >,a; 

<£. 
“ 例 2 平面 上 给 定 五 个 点 ,其 中 无 三 点 共 线 , 斌 证 每 三 点 确定 的 三 角 

形 面积 中 ,最 大 与 最 小 的 比 不 小 于 上 并 4 
分析】 论证 的 想法 是 ,在 所 说 的 c 个 三 角形 中 指出 两 个 面 各 比 不 国王 -6_8 5 


1 的 三 角形 (由 此 显然 推出 了 结论 ) ,不 宜 着 眼 于 最 大 (最 小 ) 面积 的 三 角形 . 
证 明 : 设 五 个 点 为 At, Az,A3,A4,As, 考 虑 其 凸 包 (这 只 能 是 三 角形 \ 凸 四 边 形 或 凸 五 边 形 ). 
(1) 凸 包 为 三 角形 或 凸 四 边 形 的 情形 一 并 处 理 . 此 时 必 有 一 个 点 落 在 某 个 三 角形 内 部 ( 凸 包 为 三 角 
形 时 显而易见 , 凸 包 为 四 边 形 时 ,可 作 一 条 对 角 线 ). 

不 妨 设 A, 在 三 角形 AAA; P, 则 三 角形 AAA AAAs AAA 中 面积 最 小 者 , 设 为 
AA1A4A2, 不 超过 坟 AA1AzA3, 即 


A. 


As 


小 于 


AAAA; SH 
AALA, A: > 23> = 


(2) 若 凸 包 为 凸 五 边 形 AAA3A4As, 在 对 角 线 A, Az AA. 上 依次 取 点 P.Q ,使 得 
AP AQ -=-1 
PA; ` QA, "` 2 
MWER PQ // AsA4( 请 读者 自己 画 一 个 图 ) 
WR ”A2,As 中 有 一 个 与 点 A3,A4 位 于 PQ 同 侧 ,不 妨 设 为 点 A2, 则 


44iAah AAs _ |, A P 
A424344 二 PA; ` PA; 


i 
= 


如 果 A2, As 与 点 Ai 位 于 直线 PQ 的 同一 侧 ,对 角 线 A2As 5 AA, 必 相 交 , 设 交点 为 0, 则 AO 
< A1P( 我 们 用 到 了 五 边 形 A1A2A3A4As 的 凸 性 ) ,于 是 
AA2A3A4 _ O43、 PA; _ 2 _1+/5 
MMAzAs™ AIOP AP -1™ 2 
[Ë] 对 于 更 一 般 的 情形 , 即 为 中 国 科技 大 学 李 文 志 先生 提出 的 下 列 问题 : 
“平面 上 n(n 之 3) 个 点 ,无 三 点 共 线 ,它们 构成 的 集合 记 为 ,这 些 点 组 成 的 C3 个 三 角形 中 ,其 最 
大 面积 是 了 ,最 小 面积 是 1, 设 EC) = T B E, = AnAE(A) 
(1) 求证 :Ee = 3 
(2) 证 明 或 否定 E, > Q 
83 平面 上 给 定 了 五 个 点 , 任 三 点 不 共 线 , 则 可 选 出 四 个 点 ,这 四 点 
能 够 成 一 个 凸 四 边 形 的 四 个 项 点: 
证 :由 于 任 三 点 不 共 线 ,这 五 个 点 的 凸 包 为 多 边 形 ,分 情况 讨论 如 下 : 
(1) 凸 包 为 五 边 形 , 则 其 中 任意 四 点 都 组 成 凸 四 边 形 的 四 个 顶点 ; 
(2) 凸 包 为 凸 四 边 形 ,该 四 边 形 的 四 个 顶点 即 为 所 求 ; 图 工 -6-8-56 
(3) 凸 包 是 三 角形 ABC , 设 另 两 点 D、E 在 AABC 内 , 则 直线 DE 不 过 A ,B,C, 必 与 AABC 的 两 边 相 
交 . 设 直线 DE 5538 AB, AC 相交 而 与 BC 边 不 相交 , 则 B,C,E,D 四 点 就 是 一 个 凸 四 边 形 的 四 个 顶点 
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(mË H — 6 — 8 - 6 PR) 
【评注 】 本 例 可 作 如 下 推广 . 
推广 : "在 平面 上 给 出 ”个 点 (” > 4), 且 无 三 点 共 线 , 则 至 少 能 找到 


证 明 : 因 为 平面 上 给 出 个 点 (n > 4), 且 无 三 点 共 线 ,n 个 点 中 每 5 个 点 至 少 找到 4 个 点 构成 一 个 
凸 四 边 形 的 四 个 顶点 ,总 计 至 少 可 以 找到 C5 个 五 点 组 , 即 至 少 有 Cs 个 凸 四 边 形 .但 其 中 有 重复 ,因为 
对 构成 凸 四 边 形 项 点 的 4 个 点 来 说 ,其 余 二 一 4 个 点 每 一 点 都 可 以 与 这 4 点 组 成 5 点 组 ,因此 每 个 凸 四 边 


形 至 多 被 重复 计数 了 n 4 次 ,所 以 至 少 可 以 找到 二 4C5 AAWA. 
车 将 推广 再 引申 即 可 解 出 第 11 届 IMO 题 5:“ 在 平面 上 已 给 个 点 ,其 中 > 4, 旦 无 三 点 共 线 , 求 
证 :至 少 能 找到 Cs 个 凸 四 边 形 ,其 项 点 为 已 给 的 点 .” 
证 明 :事实 上 令 f(n) = 二 4C5,g(n) = C-s, RIRE /(n) > z(n) 即 可 ,也 就 是 当 n > 4 时 ， 
证 明 :点 台 之 1 即 可 . 
g(n) 


由 于 Ca) _ naD, pas n> omte) > 1, 又 容易 验算 


HOARY RIAN 
已 给 


g(n) 60(n—4 
5) -1 8(6) - 1) - 了 
gH) = lg = bz( "6 >1 
f(8) _ 56 
gte) = 40>1 


所 以 当 n > 4 时 ,总 有 f(n) > gln) RE. 
例 4 (Heilbron 猜想 ) 设 平面 上 任 给 个 点 ,每 两 点 之 间 有 一 个 距离 ,最 大 距离 与 最 小 距离 之 比 记 


W An M A, > 2sin 2, 


【 注 】 Heilbron 狂想 被 我 国 徐州 院 数学 系 吴强 先生 证 明 , 为 了 说 明 这 类 问题 的 一 般 解决 过 程 , 我 们 
先 给 出 As 三 2sin54"( 即 我 国 1985. 全 国 高 中 数学 联赛 试题 ) 的 证 明 过 程 如 下 : 

考虑 五 点 A.B.C.D.E 的 凸 包 . 

O) 若 其 中 有 三 点 ,比如 A,B,C 共 线 , 且 B 在 A,C 之 间 , 则 

> tc > 2 > Binse 

(2) 若 五 个 点 中 任 三 点 均 不 共 线 , 设 凸 包 为 H. 

O #H Sh R36(hnB l] — 6 8-7), T rl 3 fB fü29 540", 
所 以 它 的 最 大 内 角 不 小 于 108", 设 最 大 角 项 点 为 A ,又 B,C 是 与 A 相 邻 的 < 
两 个 顶点 ,不妨 设 AB < AC, 则 有 Z ACB < ABC ,在 AABC 中 


+ZA+ ZC<% c 


“Zc<%0 -< 
由 于 锐角 的 正弦 是 增 函 数 , 所 以 
sinC < sin(90' - $) = os 
据 正弦 定理 有 


BC - snA > smnA _ ,na in54° 
> MC> Á T 2sin > 2 2si54 


mI -6-8-7 
A 
2 


z 
© ”车 日 为 三 角形 或 四 边 形 时 ,总 能 找到 一 点 在 某 三 点 组 成 的 三 角形 内 部 ,不 妨 设 D 在 AABC 内 
部 , 则 Z ADB, Z BDC, Z CDA 中 至 少 有 一 个 不 于 120", 仿 中 的 证 法 ,可 得 À Z 2sin60" > 2sin54”. 
综 上 所 述 ,总 有 4 > 2sin54° 成 立 . 
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其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 “所 给 的 五 个 点 是 一 个 正 五 边 形 的 五 个 顶点 ”, 请 读者 自行 分 析 证 明 . 
下 面 我 们 给 出 Heilbron 猜想 的 证 明 . 在 证 明 中 要 用 一 个 引 理 : 


在 AABC FERAM a < FM 


we = ABC WENA > 2 
证 明 :(1) 若 这 n 个 点 中 存在 三 点 在 一 条 直线 上 ,不 妨 假定 它们 是 A A2, As, B A 在 Al,A3 之 
间 , 则 有 
全 z 
An S Aah, = min TAAz AzA] > 2 > 2S n 


(2) 这 个 点 中 任意 三 点 都 不 在 一 直线 上 ， 设 它们 的 西 包 为 机 和 边 形 (3 


<k<Sn)AAr AWA H 一 6 一 8 一 8). 取 这 边 形 中 最 小 内 角 的 顶点 ， 人 
不 妨 设 这 点 为 A2, 则 人 AAA < ETE < 他 2 ,连接 A,A, = 
AsAs,…,A2A,, 由 于 没有 三 点 在 一 直线 上 ， 故 AA AA, 将 E] 


A 
人 A3A2A1 分 成 n -2 个 小 角 , 在 这 n -2 个 小 角 中 ,至 少 有 一 个 小 角 (例如 Ns 


ZAA) 不 超过 (k - 2)x/(n - 2) < 下, 由 引 理 知 Ai 
2, > Aam > Zoos T = 2sin Sar 图 TI-6-8-8 
证 毕 . 


【说 明 】 (1) 在 上 述 证 明 中 ,事实 上 我 们 已 得 到 了 更 为 精确 的 定理 : 
平面 上 任 给 个 点 .( | ) 若 存在 三 个 点 在 一 条 直线 上 , 则 à, 之 2;( i ) 若 任意 三 点 均 不 在 一 直线 
上 ,它们 的 后 包 为 边 形 (3 < k< n) M à, > 2sin 人 人 二 


Akta 


易 知 sin r n> sin 与 二 2x, 且 等 号 当 且 仅 当 k = n 时 成 立 . 


(2) 上 述 证 明 (2) 中 的 关键 是 证 明 下 述 命题 :给 定 平面 上 个 点 (n 之 3) ,无 三 点 共 线 .那么 在 这 
个 点 中 可 以 挑 出 三 个 点 ,使 得 从 其 中 一 个 点 引出 的 通过 其 他 两 个 点 的 射线 之 间 的 夹 角 不 超过 下 

对 此 命题 给 出 如 下 证 明 . 

证 明 : 记 给 定 的 个 点 A1,A2,…,A， 

(D 先 考 虑 特殊 情形 :A1,A2，,…, A, HIRE n 边 形 的 顶点 ,此 时 间 题 较为 容易 

由 于 个 内 角 之 和 为 (n -2)x, MAANA < 2, Aik ZA, < 对 二 2r, 过 顶点 Ai 引出 
所 有 的 对 角 线 ( 共 -3 条 ,由 于 多 边 形 的 凸 性 ， 人 友和 演 的 内 部 ) 3n -IRNAN LA, 
分 成 n - 2 个 部 分 ,因此 确定 了 一 +<, = 2)r = Z 

(D E An, Aars An 不 构成 四 边 形 的 顶点 ,考虑 其 本 包 , 便 将 问题 化 归 为 上 述 特殊 情形 . 

由 于 凸 包 是 一 个 凸 大 边 形 (3 < k < n), AAA 中 有 4 AGRA ATERA, E A 
形 必 有 一 个 内 角 < H nR ZA < 上 2r = (1- E CBR- Dr = 2, 过 Ai 
sls DERE - 3 NARRER A S ABENE n = À FEAA, S(O 相同 ,共有 

(k-3)+(n-k)=n-3 
条 线段 ,由 于 是 性 ,它们 均 在 三 上 边 形 的 内 部 ,从 而 将 ZA 分 成 ”- 2 个 部 分 ,所 以 决定 了 一 个 角 < 


x 


ma krs 


说 明 的 说 明 :(i) 解答 中 的 (1) 是 多 余 的 ,我 们 的 目的 在 于 提供 一 个 比较 ,以 说 明 就 本 题 而 言 ,一 般 情 
形 ( 借 助 凸 包 ) 与 特殊 情形 的 论证 并 无 差异 . 
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(i) 我 们 所 应 用 的 熟知 的 结论 : 凸 n 边 形 的 内 角 之 和 为 (n - 2)r, 但 这 并 未 刻 划 多 边 形 的 凸 性 .事实 
上 ,对 于 非 凸 ( 即 凹 的 ) 多 边 形 , 同 样 的 结论 也 成 立 (证 明 并 不 容易 ). 请 读者 留意 一 下 ,论证 中 哪些 地 方 
用 到 了 多 边 形 的 凸 性 . 

例 5 在 平面 上 , 设 Mi,M:,…,Mu(n 二 3) 都 是 止 图 形 ,如 果 其 中 每 三 个 凸 图 形 都 有 公共 点 ,那么 
这 n 个 是 图 形 必 有 公共 点 . 

证 :对 凸 图 形 个 数 n 用 数学 归纳 法 ， 

当 n = 3 时 命题 显然 成 立 . 

设 n = klk > 3) 时 命题 成 立 ,我 们 证 明 命题 对 于 n = k + 1 成 立 . 

HF k AGEE M, M3, Ms, Mi, Mi 中 每 三 个 有 公共 点 ,根据 归纳 假设 ,这 个 凸 图 形 有 公 
共 点 Al, 同样 设 Mi,M3,Ms，…, Mari 这 上 个 是 图 形 有 公共 点 A2, Mi , M2, Mgs s Mi:l, 这 大 个 凸 图 形 
有 公共 点 A3, Mı, M2, M3, M5, , Miri 这 上 个 是 图 形 有 公共 点 As 

如 果 A1,A2,A3,A4 这 四 个 点 中 有 相同 的 ,比如 A, 和 A 相同 ,那么 A, RÈ M, Ma, Ms, M4*…， 
Mini 这 和 + 1 个 是 图 形 的 公共 点 ,命题 成 立 . 

如 果 Ai,Az,A3,A4 是 互 不 相同 的 四 点 ,考察 它们 凸 包 H 

(DH 为 凸 四 边 形 A,AzA3A4, 这 时 线段 A1A3 5 AA, 相交 于 点 A. 因 为 A1 € M2, A3 € M, Mo 
是 凸 图 形 ,所 以 AiAzS MA E M2, 同 理 A E M4,A € M5,…,AE Mei: XAH Az E€ Mi,A4E 
Mı, M, 是 凸 图 形 ,所 以 有 A € Mi, 同 理 可 证 À € M3. 因此 ,A 是 Mi,M2,Ma,M4 Min K k + 1 
个 凸 图 形 的 公共 点 . 

(2)H 为 AAAA, 这 时 因为 A, A2,A3 都 属于 M, 所 以 AAAA; S M., 从 而 由 A, € 
AA AxAs>A, € M4. 因 此 A, 是 Mi, M2, M3, Mas, Miri 个 凸 图 形 的 公共 点 . 

(3) 为 一 线段 AiAz, 这 时 A, € A1A2 E Ma, FLA As FÈ M1, M2, M3, Mast, Mi Z k + 145 
图 形 的 公共 点 . 

综 上 所 述 ,问题 得 证 . 

【评注 】 (1) 例 5 是 凸 集 理论 中 著名 的 海 莱 定 理 ,也 是 应 用 是 包 证 明 点 集 性 质 的 一 个 典型 例题 ; 

(2) 在 把 每 三 个 凸 集 具 有 的 某 种 性 质 推广 到 n 个 凸 集 时 ,往往 要 利用 海 莱 定 理 , 因 此 这 一 定理 的 应 
用 十 分 广泛 .另外 , 它 的 各 种 特例 常常 被 用 作 数学 奥林匹克 试题 ,例如 : 

Ci) (1987. 苏州 市 高 中 数学 竞赛 试题 . ) 平面 上 有 四 个 圆 ,其 中 任意 三 个 贺 面 都 有 公共 点 .求证 :这 四 
个 圆 必 有 公共 点 . 

(ü)(1951. 匈牙利 IMO 试 题 ) 同一 平面 上 的 4 个 半 平 面 完全 覆盖 了 这 个 平面 , 即 平面 上 的 任 一 点 至 
少 和 4 个 半 平 面 中 的 一 个 半 平面 的 某 一 内 点 重合 .证 明 :从 这 些 半 平面 中 ,可 以 挑选 3 个 半 平 面 ,它们 仍 
能 覆盖 平面 . 

(i) (38 31 届 IMO 预 选 题 ) 设 A,,A,…,A。(n 24) 是 平面 内 的 个 凸 集 ,其 中 每 三 个 集合 有 一 个 
公共 点 .求证 : 必 有 一 个 点 属于 所 有 的 集合 . 


有 关 组 合 方法 的 例 . 
Me 设 n 和 是 正 束 数 ,S 是 平面 上 n 个 点 的 集合 ,满足 条 件 ,对 p p ..， P 
S 中 每 一 点 P,S 中 存在 k 个 点 与 已 距离 相等 ,证明 : or L 
,<1., 5 s mt 


证 明 : 设 S = (Pi Pa Pr) 由 已 知 条 件 ,以 S 中 每 一 个 P, 为 中 三 
心 可 以 作 一 个 加 ,使 加 上 至 少 有 S 中 的 个 点 , 记 这 个 圈 为 CG(1<i<“ 
n) E P hm. “ 

在 由 n 行 n 列 构成 的 方 格 表 中 ,如 果 点 P EEC 上 ,就 在 第 i 行 与 节 ; 列 交叉 处 的 方 格 中 填 上 1， 
否则 填 0, 得 到 一 个 数 表 , 由 定义 易 见 ,第 ; 行 中 1 的 个 数 等 于 C; 包含 的 S 中 有 点 数 (这 至 少 是 4) ,第 i 列 
中 1 的 个 数 恰 为 a;, 我 们 用 两 种 方法 计算 数 表 中 所 有 数 的 和 .一 方面 , 按 列 相 加 , 它 是 ai + az + + av， 
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另 一 方面 乏 行 相 加 ,这 至 少 是 n BERK 得 

aj t az + *** + a, 2 nk ° 

下 面 来 估计 a, + … + a, NER RIUS ACYBRUEBGSII C; 确定 的 (无 序 ) 国 对 ,一方 面 ,共有 
n 个 图 ,所 以 不 同 的 加 对 从 有 C 对 - 

另 一 方面 ,如 果 a, 个 加 均 过 一 点 已 ( 即 P, 在 < 个 加 上 ), 则 这 一 点 确定 了 C, = Lala - D 个 不 
MB a, = 0.1 时 这 从 好 为 0). 由 于 任 两 个 加 至 多 有 两 个 交点, 故 由 点 PP,…,P, 至少 决定 了 
ÈE? 个 不 同 的 加 对 . 

综合 两 个 方面, 得 出 


ai(a; 


-p< 


即 Da <2n(n - D 
由 柯 西 不 等 式 , Da? 之 十 (a;)”, 代 入 上 式 得 到 
(Da) la n (Da,)- 28200 -1)<0 
解 出 


综合 DONE 


DEI 本 题 的 结论 是 从 (上 、 下 ) 两 个 方向 估计 > ai 而 得 到 的 ,而 > a; 的 上 ,下 界 又 都 是 通过 " 算 
两 次 ”获得 ,值得 寻思 . 

【 注 2】 估计 下 界 用 的 包含 关系 表 , 在 处 理 某 些 有 限 集合 的 问题 时 常用 到 ,请 读者 留意 . 

例 7 直角 坐标 系 中 ,给 定 边 平行 于 坐标 轴 的 整 点 矩形 ( 即 顶 点 坐标 均 为 整数 ) .我 们 总 可 以 将 它 划 
分 为 若干 个 基本 三 角形 ,这 里 ,基本 三 角形 是 这 样 的 三 角形 ,其 项 点 都 是 整 点 ,但 内 部 及 边界 上 没有 ( 除 
顶点 外 的 ) 整 点 .求证 :包含 在 整 点 矩形 中 的 基本 三 角形 的 个 数 不 依 赖 于 将 这 个 矩形 划分 为 这 样 三 角形 
的 方式 . 

证 明 : 我 们 用 两 种 方法 计算 所 有 的 三 角形 的 内 角 和 ,一 方面 ,这 些 三 角形 的 内 角 和 等 于 k x 180, 
是 三 角形 的 个 数 . 

另 一 方面 ,由 于 这 些 三 角形 的 项 点 是 在 矩形 内 或 边界 上 的 整 点 ,可 以 将 这 些 三 角形 的 顶点 分 成 如 下 
几 类 计算 : 

(1) 顶 角 的 顶点 是 矩形 的 顶点 ,显然 这 些 顶 角 之 和 等 于 4 x 90° 

(2) 项 角 的 顶点 是 矩形 边 上 的 整 点 (但 不 与 矩形 项 点 重合 ). 这 样 的 项 角 之 和 显然 等 于 m x 180", 其 
中 m 是 矩形 四 条 边 上 ( 除 项 点 外 ) 的 整 点 个 数 . 

(3) 顶 角 的 顶点 是 矩形 内 的 整 点 ,这 样 的 顶 角 之 和 等 于 n x 360" ,其 中 n 是 矩形 内 整 点 个 数 . 

因此 ,所 有 三 角形 的 内 角 之 和 等 于 4 x 90 + m x 180° + n x 360" ,综合 两 种 方法 的 计算 结果 ,可见 
k = m + 2n + 2, 它 只 依赖 于 给 定 矩 形 内 及 边界 上 的 整 点 个 数 ,从 而 与 划分 为 三 角形 的 方式 无 关 . 

例 8 在 一 个 平面 上 有 100 个 点 ,其 中 任意 三 点 均 不 共 线 ,考察 以 这 些 点 为 顶点 的 所 有 三 角形 . 证 
明 : 其 中 至 多 只 有 70% 的 三 角形 是 锐角 形 . 

分 析 与 证 明 : 我 们 从 简单 情况 人 手 , 看 5 个 点 中 没有 三 点 共 线 ,至 少 可 以 产生 多 少 个 非 锐角 三 角形 . 

对 这 五 个 点 的 凸 包 分 类 讨论 : 
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(1) 凸 包 为 凸 五 边 形 , 则 五 个 内 角 中 至 少 有 两 个 非 锐角 ,它们 可 能 相 邻 (图 H - 6- 8 一 9) ,也 可 能 不 
相 邻 (图 H - 6 - 8 - 10). 在 两 个 贺 中 都 连 上 EB ,在 四 边 形 EBCD 至 少 有 一 个 非 锐角 ,所 以 当 凸 包 为 凸 
五 边 形 时 ,至 少 找到 三 个 不 同 的 非 锐角 ,相应 地 得 到 三 个 非 锐角 三 角形 . 


D 


(i 


mI-6-8s-9 mI -6-8-10 
(2) 凸 包 为 西 四 边 形 ABCD ,点 EE 在 四 边 形 之 中 . 凸 四边形 ABCD tP £ pi —4- fi 33 Et ffi. 9 E 
在 AABC 中 , 则 人 AEB, 人 BEC, 人 CEA 中 至 少 有 两 个 非 锐角 (图 I — 6- 8 - 11), 所 以 当 凸 包 为 四 边 形 
时 ,也 至 少 能 找到 三 个 非 锐角 ,相应 地 得 到 三 个 非 锐角 的 三 角形 . 
(3) 凸 包 为 三 角形 , 设 D、E EREMIE ABC 内 , 易 知人 ADB、 人 BDC、 人 CDA 中 至 少 有 两 个 非 锐 
角 , 芝 AEB、 人 BEC、LCEA 中 至 少 有 两 个 非 锐角 ,人 AEB , Z BEC , Z CEA 中 也 至 少 有 两 个 非 锐角 ,这 
时 五 点 组 中 至 少 含有 四 个 非 锐角 ,相应 地 至 少 含有 四 个 非 锐角 三 角形 (如 图 Í — 6 - 8- 12). 


A 


8) (9) 


图 I -6-8-11 图 -6-8-12 


综 上 所 述 可 得 :“ 平 面 上 五 个 点 ,其 中 任 三 点 不 共 线 , 则 在 以 这 5 个 点 为 项 点 的 三 角形 中 ,至 少 有 3 
个 非 锐角 三 角形 .” 
对 于 平面 上 100 个 点 的 情况 ,由 于 每 五 点 组 中 至 少 含有 3 个 非 锐角 三 角形 ,而 每 个 非 锐角 三 角形 至 
多 属于 C 久 个 五 点 组 ,所 以 不 重复 的 非 锐角 三 角形 至 少 有 3Cioo/C9 个 .由 于 总 共有 Cioo 个 三 角形 ,所 以 
非 锐角 三 角形 至 少 占 
3 x 100 x 99 x 98 x 97 x %6 


3Clo _ _ 120 a 
Ch .Ci 97 x 96 x 100 x 99 x 98 10 
2 6 


因此 在 这 100 个 点 为 顶点 的 三 角形 中 ,锐角 三 角形 不 多 于 三 角形 总 数 的 1 一 言 = 5 = 70% . 

MO 边 长 为 1 的 正方 形 内 部 有 一 条 长 度 为 1000 的 不 自身 相交 的 折线 . 证 明 :存在 一 条 直线 , 它 季 
直 于 正方 形 的 某 一 条 边 , 并 且 与 折线 至 少 有 500 个 交点 

证 明 :; 设 折线 共有 节 ,4; 表示 第 i 节 的 长 度 , 考 虑 它 在 正方 形 两 条 互相 垂直 边 上 的 投影 , 记 的 投 
影 长 度 分 别 为 a, 及 已, 显而易见 1, < a, + b,(1 < i 过). 于 是 (平均 1) 

1000 = + +, 
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< (aj + bi) + + (a, + b,) 
= (at + an) + (bi +i +b), 

这 样 ,ai + + a, 与 bi + b2+… + b, 'PA—A 2 500 

由 于 每 个 投影 长 不 超过 1, 如 果 在 长 度 为 1 的 边 上 ,折线 各 节 投影 长 度 之 和 不 小 于 500. H RER 
理 ,这 个 边 上 必 有 一 点 为 至 少 500 个 不 同 折线 节 的 投影 所 覆盖 ( 即 至 少 有 500 个 投影 线段 有 公共 点 ) ,过 
该 点 作 正 方形 一 边 的 垂 线 , 叫 它 与 折线 至 少 有 500 个 交点 ,由 于 折线 不 自身 相交 , 故 这 些 交 点 互 不 相同 . 

【评注 】 本 题 的 解法 值得 注意 , 我 们 是 分 为 两 步 论证 ,第 一 步 , 投影 将 二 维 平面 上 的 一 个 “ 整 
体 "(折线 ) 转化 到 一 维 直 线 上 的 “局 部 "一 一 正方 形 的 两 条 边 ,利用 平均 则 将 两 者 的 整体 信息 过 渡 到 某 
一 边 上 .第 二 步 ,由 这 条 边 上 的 结果 推断 出 折线 本 身 所 具有 的 某 种 性 质 , 即 从 “局 部 ” 回 到 “整体 ”. 

有 许多 联系 着 整体 与 局 部 的 方法 ,投影 是 其 中 的 一 种 几何 方法 . 前面 说 过 的 "从 平均 到 单独 " 则 是 
代数 角度 的 方法 ,在 处 理 一 些 几何 问题 时 ,两 者 经 常 结合 使 用 . 

有 关 构 造 的 例题 分 析 如 下 . 

例 10 (第 和 2 届 1IMO 预 选 试题 ) 由 三 个 非 负 整数 构成 的 集合 1x,y,z1(x < y< z) 被 称 为 "历史 ” 
的 ,如 果 1z - y,y - z| = 11776,2001) .证 明 :所 有 非 负 整 数 构 成 的 集合 可 以 分 成 两 两 不 交 的 “历史 ” 
的 集合 的 并 . 

证 明 :为 方便 起 见 , 设 a = 1776,b = 2001. 实 际 上 ,只 要 满足 0< a < b 即 可 . 

定义 A = l0,a,a + b|,B = 10,5,a + b}, A MBEE“ HE” H, ERA X 是 “历史 " 的 , 当 
且 仅 当 X = zx + A 或 x + B, 其 中 工 是 某 个 非 负 整 数 ,而 z+S= {z+SISE | 

实际 上 , 若 X = =+ A 或 x+ B, 则 XX 显然 是 “历史 ”的 ,反之 ,若是 历史 的 , 设 X = lzy), 
且 z<y<z, 则 {z-yy-zit= la,b} 

车 z-y=a,y-xz=b, 则 X=z+B 

若 z-y=by-z=a 则 X= 工 +A 

我 们 将 构造 一 个 由 两 两 不 交 的 "历史 ”的 集合 组 成 的 无 限 序列 Xo,X ,X，,… ,使 得 :如 果 K 是 在 Xo 
到 X 中 没有 出 现 过 的 非 负 整数 中 最 小 的 一 个 , 则 让 K 属于 X,, .于 是 ,这 无 限 个 集合 的 并 包含 了 每 个 
非 负 整数 . 


设 X = A, 假 设 我 们 已 经 构造 了 Xo 到 Xn UE K 是 在 这 些 集合 的 并 U = Ü X, 中 没有 出 现 过 的 最 
小 的 非 负 整数 , 若 K + a & UME Xn = K + ABEM Xni = K + B 

假设 构造 到 Xn 就 无 法 构造 了 ,由 于 Xo 到 X 中 每 一 个 集合 中 最 小 的 元 素 都 小 于 K ,所 以 元 素 都 小 
于 天 ,所 以 元 素 K 和 K + a tb IRE U 中 , 故 车 构造 失败 , 必 有 KK + b EU BHE K + a &U, 则 可 
以 继续 构造 Xm+i = K + A, 所 以 K + a € U, 从 而 取 Xni = K + B. 因 为 构造 失败 , 且 K EU,K+a 
+b EU, 则 必 有 K+ b € U.B K +5 一 定 是 某 个 X 中 最 大 的 元 素 , 其 中 j < m, RRX, 中 最 小 
的 元 素 , 则 天 + = 1+atb 
所 以 K = 1+a. 因 为 K 骆 U ,所 以 1+a & U. FER X, = /+ 也 ,但 是 我 们 前 面 已 经 约定 , 当 !+ a & U 
时 ,X= !+A, 矛 盾 ， 

因此 ,构造 可 以 无 限 地 进行 下 去 . 

例 11 证 明 :直角 坐标 系 中 ,存在 一 个 由 无 穷 多 个 圆 组 成 的 集合 C, 具 有 下 述 性 质 : 

OC 中 任意 两 个 圆 至 多 有 一 个 交点 ( 相 切 ); 

Gi) 横 轴 上 的 任 一 个 有 理 点 都 包含 在 C 中 的 某 个 园 上 . 

证 明 :我 们 来 构造 一 个 符合 要 求 的 集合 C( 如 果 只 要 求 (i) 或 者 (ii) ,问题 是 容易 的 ). 


对 于 x 轴 上 任 一 有 理 数 (r,0), 有 理 数 7 可 唯一 地 写成 名 的 形式 ,其 中 p,q 为 元 素 的 整数 且 g > 0， 


ACO 表示 图 心 在 ( 立 , 下 ,从 而 包含 这 一 点 ,所 有 的 图 C( 去 ) 显 然 互 不 相同 ,下 面 证 明 ,它们 中 
任 两 个 至 多 有 一 个 交点 
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假设 有 两 个 不 同 的 图 c(2)5 C( 台 ) 交 于 两 点 ， 则 其 回 心 之 距 小 于 半径 之 和 ,由 此 推出 
2 


(E-E (gs 5) < itak) 

即 Cog- pq) < 1 
由 上 式 易 知 ,必须 成 立 p- p'a = 0, 即 上 = P BE p Sq 互 素 ,p 5q HER, H qq > 0. 所 以 
p= p,q = g ATWA c( 去 )5 (E ) 重 合 ,与 上 面 的 假设 下 盾 - 

于 是 ,集合 c = |((2) pa HEEREN. q > 0| 便 符 全 要求. 

DE] 解答 中 构造 的 加 称 为 Ford 图 .有 时 睛 为 有 用 . 

探索 是 解 题 的 灵魂 ,构造 也 是 离 不 开 探索 ,在 它 的 背后 ,往往 隐蔽 着 反 反复 复 的 尝试 .其 方法 是 先 在 
《与 问题 有 关 的 ) 熟悉 的 事物 中 寻找 ,在 特殊 的 事物 中 寻找 ,结合 目标 ,不 断 地 调整 甚至 改变 方案 ,直至 
实现 构造 . 

例 12 证 明 : 平 面 上 存在 一 个 面积 为 1 的 四 边 形 ABCD ,使 得 对 于 其 内 部 任 一 点 O, 三 角形 OAB, 
OBC, OCD, OAD 的 面积 中 都 至 少 有 一 个 为 无 理 数 . 

证 明 ; 我 们 先 尝试 较 简单 的 四 边 形 :正方 形 ,矩形 ,平行 四 边 形 .然而 ,容易 看 出 ,这 些 图 形 均 不 符合 
要 求 (只 要 取 O 点 为 它们 的 中 心 ,得 出 的 四 个 三 角形 的 面积 都 是 有 理 数 十 ). 


限制 四 边 形 中 两 边 平行 ,或 许 会 有 某 些 益处 ,至 少 这 种 四 边 形 的 面 
积 与 其 边 长 的 关系 较为 简单 .我 们 考察 如 图 H - 6 - 8 - 13 所 示 的 直角 D 交 3 
梯形 ,其 高 为 1, 上 、 下 底 边 长 度 分 别 为 (待定 的 )z,y,y < zx, 探索 的 大 纲 


是 :如 果 这 梯形 不 合 要 求 ,确定 x ,y 应 满足 怎样 的 (必要 ) 条 件 . 
ed s 


z+y=2 ° 
车 三 角形 OAB, OCD 的 面积 都 是 有 理 数 , 设 边 AB、CD 上 的 高 分 别 A 2 
X hisha, M 
Athai @ WI -6-8-13 
hiz = a,hy = b 图 


RE a,b 都 是 有 理 数 ,由 OOO 消去 各 ,ha,y, 得 出 

2-8 _z+a=b 

z 

即 a?- (a -b+2)z+2a = 0 
这 表明 ,z 应 满足 一 个 有 理 系数 二 次 方程 ,于 是 ,上 述 梯形 符合 问题 要 求 的 一 个 充分 条 件 为 1 < z < 2, 
并 且 z 不 满足 任 一 个 有 理 系数 的 二 次 方程 ,我 们 可 以 取 z = 尖 , 易 证 它 符合 所 述 的 充分 条 件 . 还 能 证 
明 , 这 样 的 x 有 无 穷 多 个 . 

论证 也 表明 ,考虑 直角 梯形 并 不 必要 ,任何 一 个 高 为 1, 两 底 边 长 为 江 ,2 -条 的 梯形 都 符合 要 求 . 

[Ë] 例 12 的 证 明 体现 了 一 个 重要 的 想法 , 即 限制 某 事 物 满足 一 个 充分 条 件 以 保证 它 符合 问题 中 
的 要 求 (或 部 分 要 求 ). 这 种 以 退 求 进 的 策略 用 处 很 多 . 

有 些 问 题 可 以 用 归纳 法 来 构造 ,归纳 构造 与 熟知 的 归纳 证 明 并 无 实质 的 区 别 , 其 特色 在 于 用 (假设 ) 
已 构造 出 的 第 个 事物 去 构造 第 + 1 个 符合 要 求 的 事物 ,请 看 下 面 的 例 于 . 

例 13 证明: 对 于 每 个 整数 ", 平 面 上 存在 符合 下 述 要 求 的 点 集 X, : 


Ox, pea [H [HH ] 个 点 ([ ] 表 示 不 大 于 = 的 最 大 整数 ) 
G) 对 每 一 个 人 = 1,2,…, ,存在 一 条 直线 ,该 线 上 刚好 包含 X, 中 的 个 点 
证 明 :对 之 1, 我 们 用 归纳 法 来 构造 符合 要 求 的 点 集 X., 对 于 n = 1 及 n= 2, 一 个 点 的 点 集 与 两 
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个 点 的 点 集 显然 满足 要 求 ,假设 对 =” 2, 点 集 Xi,X2,…,Xo*, 已 构造 出 来 ,下 面 利用 X, HE X... 

AFX, 满足 (i), Gi) 两 个 要 求 ,对 ，…, 刀 有 直线 及 恰 含 X, 中 个 点 , 因 直线 L HAARR, 
H X 中 只 包含 有 限 个 点 ,所 以 可 取 一 条 直线 1, 它 不 与 任 一 条 4 平行 ,也 不 经 过 诸 4 之 间 的 任 一 交点 或 
X, 中 任 一 点 , 设 1 与 4 RXT p Alk = 1,2,…,n). 再 取 paris Par I LES piss Pa 不 同 的 两 点 ,将 点 
Pir Parir Par 与 X, 中 的 点 并 在 一 起 , 便 可 作为 Xni 

首先 ,直线 1, 与 X,+2 恰好 交 于 + 1 个 点 (k = 1,…,n), 直 线 1 恰 与 其 交 于 n+ 2 个 点 ( 即 上 述 的 
bb: prr2) .自然 ,总 可 以 找 一 条 直线 , 它 与 Xv+z 只 交 于 一 点 , 即 对 于 X,+z 要 求 (ii) 得 以 满足 , 另 一 
H, X... 所 包含 的 点 数 等 于 X, 中 的 点 数 加 上 n + 2, 由 归纳 假设 ,这 是 

pPI t [R] 
BJ X,+z 也 符合 要 求 (i) ,证 毕 . 

在 稍 复杂 的 问题 中 ,构造 法 需要 用 到 数论 等 知识 ,构造 的 原理 不 是 很 明显 ,这 时 就 需要 给 出 引 理 ,这 
引 理 是 “构造 ”的 直接 根据 . 

例 14 是 否 存在 一 个 实数 工 , 使 得 ,如 果 m 是 大 于 上 的 整数 , 则 m x ”矩形 可 表 为 若干 4x 6 与 5 
x 7 的 矩形 之 并 , 且 任何 两 个 小 矩形 至 多 只 在 边界 上 相交 ? 

解 :存在 ,首先 需要 一 个 引 理 . 

引 理 ”如 果 a,b 是 正 整数 , 则 存在 数 Lo, 使 得 任何 比 Lo 大 的 (a ,5)(a 与 5 的 最 大 公约 数 ) 的 倍数 ， 
都 可 表 为 ra + sb, JEP r,s 是 非 负 整 数 . 

引 理 的 证 明 : 先 假定 (a,5) = 1, 则 0,a,2a,…,(5- 1)a 是 模 b 的 完全 剩余 类 .于 是 ,对 任何 大 于 (4b 
-1)a -1 的 整数 人 ,都 有 某 个 9 之 0, 使 上 gb = ja,j = 0,1,2,…,b -1. 故 引 理 成 立 . 


a s—b 
一 般 地 ,由 于 T5457 ST p 互 质 , 由 上 述 结果 知 对 某 个 L, EKF L WBR BITRI 


+ 7 芭 和 ,把 有 关 的 量 都 采 以 (4,b), 便 可 证 明 引 理 ， 

为 解答 本 题 ,我 们 先 构造 20 x 6 与 20 x 7 的 矩形 ,由 引 理 知 ,对 充分 大 的 n ,20 x n UEP H Tk 
样 的 矩形 构成 ,然后 ,再 构造 35x 5 与 35 x7 的 矩形 ,进而 可 对 充分 大 的 ,由 它们 构造 出 35 x n 的 矩形 ， 
然后 再 构造 42 x 4 与 42 x 5 的 抵 形 ,以 及 对 充分 大 的 ,构造 42 x n METE. 

由 于 (20,35) = 5, 存 在 5 的 信 数 mo 与 和 2 互 值 ,这 一 点 与 充分 大 的 无关 .由 此 ,可 构造 mox n Ë 
形 ,最 后 ,由 于 (mo,42) = 1, 可 以 形成 所 有 的 m x n EIE, BE m yn 充分 大 . 

构造 反例 也 是 数学 中 的 重要 内 容 ,为 了 能 指出 一 个 命题 不 真 ,常用 的 办 法 是 举 出 一 个 满足 命题 条 件 
但 使 其 结论 不 成 立 的 例子 .由 于 A SACA 的 否定 命题 ) 有 且 只 有 一 个 为 真 ,因此 ,构造 A 的 反例 就 等 价 
于 用 构造 法 证 明太 

例 15 证 明 或 否定 命题 :如 果 平面 上 有 12 个 点 ,其 中 任意 两 点 之 间 的 距离 不 超过 3, 则 从 12 个 点 中 
可 选 出 4 点 ,使 得 这 4 点 中 任意 两 点 的 距离 都 不 超过 2. 

解 :这 个 命题 不 正确 ,我 们 举 一 个 反例 , 即 用 构造 法 证 明 下 述 命题。 

平面 上 存在 12 个 点 ,其 中 任意 两 点 的 距离 不 超过 3, 并 且 从 这 12 个 点 任意 选 出 的 4 点 中 必 有 两 点 ， 
它们 的 距离 大 于 2. 

在 直径 为 3 的 图 周 上 依次 取 点 Al,Az,…,Aia, 使 得 这 些 点 是 该 国内 接 正 十 二 边 形 的 顶点 .显然 ,对 
任意 的 ; 取 j,1 ij <12, RBE AA, 不 超过 3( 加 的 直径 ). 此 时 ,A1AsA7Aio 是 加 内 正方 形 ,不 难得 知 

A,A; < AAA <2 < $ = AA, < AA; < = < AA = 3 

从 而 ,在 A1,A2,…,As 中 任 取 4 个 点 中 必 有 两 点 ,它们 之 间 的 距离 不 小 于 

AAA, = ri >2 


于 是 ,上 述 12 个 点 符合 我 们 要 求 . 
借助 于 代数 工具 和 几何 工具 分 别论 证 或 解答 的 有 关 例 题 如 下 . 
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例 16 ”直角 坐标 系 中 , 若 一 个 圆 上 有 三 个 有 理 点 , 则 圆周 上 有 无 穷 个 有 理 点 . 
证 法 一 :几何 法 
的 半径 为 ~, 圆 上 三 个 有 理 点 为 A,B,C, 作 出 以 A 为 中 心 ,半径 为 的 反 演变 换 ( 即 对 任 一 点 
M) ,在 射线 AM 上 取 一 点 M- ,使 得 AM : AM' = r?°, M 称 为 M 的 反 演 ). 设 有 理 点 B,C 的 反 演 为 B”、 
C', 则 易 知 圆 在 这 个 反 演 下 成 为 通过 B C 的 直线 ,由 于 AB - AB' = AC AC = r2,3 B r? 为 有 理 
BOB C 的 模 、 纵 坐标 都 是 有 理 数 , 即 所 说 的 直线 上 有 两 个 有 理 点 B"、C', 从 而 有 无 穷 多 个 有 理 点 ， 
进而 推 知 圆 上 也 有 无 穷 多 个 有 理 点 . 

[EF] 反 演 有 许多 美妙 的 性 质 , 是 极其 有 用 的 几何 变换 ,在 上 述 解法 中 , 反 演 ,将 我 们 的 问题 化 归 
为 一 个 显然 的 事情 : 若 一 条 直线 上 有 两 个 有 理 点 , 则 有 无 穷 多 个 有 理 点 ,这 正 是 问题 的 实质 . 

证 法 二 : 

从 圆 上 有 三 个 有 理 点 可 知 , 其 圆心 为 有 理 点 , 作 平 移 ,可 设 此 圆 的 圆心 在 原点 (0,0) , 即 它 的 方程 为 
m +y = (*) 

圆 上 仍 有 三 个 有 理 点 ,我 们 证 明 , 若 圆 ( * ) 上 包含 有 一 个 有 理 点 (a,5), 则 包含 了 无 穷 多 个 . 实际 
上 ,在 便 等 式 


(z + yi2)(z2 + y?) = (aiaz + yy2) + Ciy- ay)? 


+Š 
Pien = 三 二 ,得 到 (注意 a+b = r?) 
2an + (n? -1)b\?  [(n?-1)a-2mb\?_ 3 
( m+l )+( = 


于 是 ,对 任意 正 整数 n Alr, y) 都 是 加 


zty tartbytc=0 


中 取 zl = a,y = b,a = 


上 的 有 理 点 ,其 中 
z = ant (n? — Db y = (2 = Da -2n 
n?+1 $ n 十 下 
这 显然 包含 了 无 穷 多 个 互 不 相同 的 有 理 点 . 


例 17 将 正 n 边 形 的 顶点 染 成 若干 种 颜色 ,使 得 同一 种 颜色 的 顶点 构成 一 个 正 多 边 形 ,证明 , 在 这 
些 正 多 边 形 中 必 有 两 个 全 等 . 

证 法 一 : 设 正 n 边 形 的 顶点 为 A1,… ,A, ,其 中 心 为 ,假设 染 成 种 颜色 , 且 项 点 同色 的 正 多 边 形 
中 没有 全 等 的 , 记 它 们 分 别 是 正 m = ml < ma < … < m 边 形 . 

考虑 旋转 f, CEEE n 边 形 的 顶点 集合 上 ,将 顶点 A, BAWA Am B ACA) = Amt 
n) ,这 里 约定 Apm = Alpa 为 整数 ), 设 正 m 边 形 的 项 点 为 Ania(i = 0,1,…,m -1,1 是 某 个 整 


BOW Al Ania) = Amisin = Am, 即 m 个 顶点 由 都 变 为 一 个 点 Amw. 因此 向 量 和 3 P/(A....25 = 
各 

m PA PHE. 

另 一 方面 ,车 Ai,A 是 一 个 边 数 大 于 m 的 正 多 边 形 的 相 邻 顶点 , 则 人 AwPAm = m 人 A,PA,( 用 复 
数 表 示 顶 点 ,这 显而易见 ). 因 ZAPA; < 2 ZA,PA,, < 2x. 故 Am 与 Am 不 会 重合 .这 样 , 边 数 大 
于 m 的 正 多 边 形 的 顶点 ,在 所 说 的 旋转 下 仍 是 某 个 正 多 边 形 的 顶点 (不 会 赔 化 为 同一 点 ) .因此 ,沿边 
形 所 有 顶点 的 向 量 E7(A;) ”之 和 等 于 零 . 同样, 沿 m 边 形 ,… , m 边 形 的 顶点 的 类 似 向 量 之 和 都 等 于 
FERE n 边 形 的 每 个 顶点 是 且 仅 是 某 一 个 正 m,(1 < : < k) 边 形 的 顶点 ,由 此 推出 沿 正 m 边 形 
的 顶点 的 向 量 之 和 也 为 零 ,与 已 得 的 结论 矛盾 ,证 毕 . 

证 法 二 :为 方便 起 见 , 将 正 n 边 形 的 顶点 顺 次 记 为 0,1,…,n - 1. 设 染 了 种 颜色 ,第 :种 颜色 的 顶 
点 构成 正 m, 边 形 , 则 m, En. m, = p m 边 形 的 顶点 可 记 为 ai + jm (j = 0,1 ,me 一 1)， 
a 为 某 个 整数 , 易 见 。 、 
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{Obesn = la + jm; Lj = 0,1,m - 11 
并 且 右边 的 各 个 集合 互 不 相交 ,所 以 
k. wt 


1 


mja 


将 上 式 变形 为 
L= _ EE 
1-z fi l-a" 
1 ha 
Aera AEE (3) 


如 果 结论 不 成 立 , 则 mi,…，,mak 互 不 相同 ,所 以 mi ,ma ,mx 也 互 不 相同 ,不 妨 设 1 m’ < …< 


mR X = reni r — U B(A) RAA y > oo, 而 其 余 各 项 及 (入 ) 的 左边 均 保持 有 界 ,下 
盾 . 
方法 的 便 通 例题 如 下 . š 
例 18 (35 42 届 IMO 预选 题 ) 定义 一 个 “K - 团 "为 一 个 K 个 人 的 集合 ,使 得 他 们 中 的 每 一 对 都 互 
相 认识 ,在 某 次 集会 上 ,每 两 个 “3 - 团 " 中 至 少 有 一 个 人 是 公共 的 , 且 不 存在 “5 - 团 ", 证 明 :在 这 次 集会 上 
存在 两 个 (或 更 少 的 ) 人 , 当 他 们 离开 后 ,不 再 有 "3 - 团 ”出 现 . 
本 题 涉及 到 图 论 的 基本 知识 . 
证 阴 : 为 方便 起 见 ,我们 来 用 图 论 的 语言 ,将 集会 上 的 每 个 人 用 一 个 点 表示 ,如 果 两 个 人 相互 认识 ， 
则 在 两 个 顶点 之 间 连 一 条 边 , 于 是 ,一 个 “m 对 应 着 一 个 m 个 点 的 集合 ,每 两 个 顶点 之 间 连 一 条 边 ， 
换言之 ,这 样 一 个 “m - 团 " 存在 ,就 意味 着 所 绘图 中 包含 一 个 有 m 个 点 的 子 图 为 完全 图 bm ,特别 地 ,一 
个 “3 - 团 " 对 应 着 一 个 三 角形 (43). 我 们 需要 证 明 : 
在 任意 一 个 图 G 中 ,任意 两 个 三 角形 至少 有 一 个 顶点 是 公共 点 , 且 不 存在 ks, 则 存在 两 个 (或 更 少 
的 ) 点 , 移 去 这 些 点 之 后 ,不 再 有 三 角形 出 现 . 
设 G 是 满足 上 述 条 件 的 一 个 图 ,如 果 在 G 中 最 多 有 一 个 三 角形 ,结论 显然 成 立 ， 
我 们 分 别 讨论 两 种 情况 (如 图 TI -6-8-14. 图 全 -6-8-15) 
(ET = Ipari T= 1rys,tl .如果 删 去 -, 则 毁 掉 了 所 有 的 三 角形 . 
如 若 不 然 ,有 第 三 个 三 角形 Ts, HME ~ 后 设 被 毁 掉 , 这 个 三 角形 一 定 与 T 和 T, 均 有 公共 点 , 则 
这 样 的 三 角形 转化 为 情形 (2)( 如 图 下 -6-8-15), 且 z= r,u € Tiv € T; 
(2) 设 Ti = lu,u,rzl,T, = lu,ə,yl ,如 果 删 去 vv, 则 毁 掉 了 所 有 的 三 角形 . 


p s u 
| I: 
x y 
q t r 
0 o 
WI -6-8-14 图 -6-8-15 


如 若 不 然 , 则 存在 某 个 子 = & iu,v,z,y1 , 且 三 角形 1z,y,z1 出 现 .特别 地 ,zxy 是 一 条 边 ,此 时 G 
包含 下 列子 图 (如 图 I -6-8 - 16). 


我 们 证 明 删 去 x,y 后 , 毁 掉 了 所 有 的 . 
假设 没有 全 部 毁 掉 , 则 存在 一 个 三 角形 T 与 1z,y| 无 公共 点 ,因为 了 与 À 


1z,y,z1 有 一 个 公共 点 , 则 了 包含 =, 同 理工 也 包含 Mv, FET = pa 
1z,u,v1 .又 因为 G PRE ks FJA. 
所 以 ,存在 两 个 (或 更 少 的 ) 点 , 移 去 之 后 不 再 有 三 角形 出 现 . Ee 


例 19 ”证 明 :可 以 在 正 n 边 形 的 顶点 上 放置 不 等 于 零 的 实数 zi z2,…， > 
zz, 使 得 对 于 顶点 都 是 原 正 x 边 形 项 点 的 任意 正 4 边 形 , 放 在 项 点 上 的 数字 之 ð 
MBE. 
这 是 一 个 利用 投影 来 “构造 ”的 例子. -6-8 16 
证 明 : 记 所 有 的 正 n 边 形 为 A1…A, ,其 中 心 为 0, 过 O 引 一 条 直线 ,使 它 不 平行 于 正 边 形 的 任 一 


条 边 , 也 不 经 过 其 任 一 顶点 ,以 这 条 直线 作为 横 坐 标 轴 , 在 顶点 A, 上 放置 数 ,xz; 等 于 向 量 OA 在 横 轴 


上 的 投影 ,由 横 轴 的 选取 可 见 , 这 些 +, 均 不 为 0, 且 互 不 相等 ,此 外 ,熟知 对 于 任 一 正 边 形 ,向 量 OA; 之 
和 为 零 (向 量 ) ,这 里 A; 经 过 正人 边 形 的 所 有 顶点 , 故 这 些 向 量 在 模 轴 上 的 投影 之 和 为 0, 即 正 边 形 顶 
点 上 所 放置 的 z, 之 和 为 0. 

【评注 】 投影 方法 之 特色 ,读者 或 许 已 看 出 它 与 数论 中 同 余 方法 的 某 些 类 似 之 处 . 同 余 , 即 是 将 问 
题 放 在 整数 集 的 一 个 局 部 ( 某 个 完全 剩余 类 ) 中 考虑 ,这 和 几何 中 的 投影 方法 异曲同工 ,实际 上 ,一 个 完 
全 剩余 类 正 是 全 休整 数 集合 的 "投影 " ZR. 

例 20 (第 41 届 IMO 试 题 ) 设 n 之 2 为 正 整数 ,开始 时 ,在 一 条 直线 上 有 n RR, HEMRA 
同一 点 ,对 任意 给 定 的 一 个 正 实数 ,可 以 定义 如 下 的 一 种 “移动 ”: 

(a) 选取 任意 两 只 跳 芋 , 设 它们 分 别 位 于 点 A 和 B, 且 A 位 于 B 的 左边 ; 

(b) 令 位 于 点 A 的 跳 基 跳 到 该 直线 上 位 于 点 B 右边 的 点 C, 使 得 詹 = À, 

试 确定 所 有 可 能 的 正 实数 ,使得 对 于 直线 上 任意 给 定 的 点 M 以 及 这 只 跳 重 的 任意 初始 位 置 ,总 
能 够 经 过 有 限 多 次 移动 之 后 令 所 有 的 跳 重 都 位 于 M 的 右边 . 

解 :要 使 跷 重 尽 可 能 远 地 跳 向 右边 ,一 个 合理 的 策略 是 在 每 一 个 移动 中 都 选取 最 左边 的 胱 重 所 处 的 
位 置 作为 点 A ,最 右边 的 跳 竺 所 处 的 位 置 作 点 B. 

按照 这 一 策略 ,假设 在 次 移动 之 后 ,这 跳蚤 之 间距 离 的 最 大 值 为 di ,而 任意 两 只 相 邻 跳 入 之 间距 
高 的 最 小 值 为 3 显然 有 : 

d, 2 (n - 1), 

经 过 第 (k + 1) 次 移动 ,会 产生 一 个 新 的 两 只 相 邻 跳蚤 之 间 的 距离 àdi. 如 果 这 是 新 的 最 小 值 ,那么 有 
Wa = di; 如 果 它 不 是 最 小 值 , 则 显然 有 da > d. TERRE, GH 
àu 


> min 


S B shi 


因此 ,只 要 > HBA 3, D à 对 任意 4 都 成 立 ,这 意味 着 任意 两 只 相 邻 跳蚤 之 间距 离 的 最 小 值 
不 会 减 小 . 

故 每 次 移动 之 后 ,最 左边 的 跳蚤 所 处 的 位 置 都 以 不 小 于 某 个 正 的 常数 的 步伐 向 右 平移 . 最 终 ,所 有 
Maw Uus 8 M 的 右边 . 

下 面 证 明 :如 果 X < 一 二 ,那么 对 任意 初始 位 置 都 存在 某 个 点 M, 使 得 这 些 跳 重 无 法 跳 到 点 M 的 
右边 - 

将 这 些 跳蚤 的 位 置 表示 成 实数 ,考虑 任意 的 一 系列 移动 , 令 St 335 k 次 移动 之 后 ,表示 跳蚤 所 在 位 
置 的 所 有 实数 之 和 ,再 令 o, 为 这 些 实数 中 最 大 的 一 个 ( 即 最 右边 的 跳蚤 的 位 置 ). 显然 有 S, < nWi ,我 
们 要 证 明 序列 | we+ 有 界 . 
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在 第 (& + 1) 次 移动 时 ,一 只 跳蚤 从 点 A 跳 过 点 B 落 在 点 C, 分 别 用 实数 a,b,c 表示 六 , 则 Sisi 
= S, + c - a, 根 据 移动 的 定义 ,c — b = Alb- a) AMR Al - a) = (1+4)(c -5). 于 是 ,Siw 一 
1+2 
(ec -6) 


S =c-a 


如 果 c > uy ,那么 刚 跳 过 来 的 这 只 跳 重 占据 ee pi on = c EH b < wi, 可 得 


Lide- b) > HA lnn - a) 


Sin-S:= 
WR c < o ,那么 有 
Mr- m=0S-S=c-a>0 
故 上 式 仍 成 立 . 
考虑 下 列 数列 
m = HHA Sk = 0,12... 
则 有 ze- z < 0, 即 该 数列 是 不 升 的 . 
因此 ， Wa k W z < zo 


Bu, < TIT M+ 4 > m. 可 以 把 x 写成 

= = (n pe Sh, 其 中 = HH _ n > 0. 于 是 得 到 不 等 式 z = p + (muy - S.) > an, 

故 对 于 所 有 的 人 ,总 有 wk < 型 .这 意味 着 最 右边 跳 革 的 位 置 永远 不 会 超过 一 个 常数 ,这 个 肖 数 与 
,A 和 这 些 跳 革 的 初始 位 置 有 关 , 而 与 如 何 移 无 关 . 

最 终 得 到 结论 :所 求 à 的 可 能 值 为 所 有 不 小 于 二 上 的 实数 . 


【评注 】 此 例 在 知识 上 是 “距离 ,策略 , 递 推 数列 的 综合 运用 ;其 解 是 关键 是 按照 策略 ,在 每 一 个 
移动 中 都 选取 最 左边 的 跳 重 所 处 的 位 置 作为 点 A AARE MENERA B. 继 之 ,任意 两 只 


相 邻 哎 重 之 间 的 距离 的 最 小 值 不 会 减 小 ,接着 证 明 , 如 果 X < — 元 1 那么 对 任意 初始 位 置 都 存在 某 个 
点 MM, 使 得 这 些 跳 重 无 法 跳 到 点 M 的 右边 . 


$8.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1. 在 正 1989 边 形 的 顶点 中 任意 取 定 64 个 顶点 ,证 明 : 必 存 在 以 这 些 点 作为 顶点 的 梯形 . 


2. 边 长 为 1 的 正方 形 内 部 有 一 条 长 度 为 1000 的 不 自身 相交 的 折线 ,证 明 :存在 一 条 直线 , 它 垂直 于 
正方 形 的 某 一 条 边 , 并 且 与 折线 至 少 有 500 个 交点 . 


3. 凸 四 边 形 的 内 部 取 定 5 个 点 ,使 得 这 5 个 点 与 凸 四 边 形 的 顶点 ( 共 九 个 点 ) 中 ,任何 三 点 都 不 共 
线 ,证 明 :从 这 九 个 点 中 可 选 出 五 个 点 ,它们 构成 一 个 凸 五 边 形 的 顶点 . 


4. 证 明 : 任 意 凸 ” 边 形 能 够 划分 成 凸 五 边 形 的 并 .这 里 n> 6. 


5. 一 个 凸 n 边 形 的 顶点 都 是 整 点 ,并 且 多 边 形 内 部 和 边 上 没有 其 它 整 点 ,证 明 n = 3 或 4. 


B 组 


1.(1999. 世 界 城市 数学 竞赛 题 ) 在 一 张 长 方形 的 纸 上 有 一 些 黑 点 , 现 要 将 这 张 纸 沿 直线 折 几 次 , 折 
线 不 穿 过 任何 黑 点 ,然后 用 针 播 进 折 好 的 纸 ,使 针 穿 过 所 有 的 黑 点 ,而 不 穿 过 其 它 的 点 ,求证 在 如 下 两 种 
情况 均 能 成 功 . 

(1) 所 有 黑 点 共 线 . 

(2) 只 有 三 个 黑 点 . 


2. 将 一 些 整数 排 在 数 轴 的 一 切 有 理 点 上 ,求证 :可 找到 这 样 一 个 区 间 ,使 这 区 间 两 个 端点 上 的 数 之 
和 不 大 于 区 间 中 点 上 的 数 的 2 倍 . 
(第 25 届 全 俄 数学 奥林匹克 竞赛 题 ) 
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3. (2000. (第 61 届 )Putnam 大 学 数学 竞赛 题 ) 设 B H n (n > 3) 维 空间 中 坐标 形 如 ( 士 1, + 1,…, E 


1) 的 点 构成 的 集合 , 且 B 中 不 同 元 素 的 个 数 大 于 2 .证 明 :了 中 必 有 三 点 ,它们 为 某 个 正三 角形 的 顶 
点 . ` 


4.( 第 25 届 全 俄 数 学 奥林匹克 竞赛 题 )n? 个 筹码 放 在 一 个 无 限 棋盘 的 含 nx n 个 小 方 格 的 正方 形 
上 ,每 个 小 方 格 放 一 个 筹码 . 任 一 筹码 越过 邻 格 的 筹码 跳 到 一 个 空格 上 称 为 走 一 步 .这 时 被 越过 的 筹码 


从 棋盘 上 取 下 .求证 :不 能 走 下 一 步 的 情况 不 会 在 走 [ E amet. 


5.( 第 41 届 IMO 预选 题 ) 设 正 整数 > 4, 由 平面 上 n DAP, Pr, Pa 所 构成 的 集合 S 满足 ;任意 
三 点 不 共 线 , 任 意 四 点 不 共 图 , 设 a,(1 < : < n) 表示 包含 P, fJ P,P,P, 的 数目 , 且 m(s) = a + az + 
… + an, 证 明 : 存 在 依赖 于 n 的 正 整数 /(n) ,使 得 S 中 的 点 是 是 边 形 的 顶点 的 充分 必要 条 件 是 m(s) 
= fO). 


6.(2001. CMO 题 ) 在 正 n 边 形 的 每 个 顶点 上 各 停 有 1 只 喜 静 , 偶 受惊 吓 , 众 喜鹊 都 飞 去 ,一段 时 间 
后 ,它们 又 都 回 到 这 些 点 上 , 仍 是 每 个 项 点 上 1 只 ,但 未 必 都 回 到 原来 的 顶点 . 求 所 有 正 整数 n ,使 得 一 
定 存在 3 只 喜 静 ,以 它们 前 后 所 在 的 顶点 分 别 形成 的 三 角形 或 同 为 锐角 三 角形 ,或 同 为 直角 三 角形 ,或 
同 为 使 角 三 角形 . 


离散 最 值 与 组 合 优化 


§9.1 知识 \ 方 法 技能 


1. 离散 最 值 

1. 近年 来 ,竞赛 数学 中 的 最 值 问 题 的 内 容 其 重点 已 经 转移 到 离散 对 象 上 来 了 . 具体 而 言 ,以 素数 、 
整数 点 、 线 \ 三 角形 、 四 边 形 、 贺 的 集合 与 子 集 以 及 有 穷 数列 等 等 离散 对 象 为 背景 , 求 它们 满足 某 些 约束 
条 件 的 最 值 .这 类 问题 称 之 为 离散 最 值 问题 .通常 课本 中 所 讲 的 函数 和 不 等 式 等 常见 的 方法 不 再 适用 ， 
故 这 类 问题 大 多 是 非常 规 极 值 问题 . 为 参赛 者 的 聪明 才智 开 僻 了 奔腾 驰 难 的 广阔 天 地 . 

2. 常用 的 知识 

(1) 设 N 是 全 体 自然 数组 成 的 集合 , 则 N 的 子 集 必 有 最 小 数 . 

(2) 如 果 一 个 对 象 r 满足 :z 三 (a 是 常数 ), 且 等 号 成 立 , 则 z 的 最 大 值 是 a 

同 理 , 对 + 2 a 的 情况 也 有 类 似 的 结论 . 

3. 主要 方法 . 

离散 最 值 问题 ,不 仅 研究 的 对 象 离散 ,方法 也 离散 ,往往 因 题 而 异 , 但 总 体 上 可 归 为 "不 等 式 法 ”， 

但 应 指出 ,离散 最 值 问题 中 的 不 等 式 法 ,与 连续 最 值 问题 中 的 不 等 式 法 大 不 相同 ,连续 最 值 问题 中 
使 用 最 多 的 均值 不 等 式 和 柯 西 不 等 式 在 离散 最 值 问题 中 几乎 不 再 使 用 .离散 最 值 问题 中 的 不 等 式 法 是 
指 : 要 求解 最 值 问题 ,归根 到 底 是 要 建立 一 个 带 有 等 号 的 不 等 式 ,然后 再 指出 等 号 确实 成 立 . 

那么 第 一 步 建 立 一 个 带 有 等 号 的 不 等 式 ,就 需要 建立 的 准确 , 恰 如 其 份 ,因此 对 最 值 的 估计 常常 是 
解决 问题 的 关键 .常见 的 估计 最 值 的 方法 有 : 

1. 构造 法 

2… 特 殊 " 分析 

3. 逻辑 分 析 

4. 整体 分 析 

5. 综合 分 析 

于 是 准确 的 估计 最 值 ,建立 合理 的 不 等 式 . 

第 二 步 :通过 推导 ,论证 等 号 成 立 ,论证 方法 除 构造 实例 外 相伴 正面 推理 , 反 证 , 抽 层 原理 ,数学 归 
纳 , 容 斥 原 理 等 等 . 
I. 组 合 优化 

1. 所 谓 “ 组 合 优化 " 是 指 在 某 些 特定 条 件 下 ,力求 获得 “最 优 结果 ” 的 一 种 思想 . 

2. 常用 知识 

(1) 组 合 优化 如 果 把 目标 限定 在 数值 上 ,往往 就 是 函数 的 最 值 问题 ,或 是 一 些 离散 极 值 问题 . 

(2) 在 设计 一 些 方案 时 ,往往 要 优化 各 种 可 变 的 量 ,最 后 综合 得 出 最 佳 方案 . 

3. 主要 方法 

求解 组 合 优化 问题 的 基本 策略 是 先 估 界 ,再 构造 实例 或 通过 论证 说 明 这 个 界 能 达到 ,在 解 题 过 程 
中 ,常常 用 到 构造 法 \ 反 证 法 、 归 纳 法 极端 原 理 、 抽 导 原 理 、 估 计 、 分 类 、 数 举 局 部 调整 等 手段 . 
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$9.2 赛 题 精 讲 


关于 离散 最 值 . 
1. 构造 法 

将 离散 变量 满足 的 条 件 尽 可 能 构造 出 来 ,运用 组 合 方法 作出 最 值 判 断 ,再 行 证 明 . 

Sı (2000.'l 学 奥林匹克 ) 某 次 考试 有 5 道 选 择 题 ,每 题 都 有 4 个 不 同 答案 供 选择 ,每 人 每 题 
恰 选 择 1 个 答案 .在 2000 份 答案 中 发 现存 在 一 个 n ,使 得 任何 n 份 答案 中 都 存在 4 份 ,其 中 每 两 份 的 答 
案 都 至 多 有 3 题 相同 , 求 n 的 最 小 可 能 值 . 

【分 析 】 由 于 答案 情况 复杂 ,使 得 参赛 选手 难于 找到 问题 的 突破 口 , 较 好 的 处 理 方法 是 用 字母 表 
示 每 份 答案 ,使 每 份 答案 数组 化 ,构造 一 个 四 元 数组 的 抽 层 ,|(1,h ,i,j,k),(2,h,i,j,k),(3,h ,i,j， 
k) (Ah isj k) IGER h,i,j,k = 1,2,3,4), 多 次 利用 抽 层 原则 ,得 n > 25; 然 后 再 举 特例 说 明 * =” 
成 立即 可 . 


解 :n 的 最 小 值 为 25 

将 每 道 题 的 4 种 答案 分 别 记 为 1,2,3,4, 每 份 试卷 上 的 答案 记 为 (g,h,i,j,k), 其 中 g,h,i,j,k € 
和 1,2,3,4|, 令 四 元 组 1,h i ik). h ,i jk),(3,h ,i jk) (4,h,isj,k)l,h,isjsk = 1,2,3,4. 

( 注 ,其 中 "元 " 是 每 个 数组 ,四 元 组 指 有 4 个 数组 ) 

共 得 256 个 四 元 组 . 


由 于 2000 = 256 x 7 + 208, 故 由 抽 层 原理 知 有 8 份 考卷 的 答案 属于 同一 个 四 元 组 ,取出 这 8 份 考卷 
后 ,余下 的 1992 份 中 仍 有 8 份 属于 同一 个 四 元 组 ;再 取出 这 8 份 考卷 ,余下 的 1984 份 中 又 有 8 份 属于 同 
一 个 四 元 组 ;取出 这 8 份 考卷 ,连同 前 两 次 取出 的 考卷 共 24 份 ,在 这 24 份 考卷 中 ,任何 4 份 中 总 有 两 份 
的 答案 属于 同一 个 四 元 组 ,当然 不 满足 题目 要 求 ,所 以 n 的 最 小 可 能 值 >— 25. 

另 一 方面 , 令 

t=l(g.h,i,j.k)lg+h+i+j+k=0(mod4),g,h,i,j,k € 11,2,3,4||, 则 1 ¢ I= 256, 且 
中 任 两 种 答案 都 至 多 有 3 题 相 同 .从 中 去 掉 6 个 元 素 , 当 余下 的 250 种 答案 中 的 每 一 种 答案 恰 有 8 人 
选用 时 , 共 得 到 2000 份 考卷 其 中 任何 25 份 答案 中 ,总 有 4 份 不 相同 ,由 于 它们 都 在 《 中 ,当然 满足 题 中 
要 求 ,这 表明 n = 25 时 可 满足 题目 要 求 . 

综 上 论述 可 知 ,n 的 最 小 可 能 值 为 25 

例 2 ”对 于 介 限 集 A ,存在 函数 /:N 一 A, 具 有 下 述 性 质 :车 i,j € N, 且 | i -j | 是 案 数 , 则 G) 
= f()), 问 集合 A 中 至 少 有 n 个 元 素 ? 

解 :因为 1,3,6,8 这 四 个 数 中 的 两 个 数 的 差 的 绝对 值 均 为 素 , 由 题 意 知 f(1),/(3),/(6),f(8) 是 A 
中 四 个 两 两 不 等 的 元 素 ,从 而 | A 1224 

另 一 方面 ,着 令 A = 10,1,2,3} ,/:N 一 A 的 对 应 关系 为 :车 z € N,z = 委 +7r, 则 f(x) = r, 其 
Pk ENU 101,r = 0,1,2,3, 任 取 z,yE N, 若 1z- y 1 为 素数 ,假设 FLz) = f(y), 则 z==y(mad 
4), 于 是 411 x - y |, 这 与 1 z ~- y 1 是 素数 矛盾 . 


故 集合 A 中 至 少 有 4 个 元 素 - v es 
例 3 《2003. 中 国 数学 奥林匹克 ) 求 出 同时 满足 如 下 条 件 的 集合 《 的 元 素 个 数 的 最 大 值 . 
OE 中 的 每 个 元 素 都 是 不 超过 100 的 正 整数 ， 


(2) 对 于 《中 任意 两 个 不 同 的 元 素 e,5 ,都 存在 中 的 元 素 c ,使 得 a 与 c 的 最 大 公约 数 等 于 1, 并 且 
b 与 c 的 最 大 公约 数 也 等 于 1; 

(3) 对 于 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 a ,5 ,都 存在 5 中 异 于 a ,5 的 之 素 d ,使 得 a 与 4 的 最 大 公约 数 大 
于 1, 并 且 b 与 d 的 最 大 公约 数 也 大 于 1 

【分 析 】 (1) 常规 解决 离散 最 值 的 基本 模式 为 其 一 完成 n < a, 其 二 论证 "=" 成立 ,但 是 具体 问题 
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要 具体 分 析 , 这 个 例题 的 第 一 步 我 们 可 构造 一 个 满足 条 件 的 集合 ,并 且 可 算出 5 中 元 素 的 个 数 = 72, 这 
相当 于 完成 了 基本 模式 的 第 二 步 , 然 后 为 了 说 明 72 是 所 求 的 最 大 值 ,这 个 例子 的 第 二 步 是 证 明 集合 《 
中 元 素 个 数 不 会 超过 72. 这 相当 于 基本 模式 中 的 第 一 步 .这 样 处 理 同样 可 达到 基本 模式 中 的 两 步 要 求 . 

(2) 解决 这 个 题目 有 两 个 关键 ,其 一 是 构造 出 满足 题目 三 个 条 件 的 集合 5; 其 二 是 运用 条 件 (2) , (3) 
证 明 《 的 元 素数 目 不 会 超过 72. 

解 :答案 是 72 

将 不 超过 100 的 每 个 正 整数 n RR 

n = 20 - 3 + 59 .7o + 11% + q 
其 中 q 是 不 能 被 2,3,5,7,11 整除 的 正 整数 ,ai ,a2,a3,a4,as 为 非 负 整数 . 

我 们 选取 满足 条 件 :al,a2,a3,a4,as 中 恰 有 1 个 或 2 个 非 零 的 那些 正 整数 组 成 集合 S, 即 S 中 包括 ; 

D50 个 偶数 2,4,6,……,98,100, 但 除去 2x 3X5,22?x3x5,2x3 x5,2x3x7,22x3x7,2x 
5x7,2x3xll 这 7 个 数 ; 

@3 的 奇数 倍 :3 x 1,3 x 3,…,3 x 33 共 17 个 数 ; 

图 最 小 素 因子 为 5 的 奇数 :5x 1,5 x 5,5 x 7,5 x 11,5 x 13,5 x 17,5 x 19 共 7 个 数 ; 

Q) 最 小 素 因 子 为 7 的 奇数 :7 x 1,7x7,7x11,7x13 共 4 个 数 ; 

回 素数 11. 

从 而 《 中 总 共有 (50 - 7) +17 +7+4+1 = 72 个 数 

下 面 证 明 如 此 构造 的 《 满足 题 述 条 件 . 

条 件 (1) 显然 满足 . 

对 于 条 件 (2) ,注意 在 [a ,5b] 的 察 因子 中 至 多 出 现 2,3,5,7,11 中 的 4 个 数 , 记 某 个 未 现 的 素数 为 p， 
显然 请 E《, 并 且 

(p.a) < (p.[a,b])) = 1 

(p.b) < (p,la,b]) = 1 

于 是 , 取 c = 户 即 可 . 

对 于 条 件 (3), 当 (a,5) = 1 时 , 取 a 的 最 小 素数 因子 p Mo 的 最 小 素 因 子 g, 易 见 pq E p,q 
€ 12,3,5,7,111 ,于 是 ,pg € (OR 

(Paa) > p> 1,(pq.b)2 q>1 
a,b 互 质 保证 了 pq 异 于 a,b, 从 而 , 取 c = pq 即 可 . 

H (a,b) = e> 1 时 , 取 思 为 e 的 最 小 素 因 子 ,gq 为 满足 g 人 [a,b] HRA, BR p+ aE p, 
q € 12,3,5,7,11| ,于 是 ,pq € 5, 并 且 

(P.a) >(p,a)=p>1 

(0q.b)2 (p,b) = p>1 
qatlab] 保证 了 pq 异 于 a,5, 从 而 , 取 d = pq 即 可 . 

下 面 证 明 "任意 满足 题 述 条 件 的 集合 《 的 元 素数 目 不 会 超过 72” 

BRIGE 

对 于 任意 两 个 大 于 10 的 质数 p,q. 因 为 与 p,q 均 不 互 质 的 数 最 小 是 pg ,已 大 于 100. 

据 条 件 (3) 知 ,10 与 100 之 间 的 21 个 质数 11,13,…,89,97 中 最 多 有 一 个 出 现在 ¢ 中 , 记 除 1 和 这 21 
个 质数 外 的 其 余 78 个 不 超过 100 的 自然 数 构成 集合 工 ,我 们 断言 工 中 至 少 有 7 个 数 不 在 中 ,从 而 《中 
最 多 有 78 - 7+ 1 = 72 个 元 素 . 

(i) 当 有 某 个 大 于 10 的 质数 户 属于 5 时 ,5 中 所 有 各 数 最 小 素 因子 只 可 能 是 2,3,5,7 和 户 ,运用 条 件 
(2) 可 得 出 以 下 结论 : 

@ 若 7pE, 用 2x3x5,22x3x5,2x 子 x5 与 7 力 包 括 了 所 有 的 最 小 素 因 子 , 故 由 条 件 (2) 知 ， 
2x3x5,2 x3x5,2x32x56 ti 7p6& CHER 2x7p > 100, 而 p E 5, 故 由 条 件 (3) 知 7x 1， 
7x7,7xll7x13E5 
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@#5p€ 5 则 2x3x7,22x3x7TE85 若 Sb 所 5 则 5x15x5 所 5 

@2x 5x7 5 3p 不 同属 于 

@2 x 3p 与 Sx7 不 同属 于 5 

回 若 5p,7p & t.MLS >x 7 € t 

X p = 11 或 13 时 ,由 外 ,@,@\@ 可 分 别 得 出 至 少 有 3,2,1,1 个 丁 中 的 数 不 属 于 ¢, 合 计 7 个 ; 当 
p = 17 或 19 时 ,由 D.O.O 可 分 别 得 出 至 少 有 4,2,1 个 中 的 数 不 属 于 ,合计 7 个 ; 当 户 > 20 时 ， 
由 四 ,DG@ 分 别 有 至 少 4,2,1 个 T 中 的 数 不 属 于 #, 合 计 也 是 了 个 . 

Gi) 如 果 没 有 大 于 10 的 质数 属于 《, 则 《中 的 最 小 素 因 子 只 可 能 是 2,3,5,7. 于 是 ,下 面 7 对 数 中 的 
每 对 都 不 能 同时 在 《 中 出 现 ， 

(3,2xSx7),(5,2x3x7),(7,2x3x5),(2x3,5x7),(2x5,3x7),(2x7,3x5)(22X7,32 
x5) 

Am, T 中 至 少 有 7 个 数 不 在 中. 

综 上 所 述 ,本 题 的 答案 为 72 

【评注 】 本 题 5 所 满足 的 条 件 是 属于 数论 的 内 容 ,证 明 所 构造 的 集合 《 满足 题 中 条 件 要 用 到 数论 
的 知识 ,在 证 明 《 的 元 素数 目 不 会 超过 72 的 过 程 中 也 用 到 数论 的 简单 知识 .但 又 由 于 本 题 所 求 的 极 值 
问题 在 结构 上 属于 组 合 中 的 离散 极 值 问题 ,因此 本 问题 属于 “组 合 数论 ”问题 . 
2." 特 殊 ”分 析 

判断 问题 的 一 些 特殊 情形 是 否 满足 条 件 , 再 估计 满足 条 件 的 最 大 (a) 值 . 

例 4 〈1990. 中 国 国家 集训 队 选 拔 考试 题 ) 平面 上 任 给 七 点 ,过 其 中 共 圆 的 四 点 作 圆 , 问 最 多 能 作 
几 个 不 同 的 贺 ? 

解 : 设 AD .BE .CF 是 锐角 公 ABC 的 三 条 高 ,所 为 重心 (如 图 下 -6-9- 1) 则 过 ABC.DEF、 
电 这 七 点 中 的 四 点 作 圆 , 共 可 作出 六 个 不 同 的 圆 , 故 所 求 的 最 大 值 不 小 于 6. 

下 面 用 反 证 法 来 证 明 所 求 的 最 大 值 就 是 6. 如 果 过 七 个 已 知 点 能 作出 七 个 不 同 的 四 点 圆 , 则 七 点 中 
的 每 点 都 恰 在 四 个 圆 上 ,这 是 因为 

(1) 过 两 个 固定 点 的 圆 至 多 两 个 ; 

(2) 过 一 个 固定 点 的 圆 至 多 四 个 ; 

(3) 每 加 上 有 四 点 ,七 圆 上 共有 28 个 点 (包括 重复 计算 ) ,但 由 (2) 知 每 点 至 多 在 四 个 圆 上 ,因而 七 点 
中 每 点 都 恰 在 四 个 圆 上 . 


WI -6-9-1 mI -6-9-2 


设 七 点 为 A,B,C,D,E,F,G, 以 G 为 中 心 进行 反 演变 换 , 变 为 圆 , 设 除 G 外 其 余 六 点 的 像 点 分 别 
为 A,B,C,D,E,F( 图 了 -6-9-2) 这 六 点 中 的 任何 四 个 点 要 共 贺 ,四 点 中 的 任何 三 点 都 不 能 共 
线 , 故 三 个 四 点 圆 只 能 是 ABDTF' ,BCETF' 和 ACTD ,但 D° E AACE 之 内 ,当然 不 能 共 圆 , 矛 
盾 . 从 而 证 明了 所 求 的 最 大 值 为 6. 

AS (第 21 届 俄罗斯 数学 竞赛 ) 开头 100 个 自然 数 按 某 种 顺序 排列 ,然后 按 每 连续 三 项 计算 和 数 ， 
得 到 98 个 和 数 ,其 中 为 奇数 的 和 数 最 多 有 几 个 ? 
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解 :首先 ,98 个 和 数 不 可 能 都 是 奇数 ,否则 ,这 100 个 自然 数 的 排列 顺序 只 能 是 下 列 情况 之 一 : 
(1) 奇 奇 奇 奇 …; 
(2) 奇偶 偶 奇 偶偶 
(3) 偶 奇 偶偶 奇偶 
(4) 偶偶 奇偶 偶 奇 =. 

这 四 种 情况 与 100 个 连续 自然 数 矛 盾 ,而 把 1 一 100 个 自然 数控 如 下 顺序 排列 
奇偶 偶 奇 偶偶 …… 奇偶 偶 奇 奇 …… 奇 

— mamara — 


ssrasoran 5 

可 得 到 97 个 奇数 , 故 和 数 为 奇数 的 最 多 为 97 个 . 
3. 逻辑 分 析 

对 组 合 最 值 问题 的 条 件 和 结论 进行 逻辑 分 析 ,估计 并 构造 最 大 (小 ) 值 的 情形 . 

例 6 (1996. 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ) 平 面 上 给 定 个 点 A1,A2,……,An(n S3) ,任意 三 点 不 共 线 ， 
由 其 中 个 点 对 确定 k 条 直线 ( 即 过 & 个 点 对 中 的 每 一 点 对 作 一 条 直线 ) ,使 这 上 条 直线 不 相交 成 三 个 顶 
点 都 是 给 定点 的 三 角形 , 求 的 最 大 值 . 

解 : 设 过 点 对 A1,A2 的 直线 为 /, 则 A1 ,A 不 能 同时 与 其 余 n - 2 个 点 中 的 任意 一 点 连结 , 即 过 Al 
或 A; 的 直线 至 多 只 有 n - 1 条 (包括 1) 


同 理 ,对 A3,A4,…,An 这 n - 2 个 点 而 言 ,过 A3 R A, 的 直线 至 多 只 有 n - 3 条 ， 
k<(n-1)+(n-3)+ 


所 以 


x 
. 14 (n 为 偶数 ) 
n-i (n 为 奇数 ) 
4 
另 一 方面 ,把 n 个 豆 分 成 两 组 :n 为 偶数 时 ,每 组 号 个 点 in 为 奇数 时 ,一 组 了 于 1 个 点 , 另 一 组 


了 二 1 个 点 .然后 ,把 第 一 组 的 每 一 点 与 第 二 组 的 任 一 点 连 成 的 村 或 一 二 条 直线 ,这 些 直线 显然 不 相 
交 成 三 个 顶点 都 是 给 定点 的 三 角形 . 


2 


n 
4 (n 为 偶数 ) 
# -li (n 为 奇数 ) 
4 
例 7 (1993. 中 国 数学 奥林匹克 ) 10 人 到 书店 买书 ,已 知 
O 每 人 都 买 了 三 种 书 ; 


(2) 任何 两 人 所 买 的 书 中 ,都 至 少 有 一 种 相同 . 

问 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 最 少 有 几 个 人 购买 ? 

解 : 设 其 中 甲 买 了 三 种 书 , 因 他 与 其 余 9 人 中 每 人 都 至 少 有 一 种 书 相同 ,所 以 , 甲 的 三 种 书 中 ,购买 
人 数 最 多 的 一 种 书 不 少 于 4 人 购买 . 

若 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 有 4 人 购买 , 则 甲 的 三 种 书 均 为 4 人 购买 ,其 他 9 人 的 每 种 书 也 均 有 4 人 
购买 .因而 ,10 人 买书 的 总 数 是 4 的 倍数 , 即 41 30, 矛 盾 , 于 是 ,购买 人 数 最 多 的 一 种 书 至 少 有 5 人 购买 . 

考虑 下 面 的 购买 方式 : 
{B1 , B2; B3} , | B1 , B2, B3} , | B2, B3; Bs}, | B1, B3, Bel, | B1, B4, Bs}, B2, Bs, Bel , | B3, B4, Bs}, 1B;, 
Bs, B6} | B2, Bs, B6! , | B3, B4, Be} 

可 知 ,购买 人 数 最 多 的 一 种 书 最 少 有 5 人 购买 . 

例 8 〈1999. 第 40 届 IMO 预选 题 ) 将 1 到 nz 这 n? 个 自然 数 随机 地 排列 在 n x n 的 正方 形 方 格 内， 
其 中 之 2, 对 于 在 同一 行 或 同一 列 中 的 任 一 对 数 ,计算 较 大 的 数 与 较 小 的 数 之 比 ,这 n2 (n - 1) 个 分 数 
中 的 最 小 值 称 为 这 种 排列 的 “特征 值 ”, 求 "特征 值 ”的 最 大 值 . 
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解 :首先 证明, 对 任 一 排列 A ,其 特征 值 C(A) < EHMK n PARM- n+ 1n? -n 

+2,…,n? - 1,mz 中 有 两 个 在 某 行 或 某 列 中 , 则 
cE < 

其 中 a,b 分 别 是 这 行 或 列 中 的 最 大 数 , 且 a > ,如 果 所 有 这 个 大 数 在 不 同 的 行 和 列 中 , 当 它们 中 的 
一 个 数 与 2 n 在 同一 行 或 同一 列 中 时 ,有 

c< a <l. nti 
其 中 a 95552 n 在 同一 行 .同一 列 中 的 两 个 最 大 数 中 的 较 小 的 一 个 . 

对 于 排列 


_ ji+nG-i-1) 当 i<j 时 
itn(n-itj-l) 当 ;i 二 了 时 
则 C(A) =H 
事实 上 ,在 同一 行 的 任意 两 个 数 的 差 是 n 的 信 数 ,所 以 
EP 
aj a; aj; aç 


在 第 一 列 ,可 得 公差 为 4 = n - 1 的 等 差 数列 
n<(n-1)+n<(n-1)+2n<-:<2+(n-2)n<S1+(n- Dn 
于 是 ,可 得 
和 -1+ 过 、_ Lt nd nt 
a, 1l+khd” 1+(n- Dd - 
H n = 2 时 ,最 后 的 一 个 等 号 成 立 . 
在 等 j= 2,…,n 一 1 列 ,从 小 到 大 排列 为 
j-1lj-2+nj-3+2n,,1+ (j - 2)" 
n+(j- n, + (n - 1)n 
其 中 前 j - 1 项 为 公差 为 d = n — 工 的 等 差 数列 ,后 n — j + 1 项 仍 为 公差 为 d = n - 1 的 等 差 数列 ,第 
j 项 与 第 j - 1 项 的 差 为 2n - 1. 于 是 ,可 得 
A +i- gati 
ay Pj+l+(n-2)n? n 
当 j = n 一 1 时 ,最 后 的 一 个 等 号 成 立 . 


在 第 ， 列 , 当 ， >> 3 时 ,2 > 二 > al 


n 


+1 
因此 ca) =+ 


4. 整体 分 析 

根据 离散 最 值 问题 的 结构 ,从 整体 上 分 析 满足 题目 条 件 必 须 达到 的 状态 ,再 估计 或 构造 最 大 (小 ) 
值 的 情形 . 

例 9 (1997. 上 海 市 高 中 数学 竞赛 ) 设 5 = 11,2,3,4| ,n 项 的 数列 :gq1,9，,…,q, 有 下 列 性 质 ,对 于 
《的 任何 一 个 非 空子 集 B(B 的 元 素 个 数 记 为 1 B |) ,在 该 数列 中 有 相 邻 的 1 B | 项 恰好 组 成 集合 BR 
n 的 最 小 值 . 

解 :首先 ,5 中 的 每 个 数 在 数列 qi ,gq2,…,q。 中 至 少 出 现 2 次 ,否则 ,由 于 含 某 个 数 的 二 元 子 集 共 有 3 
个 ,但 在 数列 中 含 这 个 数 的 相 邻 两 项 至 多 只 有 两 种 取 法 ,因此 n > 8 

又 8 项 数列 :3,1,2,3,4,1,2,4 恰 好 满足 条 件 , 故 ”的 最 小 值 为 8 

例 10 《1997. 全 国 高 中 数学 联赛 ) 在 100 x 25 的 长 方形 表格 中 每 一 格 填 人 一 个 非 负 实数 ,第 ; 行 第 
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JIRA REA r CAR 1, 然 后 ,将 表 1 每 列 中 的 数 按 由 大 到 小 的 次 序 从 上 到 下 重新 排列 为 zu > 
zy =: > xio0, 记 为 表 2 


求 最 小 的 自然 数 人 ， mnsa qat mansa Š, z SIG = 1,2,07,100), 04 i >k ER F 


就 能 保证 : Ss 三 1 成 立 . 


解 :首先 ,考虑 表 1 中 有 一 行 x,z。,…,z。。 必 在 表 2 中 前 几 项 ,因为 100 x 24 = 2400, 而 97 x 25 
= 2425, 可 知 , 表 1 中 必 有 一 行 在 表 2 的 前 97 项 出 现 
所 以 , 当 i 关 2 时 ,zi 入 zj < ay (j = 1,2,…,25) 


a 
故 当 i 宇 97， P< >z. <1 
= 


另 一 方面 , 取 
f (4G -1)+1<j<4j) 
动 =11 
ol GRH i) 
z 
Q = 12,…,25), 这 时 ?zi = 1G = 1,2,…,100) 
名 


Tie -fa (1<i< 9 = 1,2,25) 
0 (97<;<10) 
有 =3x4 >11 <i <96) 
故 > 97,8 k 的 最 小 值 为 97 
5. 综合 分 析 
解决 离散 最 值 问题 ,往往 需要 多 种 策略 综合 运用 ,才能 对 最 值 作出 准确 判断 


例 11 (1991. 第 32 届 IMO) 设 S= 11,2,3,…,280| , 求 最 小 的 自然 数 ,使 得 S 的 每 个 有 n 个 元 
素 的 子 集 都 含有 5 个 两 两 互 素 的 数 . 
【分 析 】 在 完成 第 一 步 n > a, 即 对 n 的 最 小 值 a 作出 估计 判断 的 问题 上 ,可 首先 从 2,3,5,7 的 倍 
数 集合 人 手 ,构造 四 个 倍数 集 ,再 根据 容 斥 原理 和 抽 层 原理 ,得 a — 217; 在 第 二 步 证 明 等 号 成 立 的 问题 
上 ,要 构造 使 得 其 中 每 两 个 元 素 都 互 素 的 六 个 集合 ,再 利用 抽 导 原理, 证明 217 个 元 素 的 子 集中 都 含有 5 
个 两 两 互 素 的 数 , 即 说 明 等 号 成 立 , 从 而 解决 问题 . ` 
解 : 设 A, = Ikik € t.21 kl 
A, = lk lk € t,31 kl 
As= Ik1k € t.51k| 
A, = |k 1k € t.7 k] 


m iai [型 ]=10 ai [2] o 


1a, 1= [22]= s6 1441= [20] 40 
iana |[295]=4 ana = [28.]- 28 
IA N A4 I=20, | A2 N A31= 18, | Az N A, I= 13 
IA QA I=8 IA azn ha1= [295] 
1ANANA l=6,1A NA NA!=2, 
1ANANAsl=2,1ANANANA =1 
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9 


由 雁 斥 原理 , 知 
IAI=IA UA; UA UA! 
= (140+93+56+40)-(46+86+20+18+13+8)+(9+6+4+2)-1 
= 216 
对 于 A 中 任意 5 个 元 素 , 根 据 抽 层 原理 , 必 有 两 个 元 素 属于 同一 个 Ai(1 入 ;过 4). 这 两 个 元 素 不 互 
素 , 故 > 216,8 n >7 
另 一 方面 , 令 
B, = MIUI 中 的 率 数 | 
B: = 122,32,52,72,112,1321 
Bs = |2 x 131,3 x 89,5 x 53,7 x 37,11 x 23,13 x 19| 
B, = |2 x 217,3 x 83,5 x 47,7 x 31,11 x 19,13 x 17} 
Bs = |2 x 113,3 x 79,5 x 43,7 x 29,11 x 7} 
Bs = |2 x 109,3 x 73,5 x 41,7 x 23,11 x 13} 
显然 |B, l= 60 B = B, U B; U B; U B; U Bs U Be 
则 1BI=60+6+6+6+5+5= 88 
于 是 1S-Bl=192 


在 《中 任 取 217 个 元 素 , 则 至 少 有 217 - 192 = 25 个 元 素 属 于 B, 这 25 个 元 素 中 至 少 有 |[ 企 ]+1 = 
5 个 元 素 属于 基 个 B.(1< ;过 6), 而 B 中 的 元 素 两 两 互 束 , 即 《中 每 个 有 217 个 元 素 的 子 集 都 含有 5 个 
MERNIK. 

综 上 可 知 ,n 的 最 小 值 是 217 

例 12 〈1999. 第 40 届 IMO 试 题 3) 设 是 一 个 固定 的 正 偶数 ,考虑 一 块 nx n 的 正方 板 , 它 被 分 成 
叶 个 单位 正方 格 , 板 上 两 个 不 同 的 正方 格 如 果 有 一 条 公共 边 ,就 称 它们 为 相 邻 的 ,将 板 上 N 个 单位 正方 
格 作 标记 ,使 得 板 上 的 任意 正方 格 ( 作 上 标记 的 或 者 设 有 作 标记 的 ) 都 与 至 少 一 个 作 上 标记 的 正方 格 相 
邻 .确定 N 的 最 小 值 . 

解 : 设 n = 2k, 首 先 将 正方 板 黑白 相间 地 涂 成 像 国际 象棋 盘 那 样 , 设 (n) 为 所 求 的 N 的 最 小 值 ， 
fen) 为 必须 作 上 标记 的 白 格子 的 最 小 数目 ,使 得 任 一 黑 格子 都 有 一 个 作 上 标记 的 白 格子 与 之 相 邻 . 同 
样 地 ,定义 fa Cn) 为 必须 作 上 标记 的 黑 格 子 的 最 小 数目 ,使 得 任 一 白 格 子 都 有 一 个 作 上 标记 的 黑 格子 与 
之 相 邻 .由 于 ”为 偶数 ,棋盘 "是 对 称 的 , 故 有 

f.) = faln) bd 

fln) = faln) + faln) Mabaa adh 

为 方便 起 见 ,将 “棋盘 " 按照 最 长 的 黑 格 子 对 角 线 水 平 放置 , 则 GotIT 
各 行 黑 格 子 的 数目 分 别 为 2,4,… ,2k,… ,4,2 1) 

ERA 4i -2 个 黑 格 子 的 那 行 下 面 ,将 奇数 位 置 的 白 阁 子 作 上 也 P 亿 他 他 
标记 , 当 该 行 在 对 角 线 上 方 时 ,共有 2i 个 白 格 子 作 上 了 标记 ( 见 图 POD 
IT -6-9-3(1)) 而 当 该 行 在 对 角 线 下 方 时 ,共有 2i - 1 个 白 格子 作 © 
上 了 标记 ( 见 图 I - 6 - 9 - 3(2)) ,因而 作 上 了 标记 的 白 格子 共有 aiita 

tatter t31 = EREDA) 易 见 这 时 每 个 黑 格子 都 与 一 个 作 上 标记 的 白 格子 相 邻 ， 
故 得 

fl < kG tD 


考虑 这 (二 个 作 上 标记 的 白 格 子 , 它 们 中 的 任意 两 个 没有 相 邻 的 公共 黑 格子 ,所 以 ,至 少 还 需 
mk L) 个 黑 格子 作 上 标记 , 以 保证 这 些 白 格子 中 的 每 一 个 都 有 一 个 作 上 标记 的 黑 格子 与 之 相 
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SAT 
POET an 


# feln) = faln) = ERED 


因此 f(n) = k(k+1) 

关于 组 合 优化 我 们 给 出 如 下 两 个 例题 . 

例 13 (1996. 学 冬令 营 ) 8 位 歌手 参加 艺术 节 ,准备 为 他 们 安排 m 次 演出 ,每 次 由 其 中 4 位 
登台 表演 ,要 求 8 位 歌手 中 任意 两 位 同时 演出 的 次 数 都 一 样 多 ,请 设计 一 种 方案 ,使 得 演出 的 次 数 m 最 
P. 

【分 析 】 这 种 类 型 的 题 通常 是 通过 各 种 手段 确定 m 的 范围 ,再 构造 出 满足 题 意 的 最 小 m 的 方案 . 

解 : 设 任意 两 位 歌手 都 同时 演出 r 次 ,有 

6m = må = reĝ = 28r 

3m = 14r 

由 此 可 知 3 | r, 因 而 -二 3,m > 14 

下 面 构造 一 种 演出 程序 ,说明 m = 14 是 可 实现 的 : 

11,2,3,41,15,6,7,8} 

{1,2,5,61,13,4,7,8} 

11,2,7,8|,13,4,5,6| 

11,3,5,71,14,2,6,8! 

1,3,6,8] ,11,4,6,71 

12,3,5,8| 

可 见 , 满 足 条 件 的 演出 的 最 小 场 数 是 14. 

例 14 A、B、C 三 国 进行 围棋 括 台 赛 ,每 队 9 人 ,规则 如 下 :每 场 由 两 队 各 出 1 人 比赛 , 胜 者 守 撒 , 负 
者 被 淘汰 ,并 由 另 一 队 派 1 人 攻 播 ,首先 由 A.B 两 队 各 派 1 人 开始 比赛 并 依次 进行 下 去 , 若 有 某 队 9 人 
已 全 部 被 淘汰 , 则 剩 下 的 两 队 继续 比赛 ,直到 又 有 一 队 全 部 被 淘汰 为 止 ,最 后 一 场 比赛 的 胜 者 所 在 队 为 
冠军 队 . 回答 以 下 和 问题 并 说 明理 由 : 

(1) 冠军 队 最 少 胜 多 少 场 ? 

(2) 如 果 比 赛 结束 时 ,冠军 队 胜 了 11 场 ,那么 整个 比赛 最 少 进行 多 少 场 ? 

【分 析 】 由 于 C 队 最 后 出 场 , 则 C 队 获 冠军 可 少 胜 一 场 , 则 应 让 C 队 成 为 冠军 队 ,题目 两 问 均 要 求 
所 胜 场 数 的 最 小 值 , 即 设计 出 最 有 利于 C 队 获胜 的 情况 即 可 . 

解 :(1) 冠军 队 最 后 获胜 时 , 另 两 队 的 18 人 已 全 部 被 淘汰 出 局 ,由 于 C 队 最 后 出 场 ,因而 C 队 获 冠 军 
时 可 以 少 胜 一 场 ,所 以 冠军 队 应 是 C 队 . 

为 使 C 队 胜 场 最 少 ,需要 A.B 队 尽 可 能 多 地 互相 淘汰 出 局 . 

按 比 赛程 序 可 知 ,A、B 两 队 互 赛 淘汰 出 局 的 每 相 邻 两 人 之 间 必 有 1 名 C 队 成 员 被 淘汰 出 局 . 又 由 
于 C 队 至 多 被 淘汰 8 人 , 故 A、B 两 队 互 赛 淘汰 出 局 的 人 数 至 多 9 人 ,而 共 需 要 淘汰 A.B 队 的 18 人 ,所 
以 C 队 至 少 胜 9 场 . 

另 一 方面 ,如 果 A, 战胜 B,C, B2, C2, , Bs, Ca, Bo, 接着 Co 全 胜 A 队 9 人 , 则 C 队 获 冠军 且 
恰 胜 9 场 . 

综 上 可 知 ,冠军 队 最 少 胜 9 场 . 

(2) 冠军 队 共 胜 11 场 , 则 A.B 两 队 的 18 人 中 有 11 人 负 于 冠军 队 成 员 ,而 剩 下 的 7 人 则 是 A、B 互 
赛 而 淘汰 出 局 的 ,从 而 C 队 至 少 有 6 人 被 淘汰 出 局 ,至 少 共 赛 11 + 7+ 6 = 24 场 比赛 . 

另 一 方面 ,如 果 A, 依次 战胜 Bi,Ci, Bz,Cz,……,B6,C6,B), 然 后 C, 依次 战胜 A, , Bs, A2, Bo, 

As, As Ao D) C 队 共 胜 11 场 取得 冠军 ,而 整个 比赛 共 赛 了 24 场 . 
综 上 可 知 ,整个 比赛 最 少 进行 24 场 . 


Page EZE 


99.3 ”针对 性 训练 


A 组 


1.(1991. 
周 上 , 问 有 鸟 最 多 


学 奥林匹克 题 3) 地 上 有 100 只 小 鸟 在 吸食 ,其 中 任意 5 只 鸟 中 至 少 有 4 只 在 一 个 贺 
一 个 圆圈 上 最 少 有 几 只 鸟 ? 


2.( 第 三 十 三 届 (1992 年 ) 国际 数学 奥林匹克 题 3, 本 题 由 中 国 提供 ) 给 定 空间 中 的 9 个 点 ,其 中 任何 
4 点 都 不 共 面 , 在 每 一 对 点 都 连 着 一 条 线段 , 试 求 出 最 小 的 n 值 ,使 得 将 其 中 任意 ”条 线段 中 的 每 一 条 
任意 地 染 为 红 、 蓝 二 色 之 一 ,在 这 几 条 线段 的 集合 中 都 必然 包含 有 一 个 各 边 同色 的 三 角形 . 


3.(1993. 中 国 数学 奥林匹克 (第 八 届 数 学 冬令 营 ) 题 5) 10 人 到 书店 买书 ,如 果 已 知 
(1) 每 人 都 买 了 三 本 书 . 
(2) 任 二 人 所 买书 中 都 至 少 有 一 本 相同 , 问 最 受 欢迎 的 书 (购买 人 数 最 多 者 ) 最 少 有 几 人 购 得 ?为 什 


么 ? 


4.( 第 三 届 (1993 年 ) 澳门 数学 奥林匹克 第 三 轮 题 5) 某 市 发 出 车 牌号 码 均 由 6 个 数字 (从 0 到 9) 组 
成 ,但 要 求 任意 2 个 车 牌 至 少 有 2 位 不 同 (如 车 牌 038471 和 030471 不 能 同时 使 用 ). 试 求 该 市 最 多 能 发 出 
多 少 个 不 同 车 牌 并 证 明 . 


5.( 第 二 十 五 届 (1993 E) 加 拿 大 数学 奥林匹克 题 4) 若干 个 学 校 参 加 网 球 比赛 ,同一 学 校 之 间 的 选 
手 不 比赛 ,每 两 个 学 校 的 每 两 个 选手 都 要 比赛 一 场 . 在 两 个 男孩 或 两 个 女孩 之 间 进 行 的 比赛 称 为 单打 ; 
一 个 男孩 和 一 个 女孩 之 间 的 比赛 称 为 混合 单打 . 男孩 的 人 数 与 女孩 的 人 数 至 多 相差 1. 单 打 的 场 数 和 混 
合 单打 的 场 数 也 至 多 相差 1. 问 有 奇数 个 选手 的 学 校 至 多 有 几 个 ? 


6.( 第 十 九 届 (1993 年 ) 全 俄 数学 奥林匹克 十 年 级 二 试题 7) 用 水 平和 垂直 的 直线 网 把 一 块 正 方形 黑 
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板 分 成 边 长 为 1 的 n? 个 小 方 格 ,试问 对 于 怎样 的 最 大 自然 数 ,一 定 可 以 选 出 n 个 小 方 格 ,使 得 任意 面 
积 不 小 于 n 的 矩形 中 都 至 少 包含 有 上 面 选 出 的 一 个 小 方 格 ?( 和 矩形 的 边 是 沿 着 直线 网 的 ) 


7. 设 n,kEN 且 过 n 并 设 S 是 含有 n 个 互 异 实数 的 集合 , 设 工 是 所 有 形 如 zl + zz+ + x 的 
实数 的 集合 ,其 中 rir, ES 中 的 太 个 互 异 元 素 ,求证 工 至 少 有 A(n - k) + 1 个 互 异 的 元 素 . 


8. (第 十 二 届 (1994 年 ) 美国 数学 洲 请 赛 题 12) 一 块 用 栅栏 围 成 的 长 方形 的 土地 大 小 为 24m x 52m, 
一 位 农业 科技 人 员 欲 将 这 块 土地 从 内 部 分 割 为 一 些 全 等 的 正方 形 试验 田 . 要求 这 块 土地 全 部 被 划分 而 
且 分 割 成 的 正方 形 的 边 与 土地 的 边界 平行 .试问 若 有 1994m 机 栏 , 最 多 可 将 这 块 土地 分 成 多 少 块 正方 
形 试验 田 ? 


9.(1997. 江 苏 省 高 中 数学 竞赛 题 5) 已 给 集合 S = 11,2,3,…,19971,A = lai,aa,…,atl 是 S 的 
子 集 ,具有 下 述 性 质 ;“A 中 任意 两 个 不 同 元 素 之 和 不 能 被 117 整除 .” 试 确定 的 最 大 值 .并 证 明 你 的 结 
论 . 


10.(1997. 日 本 数学 奥林匹克 预选 赛 题 2) 在 平面 上 画 出 30 条 不 同 的 线段 时 ,线段 的 不 同 端点 数 至 
少 有 几 个 ? 


B 组 


1. 在 nx n 方 格 纸 的 每 一 方 格 中 填 人 一 个 数 ,使 得 每 一 行 和 每 一 列 都 成 等 差 数列 ,这 样 填 好 数 的 方 
格 纸 称 为 一 个 等 差 密码 表 , 则 称 这 些 方 格 的 集合 为 一 把 钥匙 ,该 集合 中 的 格子 数 称 为 钥匙 的 长 度 . 

(1) 求 最 小 的 自然 数 S, 使 得 在 x x n FERC > 4) 中 任 取 S 个 方 格 都 组 成 一 把 钥匙 ; 

(2) 求 最 小 的 自然 数 ,使 得 在 n x nn 方 格 纸 (n > 4) 两 条 对 角 线 上 任 取 :个 方 格 都 组 成 一 把 钥匙 . 


2. B aiaz, an 是 任意 10 个 两 两 不 同 的 正 整数 ,它们 的 和 为 1995, 试 求 : 


aiaz + azas + … + agay + aya) 的 最 小 值 . 
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3.21 人 参加 一 次 考试 ,试卷 共有 15 道 是 非 题 ,已 知 每 两 人 答对 的 题 中 至 少 有 1 道 是 相同 的 .问答 对 
人 数 最 多 的 题 最 少 有 多 少 人 答对 ?请 说 明理 由 . 


4. 设 M = 12,3,4,…,1000| , 求 最 小 的 自然 数 ,使 得 M 的 任何 =” 元 子 集中 都 存在 3 个 互 不 相交 
的 4 元 子 集 S,T,U 满足 下 列 三 个 条 件 : 

(1) 对 于 S 中 任何 两 个 元 素 , 大 数 都 是 小 数 的 倍数 ,对 于 T 和 LU 也 同样 的 性 质 ; 

(2) 对 任何 s € S 和 + € T, 都 有 (s,t) = 1; 

(3) 对 任何 s € S 和 wu € U, 都 有 (s,u) > 1. 


5, 设 S = |1,2,…,98|, 求 最 小 自然 数 ,使 得 S 的 任 一 n 元 子 集中 都 可 以 选 出 10 个 数 ,无 论 怎样 
将 这 10 个 数 均 分 成 两 组 ,总 有 一 组 中 存在 一 个 数 与 另外 4 个 数 都 互 质 ,而 另 一 组 中 总 有 一 个 数 与 另外 4 
个 数 都 不 互 质 . 


6.n(n > 5) 支 足球 队 进 行 单 循环 赛 ,每 两 队 赛 一 场 , 胜 队 得 3 分 , 负 队 得 0 分 ,平局 各 得 1 分 ,结果 
取得 倒数 第 3 名 的 队 得 分 比 名 次 在 前 面 的 队 都 少 , 比 后 两 名 都 多 ; 胜 场 数 比 名 次 在 前 面 的 队 都 多 , 却 又 
比 后 两 名 都 少 , 求 队 数 n 的 最 小 值 . 


7. 某 乒乓 球 俱乐部 组 织 交流 活动 ,安排 符合 以 下 规则 的 双打 赛程 表 , 规 则 为 

(i) 每 名 参加 者 至 多 属于 两 个 对 子 ; 

(i) 任意 两 个 不 同 对 子 之 间 至 多 进行 一 次 双打 . 

Cii) 凡 表 中 同属 一 对 的 两 人 就 不 在 任何 双打 中 作为 对 手相 遇 . 

统计 各 人 参加 的 双打 次 数 ,约定 将 所 有 不 同 的 次 数组 成 的 集合 称 为 " 赛 次 集 ” 

给 定 由 不 同 的 正 整 数组 成 的 集合 A = laa al ,其 中 每 个 数 都 能 被 6 整除 ,试问 最 少 必须 有 
多 少 人 参加 活动 , 才 可 能 安排 符合 上 述 规则 的 赛程 表 ,使 得 相应 的 赛 次 集 恰 为 A .请 证 明 你 的 结论 . 


8. WA = (al,az,…,az0l) 是 一 个 正 整数 序列 ,mm 为 3 元 子 序列 (ai aja) 的 数目 ,其 中 1< i < 
j < k<2001, BWE aj = a; + 1 Ë a, = ai+1. 考 虑 所 有 这 样 的 序列 A, 求 m 的 最 大 值 . 


参考 答案 


Be wm a 


第 一 章 ”重要 不 等 式 


A 组 


， 提示 : 右 / 左 再 用 A，C 不 等 式 立即 得 证 . 
, 提示 (1) 右边 用 A G 不 等 式 ,左边 用 a * an-4+1 三 alan- 


提示 (2) 利用 A - G 不 等 式 和 恒等式 . 
d S\ Att dy oe 
D2 DM pC 和 1)< 有 边 


a ar 


. 简 证 :右边 -左边 = D (和 -rriz )- ña- a 


l+a-a 


=- $g- Staa fa - a) 


Falta- a) 
a(l 
= D AEE- ata- a) JU- a) 
š a(l- ai) lta-atn-1-(a-a)) 
al-( n )] 
=0 


>= 


.提示 :利用 À ` G 不 等 式 . 
.提示 :注意 938 1 + gy > 2ta -oky 等 等 . 


提示 :利用 柯 西 不 等 式 . 


.提示 : 设 a b, — c = d (d, > 0,i = 1,2,…,n), 则 由 柯 西 不 等 式 


(Da) Bo) Vah} = > > Vab ` Jap 
rr > E Elo + ad) 
= (Da? + (274: 

UPa Da > PAIRE <i <a = th. 

等 号 成 立 当 目 仅 当 o = a 2 


bi = b2 = = baici = ca = 


.答案 :(1)3W5 -1 DF 
ER: Ca + 地 +) 


10. ME: A: C 不 等 式 ,得 


rer 
Sjan (Dyan) 
将 以 上 n 个 不 等 式 相 加 ， 得 证 . 


1. 简 证 :由 A 组 10 题 的 结论 ,有 
i 
pa D Very IOP) > Dla). 
名 如 ` `S 各 各 
Ne O 


Tr 
(Ho) Da 4 
n i t t 
e kb-m- 
>X y 
= 
由 以 上 两 式 立即 得 证 . 


2. 简 证 :由 切 比 雪夫 不 等 式 ,得 


3. 提示 : 仿 上 题 . 
4. 提示 :利用 A 组 题 10 或 函数 f(z) = In(e + e) 的 下 凸 性 . 
5. 提示 :利用 切 比 雪夫 不 等 式 . 
6. 解 :由 于 a,b,c € R*, 所 以 有 a?+b 之 2ab, 即 a?+ b? — ab > ab. 
从 而 得 a3 + b) = (a + b)(a2?2 + bab)>ab(a+b) 
FIM a’ + T RE +c), b? + 22 be(b + c) 
于 是 PTa tara er 
< 


1 1 TA 
EE EOT EDIE ry el 


7. 解 : 令 a = Pe = 六,c = RH z,y,z 为 正 实数 , 则 原 不 等 式 变 为 
(z - y+ z)(y- z + z)(z - z + y) < zz 
记 :z = rz-y+tz,u=y-z+zrae =m z-r+y 
因为 这 三 个 数 中 的 任意 两 个 之 和 都 是 正 数 ,所 以 它们 中 间 最 多 只 有 一 个 是 负数 . 
如 果 恰 有 一 个 是 负数 ,那么 wo < 0 < ryz 
不 等 式 得 证 . 
如 果 这 三 个 数 都 大 于 0, 那 么 由 算术 平均 一 几何 平均 不 等 式 可 得 


= /(z-y+z)(z- z+) 
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. 提示 : 左 - 右 = Tol 
. 提示 :由 z+ y+ z = 0 可 设 zy > 0, 配 方 即 可 得 证 . 
. 简 解 : 令 zx; = z, = a > 0, 其 它 xx = 0 可 得 a; + aj 之 0. 另 一 方面 ,可 计算 得 : 


SFI(z -y+s)+(y -z+z)] 
z 


同 理 ,Vvw < y, V uu <z 
于 是 uvw < xyz ,不 等 式 得 证 - 


.证明 : 记 ab + bc + ca = u,abc = v, 则 


(z-a)(z-b)Xr-c) = z- zr? - ur- v, 0 
(这 里 记 > fla) = fla) + f(b) + fle): fla) 是 关于 a 的 代数 式 ). 
注意 到 Q) 式 左边 在 z = a,b,c 时 均 为 零 ,所 以 
a? — a? + ua — v = 0,b? - b? + ub - v = 0, - è + uc - v = 0 
于 是 2 = 六 oz -ua+3u 
= (Da -2u - u + 3v 
=1-3u+3v 

又 对 前 面 的 三 个 式 子 分 别 乘 以 ,6,c. 可 知 
> at= Da -uat va 

= (1 -ĝu + 3v) - u(1 -2u) + v 

=1+2u -4u + 4v 
利用 上 述 表示 可 知 
Da)= Dat-2Da+3 

= 1+2u? -4u +2v-2(1-2u) +3 
=2+2u2z+4u 

鉴于 uw 之 0,v 之 0, 可 知 2)(1 - a) 二 2, 等 号 当 且 仅 当 x = v = 0 时 取 到 . 
另 一 方面 , (1 +a) = 1+ 2 a+ 六 w+ abc = 2 + w+v, 所 以 ,为 证 右边 的 不 等 式 ,只 需 证 
明 
22 +36<u © 
HF u -~ 2u? = u(1-2u) = u((D)a) -2u) = wy oz， 
muya >} ul Da)? = $ (lab + be + aa)(a + b +c) 
>Ñ G 72022) Va) = 3abc = 3v 
所 以 @ 式 成 立 , 并 且 易 知 @ 式 当 且 仅 当 a = b = < 或 者 v = v = 0 时 成 立 . 
故 命题 成 立 ,左边 等 量 成 立 的 条 件 为 a,b,c 中 有 两 个 数 为 0, 而 另 一 个 为 1; 右边 等 号 成 立 的 条 件 为 a 
= b= c 或 者 a,b,c 中 有 两 个 数 为 0, 而 另 一 个 为 1. 


第 二 章 不等式 的 基本 方法 与 基本 技巧 


A 组 


|] “0 
Va(b+c) Vc(c+aj 7 


È Daa) - (Dard) = 1 Barta) 20 


= = 
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ps 


.ER:A >0,B>0,C>0 H A? + B? + C < 2(AB + BC + CA) 

+ 简 证 : 原 式 等 价 于 2(azc + b?a + c2b) 22 a?b + c2a + b°c + 3abc. Ñ 2(a2c + b?a + c?b) — a2b 
— ca — 3abc = b(a — c)(b — c) + cla — b)(a — c) — alb - c)(a -— b) > bla - b)(b — c) 
+ cla - b)(b — c) - ala - b)(b - c) 20. 


a 


` 6. 提示 :用 反 证 法 可 推出 1 = 1 1-/(1) ~ g(1) + f(1) + g(0) + f(0) + g(1) - f(0) - g(0) I< 


l1-f()- g(1) 1 +! f(1) + g(0) 1+1 f(0) + g(1) 1+1 f(0) + g(0) 1< 1,#'J8. 
7. 提示 :用 数学 归纳 法 先 证 n € |2" | m € N| 成 立 . 
. 提示 : 先 换 元 ,y = r riami i = 1,2,…,n ,zat = Ziz. = x2, 再 用 数学 归纳 法 证 明 命 
Eyy > 0, 且 yi = LB I == 21. 
B 组 


1. 提示 :右边 可 用 数学 归纳 法 . 

2. 提示 :不 妨 设 1 < at < az < < am < m. UEN XE FIESÉ RUS k< m) A a, + amsi- > 
1( 用 反 证 法 ). 

3. 简 证 : 原 不 等 式 等 价 于 


=Y 
La -0 (去 )< n-l1 

1 š 1 
而 | Ho- A asus 
<3 


= 


a a 
A " - yt z+ (a+ y + 2 
4. MEAE e NA (y+z)(B+7) 全 右边 
5. 提示 :构造 数列 z, = 2C, - Do,y = D, - C,,n € N ç 
6. 提示 :构造 二 次 函数 f(z) = A 2 - 2Br + c, 其 中 左边 不 等 式 的 A = >)a2,B = Jabi, C 
= Da? =- 5a2 p- 1(/MM_ [mm). zi 
可 67; 有 边 不 等 式 的 A = Ja, B H J, mm) Date = Do? 


7, 提示 :构造 二 次 函数 . 


第 三 章 ” 递 推 不 等 式 


A 组 
1. 易 证 P(3) 真 , 设 P(k) 真 , 则 对 一 切 自然 数 m 过 3, 有 
fesa(m) = mf) > (m?)AD > [2(m + 1) AD 
> 2 (m + 1) 
2. 令 a = 1+h(h > 0),W| 
a" = (1+ n)" > Fala - 1)n?(n 222) 
He EE 
Mas sbs ` 
$: a=1+35 < š. . 设 对 一 切 3 过 i < ka; < $w 


EPA. o EFR. SO e — gS m +=“ 
a = Gk + 1k t @ = (z+ Dk + Rl- D $ = 
ai 


PEE ENE ik. 
EAA EE TE 
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5 1 1 二 | 

< 到 [REED+ + 下]+ 直 + 二 +1 

EA 1 £. 35 Lx 3 
=4(4-rhn) <: 5)= 3 

4. 由 ai = aot L = H g atl < a < CT FbBSHRIESI 3 k< 
n +I n 

nAn kra < < 下 


ERG k = n- E tikai 


n+2 


-3 
Sane = Qa ~ ap IK q -1 > 


rj 


6. BE + ti Ka Gi = 1,2,--.n + 1), 
所 以 (r+m)+(r2+mD+…+(m+r) < n(1+ 1) 
7, 证 法 一 : 先 让 n = 1,2 时 ,不 等 式 成 立 ,于 是 ,有 
2 2 2 2 
和 
Types w 


bisi 
>k tartot)? a? layt azti t ak t aa) 
bi t brte + b bini bi + brte + br 


证 法 二 :把 下 面 n 个 易 证 的 不 等 式 
aè „bila tarti +a)? ajla + az + + an) 
bi (bitbrte tb) 7 bitbrt + b, 
相 加 即 得 . 
8. 先 证 明 : 若 m € N, 则 

mè" (m — 1)**1 < (& + 1)mh < (m + I)! mtt! 
再 将 上 述 不 等 式 对 m = 1,2,…,n 求 和 即 得 . 

B 组 


ERRAR Srani = a, M 


= in 


X S+l=S+》 2i De 


Uara ai Tat 
Wa, = taz = t’, a, = "(t > 0), 求 得 


azl d 
S= irt iten 


由 于 lim S(z) = n - 1, lim S(z) = 1, 所 以 ,不 等 式 是 最 优 的 . 
2. 54 n = 4 时 ,有 


(z) + z2 + zs + z4)? — 4(ziza + rots + zsz, + arar) 


= (zi — zz + zs — za): 2: 0 

不 妨 设 z, < li = 1,2,…,n), 则 由 归纳 法 假设 ,有 
(zi + zz + = + za) 22 4(z=izz + rzy t + eea) 
Dd Y (akta q+ y 
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a 


a 


=— 4ziz, + AL Enr, + 4z;r, aa + 2r,,1(z2 + ° + z,-1) 
+ (z, = 221)( Ensi ~ 2z,) 

4717n + 471Tnrl t 4Zenr 

两 不 等 式 相 加 得 


(mi t z + + zea)? 22 4(zuza + ETa + + EnEn H Ensin) 


.对 任意 mE N, 必 有 m € N,ËË n < (m +1)? 一 1, 所 以 


>a sgt i Trs- ) 


TR+I t+- 


< : (2k + 1) S< <s 
> 


. 不妨 设 1 PE 2m +1, 则 

S= Š lx-51=2mr+ (2m -2)z; + (2m — 4)r3+" +2zrm+0° Eme) Em2 
ic。 

4zm+3 一 2mmaz2mt1 


显然 , 当 zi = za = … = zm = lzrni2 = zmt3 = “= zwm=0 时 ,S 取 最 大 值 ,所 以 
S< Sma =2(1+2+ +m) = m(m +1) = [2] 
# n = 2m ,可 类 似 讨论 . 


+. 由 数码 1,2,…,9 组 成 的 位 数 共 9 个 ,其 中 第 一 个 数字 为 i(i = 1,2,…,9) 的 , 共 % 个 ,用 Su 


表示 题 设 和 式 S 中 ,那些 分 母 为 位 数 , 且 第 一 个 数字 为 ; 的 所 有 项 的 和 , 则 
í [ç at 

S. < hi0) 

所 以 


地 
S= DSen t Sa t + S.) 


<( +. + 于) ieg (8) + (g) 
<2.9x10=29 


, 原 不 等 式 等 价 于 


1 1 下 1 1 
erhielt) 
上 面 这 个 不 等 式 显然 成 立 . 


.因为 > ,= 1, 故 由 均值 不 等 式 有 


(T+ zo + zi +“ + T(r + + z.) 


l+ zo + zi t° + z, 
<ltzmtmt-+t= -1 


由 此 即 得 所 求证 的 第 一 个 不 等 式 . 
因为 0 委 zot zitit Kli I Olyn 
故 可 令 6, = arcsin(zo+ zi +o + zí), 
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于 是 E [0, 插 ] 且 有 0 = a< 01<… < 0 = 至, 因而 有 
= = sin — sinB. = 200s H fisin f < 2coeb — sin Ë e+ 
因为 对 z E [0.2 ] 8 sinz < ,所 以 有 


z < 268 =a = (4 ~ Bjos- 


BO < O- bii = 1.2... 


在 上 式 两 端 对 i 从 1 到 n 求 和 ,得 到 


> >= NP, <a- 0 = Z [0 
由 6 定义 知 sinb; = zl + z+ +… + x AAR 
cosbi; = V 1 = siða 
VI- laot zt t+ aa) 
= /(1+ zo + zt + *"* + zi-1) (zi + + zx) ° 
H ORRA D 式 即 得 所 欲 证 . 


第 四 章 DARFA 


A 组 


:以 Sm 记 不 等 式 左 端 . 


1 1 1 

m+2 t m+3 tamra- (Ç 
F Sk pasa 
3m+3t3m+2 m+l 


San- S, = ( 


sasi) 


ey T 

= Gm rom rm+a) > 0 
“Sm > Su 又 由 SI = 十 + 证 + 直 >1 有 S,> Si>…>Si>1 
故 不 等 式 成 立 . 


, 对 正 数 ao,b,(a - 如 -0)(a - b) 三 0 显然 成 立 . 


a" + b" a" lb + ba 


ab ab š 1 abc w ZE 
MT ir ab Saa atr ab ari abt batak ator: 


ma s4 c 


Brera arbre 


e <— 
c5+as+ac sa+b+c 


将 上 三 式 相 加 , 即 得 所 证 不 等 式 . 


.由 大 =2 
k 


TPR sR 
Vk VE+VE VE+VE-1 
=2W2- VR-1) 
" 
FRY E <ir- t-t VD- AD)O) 
= 17. 
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A S E ENS = SL = 2 = 
Xü Z >2 Pri r 2(Vk+1 7.827 > 202 1+/3-42+ + /81 
VW) = AVB - 1) = 16 
故 结论 成 立 . 
4. 不 妨 设 某 k Prata 为 正 ,其 余 n- k Pirin zht2,…z HM. 
由 六 um =0 
Nl ryt zy + e° + zk = (me t aa t + z.) 
Hl zi t zz + + ra |=] zea t raat e + z, | 
BP zt 


Sn z, z T Zk 
+ga yaa., 
*a|2 CM 


(注意 对 和 中 zi 按 正 负 做 了 调动 ,a ,a2,…,a。 为 1,2,…,n 某 排列 ) 


š (B.n. B). (Lel p Laal g.. p Læt) 
a a ak akri Qa+2 a, 


=IA-BI#&#A2B 


Zm 22... m - (Pasal, lal... Ll) 
a a ak akn Aks? an 


Papera) (Len p Laal p LEl) 
n n 


EEE 1= (a Ay + 型)= 寺 -去 
故 结论 成 立 . 
a b c d 
SM>Zyb+tctdtarb+ctd lart erdtara+ rd" 1 
M< a+c b+d cits d+b 2 


atbtctd atb+ctd atbtctd latbtctd™ 


PE PA 
š 于 ,各 式 相 加 : 


2 


° 


a 


s144 (2-3). (3) ia) 
STALI 
4 n 4 


FBAR /(z) =f 3 a > 5 之 0 时 ， 


b 二 
f(a) - fO) = TÉ "T+ araro)?’ 


T+a 

故 f(z) x > 0 时 为 增 西数 . 

由 1 zí t atoe + z, SI zi IHl zz 1+ = +l z, l 

有 ++ lapiti zz |+ +l zl lzi lal 
TERZA EEE 1 S ET Irait 
DEA 

lal 

tikisi 


. (Dn = 1 时 ,结论 成 立 (左边 = HA = | b >). 


IFz 
(2) 假设 n = k HRX, 


hliltgz Bitz lig 1 ¿ 2 
ta 22 = ay 


则 n= k + LBH, OER ma = =i) 


5i lta - 名. 了 + 五 lta  ltna 
1 l+za ltan 1+zt 


= 
1 


lta lta (让 -二 aa lta) 
TF za Tra Itan ltn 1+x 


= 


1 > 
<= -+ + (让 Zaa) 


Itan 1+z 
i i i 
= k + 1 Ha - a 
[ta -1 maca 1 (n y] 
I+ ma 1+z rap an 


-k+1+ 72: y PY = ay + [(za - z) * TF 


Tao 


a 


Strit -a+0 
£ 
n = k+ 1 也 成 立 . 


这 里 方 括号 内 值 小 于 或 等 于 0, 是 由 a 的 定义 确定 的 . 因 分 母 (1 + a)? < (1 + z) + zl) 而 
z, = a 时 取 


分 子 (zl a)? > (mi = ma)(zaa = zi) 故 所 证 结论 成 立 ( 当 zi = zz = 
等 号 ). 


. O 左边 为 顺序 和 , 记 为 S , 则 


S = aib + a2b2 + + abas 
S © ajib> + az2b3+ + anbi, 
S> aib; + azb4+ + abz, 


S> arb, + azbi + "== + a,bs-1 
HEE n 个 式 子 相 加 ,并 按 列 求 和 得 
nS Z ailb + bt + b,) + albi + bx + 


` + b.) + + a,(bi + b+ + b,) 
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(1+ ztrDG+z 一 


= (a1+ az +o + ar) (bi + ba + +), 
~S > -b(a + azto + an) Cbi + ba ++ b) 
@ 证 明 同 上 (左边 反 序 和 不 等 号 反 向 即 可 ) . 


+ z = tana,y = tanB,z = tany, 且 ap,7E (0, 皇 ), 依 题 设 ,有 si?a + sin?8+sin?y = 2, 进 


而 可 得 ooa + cos8 + ooy = 1, 根 据 柯 西 不 等 式 , 知 
2 = (sinza + sin B + sin2y)(cosza + cos2B + cos27) 

Z= (sinacosa + sinBcosB + sinycosy)2 

= (sinza + sin28 + sin27)2 
FE sin2a + sin28 + sin2 y < 2 /2 
根据 万 能 公式 ， 

tana „tanp | 
1+ tana 1 + wip I+ ey < 
即 得 欲 证 不 等 式 . 


mr- <; 


(Ë n = klaat zs + 4), 依 题 设 有 广 S k < 1 zsz4 > 4, 原 不 等 式 等 价 于 


(1 + k)2(z; + zy + x4)? < 4kz;zyz((z2 + zs + ra) © 
PREREN /(k) = k+ T (T<, < 1) 是 减 函数 ,从 而 He + zs + x) = 


k+ 士 +2 
一 全 一 (+ zy + z) 
1 
3+ 本 +2 
3 ` 32 = 472 < zyryza 


故 @ 式 成 立 ,证 得 所 要 证 的 不 等 式 . 


zê S THATiH2 
pe sg 
Til t ishit = + Zisi tjs2 


Zis? 
这 里 tna = zlvzor2 = z+ 


2 

$s s 有 >0, 及 yy2… ys = 1 © 
于 是 原 不 等 式 的 左 端 即 为 "~ (ri trit tri) 

ARMENE + mE t> ° 
由 加 知 , 必 存 在 0< y, ` y, < 1(¿ # ;), AA 

1 1 2 + y, + y, lty+y+1 > 

Tr Ty Oty ++ 55 > © 


根据 @ 知 @ 成 立 , 故 原 不 等 式 得 证 . 


-n = 1 时 不 等 式 显然 成 立 ,下 面 用 数学 归纳 法 证 明 n = 22 (k = 1,2,…) 时 ,不 等 式 成 立 . 


"4 k = 1 时 有 


ee 2 2 (Vn = D(/ri -vn 5o 
rtl rtl wVrr+l (rt+i(r+DVrr+D 一 
Hk = mm 时 ,不 等 式 成 立 ,我 们 证 明 k = m + 1 时 结论 也 成 立 , 即 若 对 n 个 数 原 不 等 式 成 立 ， 
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我 们 证 明 对 2n 个 数 原 不 等 式 也 成 立 . 
如 果 71,r2,…,r2n 过 1, 则 有 


2". 


1 pu 
乌有 


PT 3 t = 
Z Jri ratl Yran + 1 
>y 


rize ras +1 
故 当 m = 22(k = 1,2,…) 时 , 原 不 等 式 成 立 . 
对 任意 自然 数 ”, 存 在 正 整数 人 ,满足 m = 2: > n, ira = ma = 和 = r, = Arra 


A 
> Jarr +1 
即 原 不 等 式 成 立 . 


第 五 章 FARER 


A 组 


+ 由 于 所 证 不 等 式 关于 a,b,c 对 称 , 故 不 妨 设 a > b > c > 0, 则 at > bt > c+, 运 用 排序 不 等 式 


f#at+b +c marathi b+c arch +brat+e. bt 
Xa? Sb > e >0,B ab > ac> bc > 0, 所 以 ， 

atb + btc + cta = a? + ab + b? + bc + c) + ca ab + b)ac + cab 

即 a5 b5 + c Z ab + b'ac + cab 


HF a,b,c 的 对 称 性 ,只 须 考虑 两 种 情况 :(1)a >1,b < 1, <1;(2)a S 1, >1,c>1,BA 


等 式 等 价 于 如 + +ga + 3 > 2( 二 + 十 +) 由 于 下 + e+ 有 +3- 


2( 寺 + 二 +k)= (6-eP+( 直 -1 + 2(-1)(- 1) 所 以 ,无 论 是 0D),(2) 哪 -种 
情况 ,上 式 总 大 于 或 等 于 零 . 


,由 a<b<c<d<e 得 a+b<at+c<bt+d<cecte<dte 


利用 切 比 雪夫 不 等 式 有 
a(d+e)+bc+e)+c(+d)+d(a+c)+ea+b) 


S$atotetdtel(dte)t(ete) + (b+d) + (ate) + (a+6)] 
= 了 (atb+tectdte)?= 邓 


BP: (ad + de + cb + be + a) < + 


+ Ë zi < r> < < r BARREIA, TH S, 
S j y zı 
Se a Vis C TSS 


ES 


s>- + ++ 
vm, = s t= zs 
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六 
”VI- Vi-z VI-a, 
将 n 一 1 个 不 等 式 相 加 按 列 求 和 ,有 
G DS> Z= + +E += 

s I z+ +VI- z, 
WIENCESSCUSIEBUE SSC. 
1-rn + /1- z t + /1- zx, >n- at Vz + = + /z,) 
利用 宕 平均 不 等 式 有 
tr 
Vz + Vy ++ Vi Sni Vi 
同 理 可 证 :W zi + Vz ++ Vz, Vn-ivVi-z 


Tity ritet y ana SV n-i Sir 


“不等式 是 关于 +,y 对 称 的 ,左边 由 两 部 分 1 + 十 与 1 + 十 的 积 组 成, 又 z+ y = 1, 则 
tbii 1x1x 立 
tsitis E 1231 1x 


两 边 相 乘 得 
(.1)ü 1)>67z.2 =9 


引申 结论 , 设 z € R* (1,2,…,n), Dr = 1 


a 


RET (1+ 1)>a+ 


mj. +O s14 2rt zt tz 
i = zı 


s1414 
1 


1+ 二 > 


+4(b-1)2>4a 


1+4(a - 1) 24, 


2 
+758 


1 
ble + S 4 


Tart 


二 
Lu E t 
e A 2 (ab + bc + ca) 


= b+tirtee _ L (ab + bc + ca) 


(ab + bc + ca) 


.3. Jafe =$ 


2. 先 证 明 a > 0,8 > ORRE. 
不 妨 设 0 < ry < z, < --- < z, 


+ 
2 
> L. 
> 


则 二 > 二 >…> 二 >0 

于 是 O< << at 

(a) > (二 ) > “> (4) >。 

根据 排序 不 等 式 有 

Ea Eee EN 
< 
Martas tt 


同 理 可 证 a < 0,8 < 0 时 不 等 式 成 立 . 
3. 不 妨 设 a >b > W 2252 > 2, B 


1 1 1 

Breeta>ats 

根据 排序 不 等 式 , 有 

2o po o 2 a 
btctb+tatatb?b+c*rratato 
a? b ë È a? b? 


+ $ + £ 
Dtetetatatb>breteratartb 


a Ë 2 j b+ Êta a+b 
rta) b+c tt cta atb 


X (b+e) KAE? + 2) 


Éta atb a 
同样 Ce < 二 ,二 > 二 4, 代 人 加 即 得 2( 2 
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a 


w 


ns 


. 提示 :运用 数学 归纳 法 证 明 加 强 命题 1 + L 


即 为 欲 证 不 等 式 . 


. 记 Ai = alaz…ai-iast'an(i = 1,2,…,n), 根 据 排序 不 等 式 ,我 们 只 须 证 明 以 下 情形 : 设 忆 之 


b >: >b Ari > A. > A, A 
biAl+ 52A2 十 十 bA < tr in 22) ° 


HT0S),Sabhtbh+t- +b = T< PS LBN 

biAl + baAz + == + bA, 

< bAi + (bz + bs + = + b,)A2 

= bA, + (1- 6b)A2 @ 
£ PA, + (1- p)As - hA, - (1— b)A; 

= P(A; - A2) - b(A) - A2) 


= (P-6b)(A1- A2) >0 9 
由 四,@ 知 
bA) + baA2 ++ + bnAn < PA; + (1- p)Az 
< p(Aı + A2) @ 
由 平均 值 不 等 式 有 
A+ Az = aia4…an(al+ a2) 

1 "1 
<[ Hatata] @ 
注意 到 al+az+…+an=1 @ 
tH @.G@..@ 即 得 0 , 故 要 证 的 不 等 式 成 立 . 


, z,y,z 之 对 称 性 ,不 妨 设 0 入 > < y< z < 1,Rl 


KEREM prir r tiy - 2) - (+ z+) 


zx y z izj U-a)+(1-y)+(l+z+ y, 
SItyre iretz ti tity te 3 


EEROR EFG EEE 1. 
l+ty+tzfil+tz+rlil+tr+y 


E ESE E 
Sirytr Irytza Itat] 


第 六 章 加强 命题 


e+ -E >AVnFi -1). 
n 


V2 Vn 


.提示 :将 命题 结论 加 强 为 5。=^/ = AVIT 都 是 正 整数 . 
. 提示 :将 第 二 个 条 件 减弱 为 > 1 = 1 1, 则 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 
+ 提示 :将 合 题 强化 为 请 + 方 + … + 让 > Va ,用 数学 归纳 法 - 


i v2 Vn 


+ 提示: 将 命题 强化 为 车 0 < A, < ali = 1,2,…,n), 则 sinAl + sinA2 + … + sinA, < nsin 


AAU. = 时, 不等式 成 立 , 则 = + 1 时 - 
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a 


. 先 用 数学 归纳 法 证 明 D L = 2- 


sinAl + sinA2 + … + sinA, + sinÀka1 


<en t tA + inMy 


A+ A+ + A, 1 

= Art Art + A, 

= (+ D (Feisn n + ghs) 
s k At A+ + A 

ri k t + pHa) 


= (k+ Din t At t Ast An 


sna + pising 


这 里 用 到 不 等 式 一 加 sina + i 
<s [a + 二 8) 其 中 0 < a < x,0 < B < =, B m > 0,n > 0, 此 不 等 式 可 由 四 函数 


tn m+ 


定义 推出 . 


,注意 al = 1,ai 三 2(i = 2,3，……), 故 有 


Cr 


<> 


.不 妨 设 a <S < a+ 


要 证 原 式 , 即 证 Yar T+ IFO VOTE < (atb +aro+o 


Biatbte) >I- VETE > re 
于 是 只 要 证 明 

VETEM ETETETET: 

下 证 Ver"+ 如 福生 +6 


= 


所 以 Varte < +b. 
同 理 可 证 :Ye + a" < <te 
Aa tbt Yra sa+b+c 


于 是 原 命题 得 证 . 
.因为 二 < 一 za 
刀 - 才 t+— 
EPER OE E E S 
所 以 A tr ++ . 
< 
Pas ses. Tp 1+3 2-7 2+— 
POE ES l+1 
a À L 1 1 
I-> 2+2 (-4)(u+4 


(1-7)(2+7) 


,所 以 只 要 证 明 : 


只 要 证 (1 二) (24+ 去 ) > G + DC24 - 3), 打 开 , 化 简 , 即 证 :2 + 3 > 到 + 二 ,显然 成立 . 
于 是 只 要 证 明石 < 21 - 2, 即 可 . 

用 上 述 相似 的 方法 、 
Bith > gh- |, 其 中 a 为 小 于 的 正 数 ,那么 满足 > lA 


于 是 ,只 要 > 5A > a 就 有 ， 


rss. 8 1 1 
Astat" tan 
peoi 
>T-a Triat 


Du S tq A 1+1 
l-a 21+1-a (li-a)(2+1-a) 
yl (ll-a)(2+1-a) 
所 以 本 < QL: 
于 是 ,关键 只 要 证 明 存在 一 个 这 样 的 a, 满足 1 > A pU) < 21 -2 
因为 1 > a， 
U-a)l2l+1-a = 
解 1+1 < 2! -2 得 


- /92+21-2 
at <a<1 


all-a) 24+1- /4Ë+1 
解 1 > ag ,得 < > 
所 以 只 要 证 明 
3L+1-V95+24-7 o ltl- VAt 
2 2 


即 证 :1 + V 417+ 1 < V917+ 21 一 7, 两 边 平方 ,化 简 , 只 要 证 1.V 417+1<212+1-4 
再 平方 ,只 要 证 442 —- 16 - 81 +16 > 0 
由 于 /之 5, 所 以 413 -162-8L+16>202-8L+16>42-8L+16>20-8L+16>0 
所 以 40 - 161? -81 + 16 > 0, 成 立 . 
所 以 可 以 找到 这 样 的 一 个 a ,满足 

< $ 
1> 032 tl a-z 


综 上 ,证 得 [ 卫 ] = z-s. 
B 组 
Ra = Ca ,将 命题 强化 为 < -万 二 ,用 数学 归纳 法 、 


| BH an > 0,anrl > an ,数列 |a,1 递增 ,将 命题 结论 强化 为 : 当 n 宇 3 时 ,a, < J mangan 


T =i pR yn a, ,a , 
MEM n= ktit an= Er -Rt t3.413.3t 2 
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eal 1 1,1 
<$larpta mt trahit 
x 1 5 1 1 š 
AE Ae 3/53 
3. 将 命题 强化 为 :对 满足 1 < k < n 的 任意 自然 数 上 ,都 有 
n+1 
pr Dd ETS Tyin = 时 结论 成 立 , 则 当 ” = k + 1 B$, 
aa = a(1+ la)< ts (i+ 15) 
_ nn -At+l) C nQn- k+1) _ n 
(2n - k? (2n-k) -1 2n-(k+1) 
n +1 1. (n + 12 
SS passa (Zn -k + 2: 
n+1 PES E i E AD 
EELEE ss nb iz" mis + n ` Qn - k + 232 
n+l (1. > n+l 
Zn- (k+1)+2* men 2n-k+2 2n-k+1/ 2n-(k+1}+2 


4. í r € N 时 ,不 难 证 明 


Mr+ 半 +M rr- 二 <2<VTTi+rWF 


所 以 =, =< < 1 
r+i+/; 27 /+ 本 + 了 
£ 2 Copy L. Tem 
即 Vr+ -<aFs< r+ wr- 


在 上 式 中 令 r = 3,4,5,…,n, 并 将 所 得 各 式 相 加 得 . 


Ami- at tA) 


所 以 2VnTi+t2J3+ 直 +1< <VmT2-Vi0+ 直 +1 
令 n = 1999 得 :87.6857… < Yis < 87.9763… 


[ti] = 87. 
s= z= La BMF oM mima t 75 t Za BBT. 
下 面 证 明 对 任意 正 实数 ,有 
小 y Ps z >= £; Vriz 
i mesa pe on wn Vet 
,A 
将 "和 也 黎 到 右边 , 即 证 
z Vt -y, Vrt- 
Fra z+ + z+ y E: 
z > Pa z 
y + atl aty y) att (V a? tz + z) 


两 边 约 去 z, 并 且 由 于 V 三 + 六 +y>2y,V =+ Z +z >2z, 


以 只 要 证 明 一 二- 一 >— = 
lä ” Y+ 2y De 


上 一 ,所 以 和 一 B z 增 大 而 增 大 . 


£. 
Fra ; 
+ + 

=+ = i+ (z) = + = 
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同样 —— 也 随 z 增 大 而 增 大 . 


所 以 我 们 只 需 考虑 > = y 时 的 情形 . 
_ D raz p 1 
Ter pe Er er tay 
p 一 -一 > 一 
2Vy+e Wiz 
MENi: >V + 导 , 这 显然 是 成 立 的 ,因为 ”VIz = V 225 r 2 
y—Z y z EZTIE EZTEN 
aik Fra" Z+ i EA Pa l 


"a = 2. 
6. 只 要 证 明 [zz+ y? + z2 — 2( ry + yz + zz)] ° (z + y + z) + 9zyz 22 0 
打开 ,整理 , 即 证 :z3+ y? + z) — (z2y+ yz + z) r + zy) + yz + zr?) + 3xyz 2 0 
W GA yt E E get PD S Speg. oa (*) 
下 证 :对 任意 正 数 r.y,z 上 式 成 立 . 
不 妨 设 + 宇 y 宇 zx 
BDE z, 并 设 z + y 为 定 值 2a,z = a+t,y=a-t. 
由 于 ( * ) 式 左边 不 变 , 且 右边 yx?+ zzz = z? (z + y) 也 不 变 , 所 以 只 要 考虑 4(zzy + yz + ry? 
+ zz?) + 3zyz 的 最 大 值 . 
猜测 上 式 最 大 值 在 z = > 时 取 到 , 即 
4xylx + y) + 4z(x? + y?) + 3xyz < 4a?2a + 8za2 + 3a?z 
#zr=at+tt,y= a-t RAER, B 
Bala? - t?) + 4z(2a2 + 262) + 3z(a? — t?) < 8a? + 11za2、 
整理 得 :(5z - 8a) - 2 <0, HF a 之 4 所 以 5z - 8a 过 0, 所 以 (5z - 8a) ° 2 < ORT. 
于 是 只 要 证 明 在 x = > 时 ,( * ) 式 成 立即 可 . 
将 z=y 代 人 zx3+ y)+ z (ayt yr + zart zy: + yz + zr?) + 3ryz 2 0 
即 证 :z3+ y? + z? (x? -ax + a?r + z:r+ r Z) + zz) + zr?) + 3z * ze 220 
即 zzz + z? 22a? 


有 基本 不 等 式 知 ,上 式 成 立 ,所 以 原 不 等 式 得 证 . 


第 七 章 ”参数 与 不 等 式 


A 组 
1. 本 题 为 x 的 一 元 二 次 不 等 式 ,a 为 已 知 数 ,左边 二 次 三 项 式 二 根 为 4 一 4 地 14， 通常 情况 下 , 解 
可 表 为 z > 4 一 8 于 +41 或 < 4 一 2 了 +8, 但 本 题 给 出 条 件 。E [- 1,1] 有 何 作用 ?此 时 ,我 们 应 对 
所 求 的 解 集 作 如 下 理解 : 求 所 有 的 z ERIL- 1,1] 内 的 任何 实数 a, 都 使 原 不 等 式 成 立 .这 样 的 z 应 该 
大 于 4 “十 |.a_| 的 最 大 值 或 小 于 4 一 81 | 的 最 小 值 ， 
Sa € [- 11] EHA 最 大 值 为 3(a =- 1 时 ),4 一 4 了 1 最 小 值 为 1(a = 1 时 ) 
因而 原 不 等 式 解 集 为 |z | z > 3 或 < l 


2. 不 等 式 有 意义 , 须 - 3< z <3 
0< r <3, - ar? 过 0, 显 然 是 不 等 式 的 解 . 
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当 -3<<x < 0 时 ,平方 :9 -区 之 atz? 
B (as+bDzs9 


得 一 2- <z<01VaTi>>1( 此 解 属 定义 域内 )- 


=< 
故 不 等 式 之 解 为 -万 二 < 

was ze 
Z Ta =+ J 


3. 第 -- 式 为 (r - aJ[z- (1-a)] <0 

当 a > 于 时 , 解 为 1-a<z<a 

当 a < 二 时 , 解 为 4a<z<1-a 

当 a = 二 时 , 解 为 $. 

asa < 于 时 ,不 等 式 组 为 | ”< 二“，““ ,因为 原 不 等 式 组 有 解 ,必须 1 -24 < 1- a. 得 a > 
0, 此 时 由 a < z < 1- a 知 z 为 正 纯 小 数 ,在 (0,1) 内 无 整数 值 ,不 合 题 设 条 件 . 


1-a<z<a， 
当 a > 十 到 时, 不等式 组 为 | Si 


“a >+ —l1-a > 1-2a 

… 不 等 式 组 解 为 1-a < z <a 

因原 不 等 式 组 整数 解 恰 有 两 个 , 当 且 仅 当 1 < a - (1- a) 天 3. 
故 1< a 二 2 为 所 求 范围 . 

4.38 1 z 1<1.1y1< 1, 22 < 1, <l, 


ttt t tyyty) 


= 2+ (x? + y?) + (at + yt) + (z+ y5) + 
三 2+2zy +2zr2yz +2 y + 

s; =k 

- 


5. 设 A = ct2 28 .... , TA RY anasa > ameri > 0,23 d > 0, 所 以 


arsi amna Amei 


mhs? _ Ams t d em: ami- d _ am 
wç < 
amtl G, + d asad asa 


JA At > SHR. at3 , .aa2tl .dat2 2 Di -人 wi _ 
Akti Akr ax G2k+1 Gm+l Gnk+2 Aln) ie Qi 
aO Dhe 
Aksi 


xa = (22)'. (sn 人 


aksi awr Amt 
B.A 2, D2 , ao-Dts . .aa _ Y| S: -aa 
az as ak k+l G(a-1k+1 G(a-Dk+2 Akti 1:2 Gi az 
pm jeen an < A < Jes. 
pm az 
6. 方法 同 例 16. 


7. 令 am = 1+ 38 220G = 1,2,…,n), 则 
E= (2+ 60)(2+82)…(2+) (1) (18) (i+ 2) 


3: 5 ô, 
二 
Zoh kir ii +2) 


= 
>ti) = 有 
B 组 
LOK a <- a( 两 边 为 负 ), REREN REHE < G aY 


— a 
z? +b? Pra < =+ 
ria? g pOl- b) > abla -ber > abr > Vab Mz <- Vab. ha >b Rx <- 


一 V ab 知 这 时 不 等 式 解 为 z <- a. 
Q # -a< ar<- 6b( 原 式 左边 之 0 之 右边 ), 因 a 天 0 等 号 不 同时 成 立 , 这 时 不 等 式 成 立 ， 


2 
OE r>- 6( 原 式 两 边 为 正 ), 于 是 等 价 于 (三 + 4 > tbo > (r+ 


— bz? - a?b) > 085z(z2 — ab) SORE >ON z > Zab; z < 0,W0 > z >- Va, 
上 ~ b >- Yo, 故 这 时 不 等 式 解 为 ~5 < z < 0. 
综合 以 上 讨论 , 原 不 等 式 解 为 (- co,0) U (Vab, + eo) 
2.D 
I zz - z + 1 > 0, 所 以 原 不 等 式 转化 为 
3x? - (p+ 6)x >0 
12x? + (p -9)z +1520 
便 成 立 , 即 p=- 6. 
3. 用 反 证 法 , 若 所 有 a 之 1(i = 1,2,…,8), 令 a; = 1+ 6p, 则 证 之 0. 代 人 题 设 的 第 一 个 条 件 等 式 ， 


Art y ++ ds = 12 
再 由 第 二 个 条 件 等 式 ,得 
4=(1t+6)(1+6)…1+6s) 

=1t+t6l+p+…+ps+M=13+8 
这 里 M= ðt + 人 616263+ + 616268 二 -9 
但 因 à, 宇 0, 故 上 式 不 可 能 成 立 ,所 得 矛盾 说 明 a ,a2,… ,as 中 至 少 有 一 个 小 于 1. 
4. 令 a =1+h(h >0), 则 
> D>2) 

和 

m < (n ~ 1)h? 
5. RAR z >0,y>0,z>0 
zy + 2ye + Zaz 
< athar aa daa La t aa 
= ($ rajta (4ta) 2z © 
mi +a = 482 = LCG/3- DA ONT. 
6. 设 a = 4+ 88 > 0), M 
lga ~ lg3 _ 1 _ (4+ 8) = let 
lg4 — lg3 k 


ojal 
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第 八 章 ”最 值 问题 与 不 等 式 


A 组 
1. HF k = 1,2,…,2000, 有 
ly +l 
= |2 ta -下 二 于 二 了 
k k+1 
_ | + zz + + z 
k(k+1) 
= aro z2) + 2(z2 — z3) +i + klay- masl) | 
k: k(k+1) 
< L C zz lt 21 ag- zy Lt =: + k La = ma | 
klk + 1) 
按 恒等式 


1 1 £ D E SR 

arD r+ Dm= El) 
= 

ma EE 


<in-ni (S++ 


+ m+? (了 
Sizi- aÍ (1-3) +! 22- 2s (1-381) + zmo- aaa 1 (1-20) 


<Š ia- an 1 (1- ahi) = 2000 


等 号 当 且 仅 当 | z) - zz | = 2001,zrz = zs = … = rx 时 成 立 ,特别 取 zl = 2001,zz = zs = "° 
= rx = 0 就 能 使 等 号 成 立 . 


故 ` Lye aa | 的 最 大 值 为 2000 
Ea 


2. 由 条 件 有 a + c = (1- ac)b, B1- ac 关 0, 帮 5b = PEE $ a = arctana , B = arctanb, y = 


aranc apy € (0, 皇 ), 则 
tana + tany _ 


tang = T- tana + tany = tan(a + y) 
X Ba + y € (OPRL = a + y JAI 
pe Lu u au EER ee 
1+tanze l+ta8 1+ tan? y 


= 2cosza - 2008 (a + y) + 3008y 

= (cos2a + 1) - [cos(2a + 27) + 1] + 38y 

= 2siny + sin(2a + y) + 3co@ y < 2siny + 3o y 
10 : 1): < 10 

= 里 -3(siny -证 ) <3 


BE 2a + y= F siny = 证, 即 4 = Êo = V3,c = m ERNES, Pon = 10. 


3. 提示 ;在 原 不 等 式 中 令 ri = za = 1, 得 c SHIHA c = 地 对 原 不 等 式 是 否 成 立 .分 两 
种 情况 :1" 当 X < 2 时 ,利用 比较 法 证 明 ziz + z2? + i + 22)? ATIR c... = HH, 
2 4 A 22B h r + r + Arrr 2 ri + a? + 2riz2 = (z + a2)? A Cr = 1 

4. 提示 :注意 到 + = y 时 上 式 显然 成 立 , 故 不 妨 设 z > y, 再 利用 均值 代 换 : 令 m = 各 ,x = m + 
t,y = m - t,0 < t < m. 将 原 不 等 式 改写 为 


(m+ 3 )(m-e+ h) (= + Ly 


a 
m a> mai 


Bag Qs Am <o BU 


答案 :ku = 2V 2 + /5 
5. 提示 : 设 G = |(m.,n)| m</Tn,m,n € NI ,ame = min ITa? m?) ,再 对 7n? - m? fE mod 7 
分 析 , 可 得 Amex = 


6. 提示 : 令 = y = 二 ,= = 0, 可 得 a 之 也 .下 面 再 证 明 au = + 即 可 ,证 明 时 可 利用 原 不 等 式 
关于 zyre 的 轮换 对 称 性 ,不 妨 设 工 > y> =, 则 0< z <L HRF? + 2 + z2) +9zyx 变形 为 
ta - 2)? + 22]+9zy(z 一 各 ). 固 定 <, 当 上 且 仅 当 z = y = 12 时 上 式 取 最 小 值 ,只 需 证 明 € 


到 于],202+ e+(-202+92(1-20>>1 其 rz=y=: 


I. 提示 : 令 x; = 2 ,满足 题 设 ,可 得 < 之 万 一 . 令 n 一 ,得 c 宇 J2+1, 下 面 再 利 


= 


用 数学 归纳 法 证 明了 /z < (+ 1) .| 六 > 从 而 得 Cu = V3+1 
8. 因为 
=+ 47 >2=> 


L E E PR 3 
sZ += >T 


所 以 tyt > Gy + 2x) 


又 当 z = 1,y = ,5,= = 2 时 ,上 面 不 等 式 等 号 成 立 ,从 而 -2 RAANG 
Ht 


9. 因 为 二 < 了 +8< 8 


8 “8+9”、 9 
即 <<$ 
maxs shi) = 其 .下 面 证 明 
f(z)< 基 ,xz€ (2.5) 
O)#ze (7.4) mama, 
fe)=z<$£<3 
ORe (车 ,号 ), 且 是 有 理 数 , 设 = 也 ,其 中 (p,9) = 1,0 < p< 9, 由 于 
Ict 
8<9<9 
y |79 < 8p 
15994 
7q +1<8p 
9p+1<8g 


故 7g+1<8p<8. SrH 
63q +9< 64q -8 
所 以 q>17 


因此 f(z) = /(2)- 2H 


A 
|= |> ele 
+ Š 


Slo 


1 
3 


BERES) 在 区 同志 ,号 ) rinna /(15 
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10.x* - 22° - 7x? + 8x +12 = (z -3)(x -2)(x +1)(z +2) <0, A, z € [- 2, - 1] U [2, 
3]. x € [-2, -1] Bf, f(x) EHAK, z € [2,3] 时 ,f(z) 也 是 增 函 数 .所 以 , fw(z) = maxi f 
CD, = 5 

11.$3zx2- y? +22? = t, W30 -3y -22)? - y? +22? = t, #4 26y +2(18z —9)y + (142? 
= 12z — t + 3) = 0,4 = 4(18z - 9)? — 4 + 26(142? — 12z — t + 3) > 0, FLA 4022 + 12z- (3 + 26t) 


<0,A = 1244-4034261) S0, 2-8. z = gu = Wir = 35 B, = - Š. A 3a? 
- y+ 22 的 最 小 值 是 Z 
12. 由 平均 不 等 式 Q, > A,, 


2 
(ataten) _ 
z +z + … 十 Za2 > s = 1 


等 号 当 且 仅 当 zi = z = … = z, = 二 时 成 立 , 即 


Gi rait ka abu mh 


13. MHF PIR ER RRMA 
14. 应 用 柯 西 不 等 式 有 


Qa t y} < G> + 23?) 


s IPS it. = T y a 3 
15. 易 知 f(z) 的 定义 域 为 z > 0 
H Ty = 3+ log; z1 在 定义 域 中 是 单调 减 函数 ,yz = logzz, 在 定义 域 中 
是 单调 增 函数 . 当 yi = y2, 即 3+ logue = bgr Bt, = 4 
根据 w \y 的 图 象 (图 8 - 1) 可 知 
3+loglz (z=2>4) 
/(z) -{ $ 
ler (0<z<4) 
M r= 4 时 ,f(z) 取 最 大 值 2 
16./(z) =| x? ~- a | 是 偶 函 数 
“M(a) 是 f(z) EKA 0 < = < 1 内 的 最 大 值 . 
当 a 和 0 时 ,f(z) = 2 - a, RM Mla) = 1-a 
Pa > 0 时 ,从 图 象 (图 8 - 2) 可 知 
(O) 若 V2a 2 1,W Mla) = a. 
(2) #/2a S 1,R| M(a) = fÉ) =1-a 


1-a ush 
“M(a) = 
sy 


a G> 


由 于 ea 入 去 时 ,M(a)N 
a >+ ,M(a) Z 
“a = F Bt, MCa) 的 最 小 值 为 于 


B 组 
A.G) i r, = 于 1( 之 1),1< ; < n + |. 题 中 的 式 子 可 写成 


(Èa) (en) 
PEE 


= 


我 们 看 到 : 
(P Pa (Desa) 


tit tin 


= (Da- (D+) 
- (家 (六 ro- (È rin) Gee) 
< (BD +a))- (> == Vi J 
= (Xe) (Za) (Xin) (Xa) 
= (Da) (Xin) 
因此 ,对 符合 条 件 的 实数 组 0 < zl < zz < … < r, < Enri < xn+2, 题 中 的 式 子 不 小 于 1. 
(ñ) 上 面 推演 中 用 到 cauchy 不 等 式 ,等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
Littin = 40 < < )( 帝 数 ) 
== S e 
Vut tn 
RBH = d -1 = cl1<i<n 
in = 六 有 万 = bl,1<j<n+l 
相应 地 ,有 == Lja 
j 
iz =a>0, 有 
m = itr = < 
因为 za > zi 所 以 b= >l 
XI; = br > 11<;j< x+ 1,FE 


ç 


lLai<;i<s+D 
(a) sala, 


对 于 符合 条 件 的 实数 组 zl, rz,…,zs,zn+lyzn+2, 题 中 式 子 的 最 小 值 是 1, 能 使 该 式 达到 最 小 值 的 
符合 条 件 0 < x, < z; < L r, < Ensi < r, 的 实数 组 zl,z2,…,znyzntlyznt2 应 该 是 


m < 


其 中 a >06>1c>A + 


2. wu isq Ziz," Ti HRPA z, fl z, 满足 
5 > xz, 2 zj > L gi z = Leat z) 
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B 


A= (z z) = z- g = g = zh > 0, 由 条 件 (1) 知 -让 < <ñ = 1,2,…,1997), 所 
LAC +h)? + (g-h)2 = 2 > Cam? th, h > 0 时 其 什 随 4 的 增 大 而 增 大 . 


E m m 
取 = minMN3 -gg - (E) ÆU a! = gthg! = g- h Ria Ma rh = tn 
apa pi 
HSR (rh) 


因此 ,名 z 的 最 大 值 只 能 由 以 下 情形 达到 ;至 多 有 一 个 变 元 取 什 自 ( - 点 3 ) ,其 余 变 元 均 取 ~ 


k E 
A 85. 
à s 1 a 2 _ 1 
设 此 时 有 ， 个 变 元 取 - E iv PEEN w 个 变 元 取 自 (- 75 43). 
了 = 0 或 1, 当 au = 1 时 , 记 此 变 元 为 
所 以 由 条 件 (2) 得 


RE 


由 此 得 
4v+ (t + 1)u = 1043 


由 于 (V34 + 1)w = 1043 - 4v, 为 整数 , 且 由 世 = 0 或 1,w = 1 时 , -让 <+<V3 得 90< G+ 


Dw < 4. 所 以 M3t + 1)w, 是 1043 除 以 4 所 得 的 余数 ,为 3. 由 此 求 得 v = 260,: = 


he 


p 


Je = 1736 


= 
LTES 的 最 大 值 为 


LA 
(-5) u+ (32. + 
= 173644096 + 729 x 260 
= 189548 


ap Š +E 的 最 大 值 为 189548 


3. 当 z = y = Êt KERER M, 


64 y 
Strat 
cs = 


下 证 在 z > 0,y > 0,22 + 六 = 1 条 件 下 ,不 等 式 z5+ yt > Tay © 
恒 成 立 . 
式 QD 等 价 于 


(+ Pla? + YP - 32] > Tay 
即 6(zy)2+ zy -2<0 
2 
Rpa A0 < 于 + 站 = 让 ,有 


0< <+ 
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Ë (a) = 62+z 2.0 < 过 十 , 则 f(y) 在 (0, 证 ] 上 是 递增 的 . 且 /( 二 )= oeod] 
上 有 fU) <<0. 从 而 
6(zy2+ zy-2<0 


综 上 所 述 ，c kI 
4. 利用 算术 — 几何 平均 不 等 式 可 得 


7 
3 

Po ESE a Ta 
E00 ED a GRA I 1 IUIS t 2G + 5 2 W 4 


s 

ANHU + 1)? = s 时 ,等 号 成 立 . 
` 

于 是 有 7A/ >u, ma > 2 (2y 


另 一 方面, 当 a = 2A/ (BY se -2 -1 时 ,z() = 24 Aa e 2 / (2) 
5. 先 估计 和 的 上 界 . 
当 a=6b5=c=d=1 时 ,有 4 和 4+4,k<2 
下 面 证 明 : 对 于 a.b.c.d € [0,1], 便 有 a?b+ brc+ d + da + 422(a2 + b? + èt d?) 
先 证 一 个 引 理 . 
引 理 ”车 x,y € [0,1], 则 有 
zyt+l>x+y 0 
此 不 等 式 等 价 于 (y -12 -y-1)>0 
从 而 式 (1) 成 立 .分 别 用 a, 和 b,c 和 c,d 和 d,a RERO 中 的 zx,>, 得 
a?b+1>a?+ b? bce+1202+ 2 
cd+1> c+d? dia +12 d? +a? 
把 上 面 四 个 不 等 式 相 加 , 即 得 
a?b + bic ted+dia+4>2(a + b? +c + a?) 
综 上 所 述 ,k 的 最 大 值 为 2 
6. 对 4 分 两 种 情况 : 
G) 当 A 之 2 时 ,有 š 
ml + yè + Ary >r? + y) + 2xry = (zr + y) 
当 zy = 0 时 ,上 述 不 等 式 等 号 成 立 . 
Gi) %0 <à <2B,# 
ax? + y? + Ary = (z+ y) - (2- A)ay 


ZG + - Q - (z+) 


Ale t y) 


当 x = y 时 等 号 成 立 . 
所 以 ,最 大 的 常数 


2 
ela) -fosa 0<a<2 
7. 当 a = 5, 即 OABC 为 等 大 直角 三 角形 时 , 原 不 等 式 为 
az(a +a) + a2Wia + a) + 2a (a + a) > f3ka3 
B k<2+3⁄/2 
猜测 的 最 大 值 为 2 + 3V2, FE: 
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az(6+c)+bz(c+a)+c(a+b) 之 (2+3VI)aic. 


FI c = 1, 边 a 所 对 的 角 为 0, 则 9 € (0, 于 ]. 令 : = sing -omg < TELESA = L 
于 是 有 

a(b +c) +b(c+a)+ èla +b) 

= sin20(cos0 + 1) + ecos2g(1 + sin) + sing + cosg 

= 1 + (sin0 + cos0)(sin0 + cos0 + 1) 

1+2Vi(t+1) 


>1+2Vat(t+ D e LAAN <N) 


= aBer aea (1-8) 


Ei 
22060 ie +2(1-)e k 
= (2+3VI)t 
= (2 + 3V2)sing ,cosg 
= (2 + 3/2)abc 


ATR @ 得 证 , 且 当 9 = 也 时 等 号 成 立 . 故 欲求 的 的 最 大 值 为 2 + 3 /2 
8. 先 设法 消去 一 个 参数 4, 然后 再 求 的 最 小 值 就 容易 了 .利用 算术 一 几何 平均 不 等 式 ,得 
k 
+ ka+n| E-a) 
a[ta-a)]"< [zazo] = 


ktn ktn 


naij 


所 以 (1 a)" < 
MER a = (Ta) aa = = 全 时 等 号 成 立 . 
于 是 ,要 求 出 最 小 的 正 整数 ,使 得 对 任何 正 整数 n ,都 有 


i O 

(nth ` (n + 1) 

3k = 1 时 , 取 n = 1, 式 QD 矛盾 ; 

当 k = 2 时 , 取 n = 1, 式 四 矛盾 ; 

当 = 3 时 , 取 n = 3, 式 四 了 矛盾 ; 

因此 ,三 4. 

下 证 上 = 4 时 , 式 @ 成立, 即 

4n"(n +1) < (n + 4)" 

Bn = 1,2,3 时 ,容易 验证 式 @ 成 立 . 

当 过 4 时 ,利用 算术 一 几何 平均 不 等 式 得 
"Y Enn + 1 = "VZ 16(20)(2n) On) (2n) n" a +1) 


16+4x2n + n(n 4) + 3(n +1) 
< n +4 


= n? + n +19 
n+4 
综 上 所 述 ,k 的 最 小 值 为 4. 
9. 将 原 题 中 的 式 @ 变 为 回 式 
(z-b)+(y-12> 5 
因 对 任意 实数 z,y, 式 @ 均 成 立 , 故 5 < 0. 
于 是 原 题 的 式 QO 变 为 图 式 


<n+4 
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2[208 (x - y) - 1] + 8boslz - y) +8b(b+1)+5>0 “ @ 
令 z=ceos(z-y),zE[-1,1], 则 式 (4) 为 

4z? + Bbz + 8b? + 8b +3 >0,z € [- 1,1]. 

MEMEH f(z) = 42? + 8bz + 852 + 8b + 3, 则 f(z) Æl- 1,1] 上 恒 大 于 0. 

Wb < 0, 所 以 ,有 如 下 两 种 情形 : 

(DA= 64b? -4x4(8b + 8b + 3) < 0 


则 5 <- 羡 或 -二 <56<0 


3 rd 
A>0 -2 
Saen b<-1, 
7D>0 ls<-1- 投 或 6。>- i+ 


则 一 £ <b<-1- ë 

mO. (让 ,可 得 6 mammy 

(-œ,-1-2)u (-4.0) 

可 见 , 利 用 函数 的 性 质 (单调 性 、 最 值 等 ) 来 处 理 部 分 含 参数 的 不 等 式 问题 是 很 有 效 的 . 
10. 对 任意 的 z € [0,1] ,有 恒等式 


(VI+z+wVI-z-2(VI+z+VI-z+2(V1I- 妇 +1) =-2z2 成 立 
… 在 闭 区 间 上 
0<v1+z+vI-z+2 


à 
KN 1+z+ 于 +M1I-z+ 王 +2 


= (+ 于)* (1 -得 )+2 
=40<V1i-z<l 


“在 [0,1] LÆR 

hla) = (Ira + 17212). VTT 

满足 0<< h(z)<4 

故 对 xz € [0,1] 有 

Vrz V- a 

如 果 对 适合 0 < a < 2 的 基数 。 R 8 > 0, 下 列 与 上 述 类 似 的 不 等 式 成 立 

E ee 0 


即 - g < ZM aa > GD € [0,1]) 


令 z 一 0 得 0> h) m h(0) = 4. 所 得 矛盾 表明 a = 2 是 满足 条 件 O 的 最 小 数 . 
使 不 等 式 


IFz + VITTE -2<- SG € 0.) o 
即 -Ej < 5 RAE ESSB, SRE h(z) < 8(z € [0.1]) 的 最 小 正 整 数 8. 因此 ,8 


max h (z). 
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对 任何 u,v > 0,4 
Vu + Jo < /2(u + 9) @ 
#@'h,&u = 1+ ru = 1-8 
I+ pa 
于 是 ,再 次 得 到 
hla) = VTF + VITE +2) (VI+) 
<AV1- zr? +1) <4 
另 一 方面 ,上 面 已 经 指出 h(0) = 4, 因 此 ,有 max h(z) = 4 
故 满足 @ 的 最 小 正 数 8 = 4. 
综 上 知 ,适合 条 件 的 最 小 正 数 a = 2, 此 时 一 定 存在 B( 事 实 上 p > 4) 使 原 不 等 式 成 立 . 
1. 人 jz) = y -xz 


1+/z x “r+/z 
AJ a < max| f(z)| ,下 面 求 max| f(z)| 


VE 
+ ra) oT) -+ 天 ) 


= Vz(z + -(z- DG/zr+1 
2 /z /z-l(z+ /z): 
i. (x+ DGz -/z- ) 


2Vr /r-l(z + /z): 
f(D) > 0z -Vz -1< 0z € (1,48) 


e e E [1.3 与 1 ) 时 ,7(z) mamas e (H, + o ) 时 ,7(z) RER. 


[5 

Naha = /[258) -1 
idin 2 2+/5 

_ [s5 -11 

e 2 
Ham = SB, 
12.u = Vz 是 在 [0, + oo) EUREM, 4 p = q = 2B}, um = 3⁄2 
13.4 = b=c= 志 时 ,( 古 + 古 + 古 ) "2 


14. H M, < M2, 即 
3r+3: (2y) tSr < [GaP +3- (23) + sz] 
9 A 9 


代入 约束 条 件 ,有 3z + 6y + 5z 之 9, 当 3z = 2y = = = LURE r= 二, = 于 ,= = 1 时 ua 
=9 

15. 由 于 对 任意 实数 :a、5, 有 

lt-al+lt-bi2la-bi! 

并 且 在 + € [a,6] 时 等 号 成 立 ,所 以 

" 

Š, l z+ y- 10 121 100 ~ 50 1+1 90 - 40 1+1 80 — 30 1+1 70 — 20 i+! 60 - 10 |= 250, 


ESOS z +y <0, FIRI. 
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同样 >' 13z -6y- 36j I> 25 x 36 = 900 
fi 

在 00 三 zx -2y <N, FIRT. 


令 /G) = 27 1 kG — k) 1, 在 : > 10 的 时 候 其 值 显然 大 于 /(10) 的 值 ,所 以 fC) 的 最 小 值 在 + € 


i 


[1,10] 时 考虑 . 

因为 n 三 + 过 n+1,n 为 1 至 9 之 间 的 自然 数 . 

HAT+2+ + nt 20+9+ +(n+1)]+10 +. a (n - 12 R 
t 的 单调 函数 ,而且 

Fn+l)-a)=1+2+3+…+n-[I0+9+…+(n+l)] 


= n(n+1)-55 
所 以 在 m >I, f(n) < f(n + 1),f£ n <TR, f(n) > f(n + 1). IB, f( z) 的 最 小 值 在 := 7 时 达 
F, f) = 112 
+ 3 19x , 9: 
所 以 > 1k(19z+95y = 954) 1 = 95 X) 1 (A + 8-2)! 
>95 x 112 = 10640 
w w 
所 以 P(z,y) = 2) >) D) | Ca + y 10i) + (3x - 6y = 36j)(19x + 95y — 95k)k | 
A 
= 250 x 900 x 10640 = 2394 x 105 
当 z = 55,y =-4 时 ,P(z,y) = 2394 x 106 
所 以 P(z ,y) 的 最 小 值 为 2394 x 10 
16. 由 2zz+ 3zy+2y? = 1 得 2(z + y)? = 1+ zy, 即 2(z + y)? = k- (x + y) +1, 移 项 得 
2(z+y)2+(z+y)-(+Ak)=0 
将 这 一 方程 视 为 关于 z + y 的 二 次 方程 ,由 z + y 为 实数 得 
A=1+8(1+k)>0 
解 得 之 - 电 


故 z + y + ay 的 最 小 值 为 - 号 

17. 由 已 知 得 

Sx? - (10 + 4y)z + y? +6y+5-s=0 

A, =-4(y + 10y - 5s) 2 0 

于 是 ,5s > y? + 10y = (y +5) -25 >- 25 

cs >- 5, 故 * 的 最 小 值 为 -5 
18.ğb+c+d=A,c+dt+a=B,d+a+b=C,a+b+c=D 
以 上 四 式 相 加 ,可 得 

atb*c+d= K(A+B+C+D) 0 
ARO) 分 别 减 去 所 设 四 式 ,得 

a = 村 (B+C+D-24) 

b= 4(C+D+A-2B) 

c= 十 (D+A+B-2C) 


4= 寺 (4A+B+C-2D) 


原 式 可 转化 为 
5 -Bt+C+D-24 , C+D+A-2B , Dr A+B-2C , At B+ C—2D 
Si 3A 3B 3C 3D 


即 3S+12 
_ At+B+C+D A+B+tC+D A+B+C+D ,A+B+C+D 
š A B C D 
ë +L 22 
=(A+B+C+D-(L+ 1 +t) 
>16 


m 3s+2>16,5>$ 
当 且 仅 当 A = B = C = DH a = b = c = d) 时 取 等 号 . 
故 S 的 最 小 信 为 全 
19. 设 zj = a + bi,z2 = b+ ciszy = c + ai D 
Laiti ziti zy 121zi tz +z |= (a+b+c)il1+i1 


ltl sitl zl a 
即 w= EITT Zl1+il=/2 


BH a = b = c 时 ,zw 的 最 小 值 为 /了 
20.z2 - = 16 是 中 心 在 原点 的 等 轴 双 曲线 , 它 的 参数 方程 为 
< = 4sec0,y = 4tan9 (9 为 参数 , 且 0 天 二 部 .将 其 代入 得 
zy) = 二 + 起 +1 

S a, o8, 2sinf 

-1 

Q (0-1 9 

16 8 


# /(z,y) 的 最 大 值 为 名 ,最 小 值 为 
1.a -9y - 4z +18y -9 = 0 本 转化 为 于 2 OD. 1, 它 的 参数 方程 为 
9 


二 =2+2sueg,y = 1+ 子 tang (9 为 参数 ,0< 9< 至 ) 


RA f(z,y) 得 
_ Sz -2)+3(z-2)(y-1) -4 
PA (z -2% 
5 4se20 + 3 x 2sec9 x ta0 — 4 
š 4se20 
= 5 + sin - o0 


= sinó + sin + 4 
ñ ru 
= (s6++) + 
É /(z,y) PBK MEDD 6 MS 
2. 令 a(2x + y- z) + b(z — y + z) + ele + 2y = z) =7x+5y~2z. 比 较 两 边 的 系数 ,可 得 
a = 1,b = 2,c = 3. 分 别 用 1.2、3 乘 以 已 知 三 个 条 件 ,得 -1<2r+y-z<8,42(r-y+ z) < 
18, - 9 < 3(z +2y - z) < 21, 此 三 个 式 子 相 加 得 
-6<T7z+5y-2z=<47 
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即 -6<u<4 
故 u 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 为 47 和 -6 


23. 不 妨 设 + 之 y, 令 z= 十 +4, 则 y= 十 -1.0<t< 十 


sws (1+4)(1++) 


3+2t 3-2 _ 9-4? 


9- 362 
42 1-4 一 
当 上 = 0BDz = y 时 ,所 求 最 小 值 为 9 
24. itr =3+ ty = 2+t2,z = 1+13, 代 入 已 知 式 得 4t1 + 51t2+ 8t3 = 0 
w = Bz? + 15y? + 4822 
= 180 + 12(4t1 + 5t2 + 8£3) + 8t? + 1512 + 4813? 
> 180 
( 当 且 仅 当 4 = t= 5 = 0 时 得 ) 
即 当 x = 3,y = 2,z = 1 时 ,w 的 最 小 值 为 180 


Pego EN 


第 一 章 。 多 项 式 的 运算 


A 组 

1. 提示 :必要 性 可 用 恒 等 定 理 ,充分 性 可 用 数学 归纳 法 . 
2. 提示 :比较 多 项 式 的 次 数 . 
3. 答案 :p(x) = 0,p(x) = 1R p(x) = z"(n € N). 
4. 答案 : 当 degf(z) = 0 时 ， 
æ= |° k=1 (a 为 非 零 常 数 ) 

1 k>1 
3 degf(z) > 0 时 ,f(z) = +. 


5. 提示 :利用 二 进 制 ,可 求 得 "允许 的 多 项 式 " 有 |[ 号 ] 个 
6. 简 解 :一 般 地 ,P 中 第 + 1 项 具有 形式 
Ps(z) = #Gü - DA = H?) = 2) 


iip = È Pan () P = giom(1997) 

(DR < n B$, P, a(x) = (1- z")P,.,-i(z) 

Gü)& = n Bt, Pi, a(x) = z" 
可 见 存在 递归 关系 :Ps(z) = (1 - z")e,-i(z) + z" 
即 g(x) -1= (1- m)[@,-i(z)-1] 

Mgala) -1= (1- (2)(1 zo)[p(z) -1] 
因为 Pi(z) = Poa(z) + Pilz) = (1-z)+z=1 

p(x)=1 

“P= pn(1997) = 1 

7. ERAL- 1,1] 上 任 取 满足 条 件 

0<1lz- yigi (<i<j<3) 
的 四 个 值 rzo,zi,zz,z3, 则 有 


la I< maxl! p(zi) "(> la, <È i, 
而 在 条 件 (* ) F, 对 每 0<i La, 有 
la = ][ (e-z) 
RP 
所 以 & 宇 4, 故 1a 1<4 
又 因为 Pu(z) = 4z? - 3z 满足 Po(-1) = - 1,Po(1) = 1, 并 且 在 它 的 极 值 点 -上 有 
Pu(- 去 )= Po( 到 )=-1 
所 以 Po(z) € M,F | a | 可 以 取 到 4, 故 大 最 小 值 为 4. 
8. 令 Q(z) = plx)! FÆ QG) =- 1k = 0,1,2,…,2n. 由 拉 格 朗 日 插值 恒等式 有 
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ES 
其 中 必 = k,k = 0,1,2,…,2nm, 将 z= 2n +1 代 人 上 式 , 得 
Go 
和 $o omc pe many A = 
= $- pan 《2m + nons 1-k+1) 


r=] 


F an 
"ha =- Sc, +1=-2"1+1 
所 以 P(2n +1) = Q(2n +1)+1=2-2x4" 
由 已 知 p(2n +1) = 一 30, 所 以 2-2x4" = 一 30 
解 得 n = 2 
设 P(z) = ar? + br +c, 那 么 
pw=c=0 
ee 
ba =4a+2b+c = 0 
解 得 ,a = 2,5 = 4,c = 0, 于 是 P(z) =- 2z2 + 4x 
9. 先 证 明 结论 对 A = 0,1,2,…,n 一 1 成 立 . 
构造 一 个 次 数 不 商 于 n - 1 次 的 多 项 式 , 使 它 在 每 个 点 a; 处 取 值 为 a ,i = 1,2,…,n .由 拉 格 朗 日 
公式 ,这 个 多 项 式 为 


其 中 x"! 的 系数 是 at 


另 一 方面 ,多 项 式 P(z) = AAEDREG), k< n- 1 RYO =n- 18, 
-1 的 系数 为 1, 这 就 是 说 明 当 k = 0,1,2,…,n -18t Ù a 都 是 整数 . 


F> n Bity s U d... A j a d,en H bob 设 多 项 


R f(z) = t ea! tA cn-iz+ ca 的 根 为 a1,a2,…,an, 即 f(z) = (z — a)(z — az) la — an) 
则 由 上 式 易 知 ,clycz，…cv ARAN = 1.2… 


Ja £ ft 


FD + s Fa -gt =- Deh: 也 是 整数 , 故 由 数学 归纳 法 原理 知 命题 成 立 . 


10. 设 7/z) = (z — a)(z — a2)=( æ = an) by = + 
0 < i < “根据 拉 格 朗 日 插值 公式 - 
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MENS 人 
SE) = JG) PEG += + 0) = bo) tbr ba) 
*s= max | f(z) 1, 则 


(z —b)--(z ~ b,) 
(bo (bs br) 


(z ~ bo) (z — b,-1) 
fbn) th ak = ba) 
Q= |] 
ha) 


a 


<[ Tbo = b1) (bo — b.) 
Q- bg) (2 = bi) (2 — B, r 
a|, G, bo) Cb; = b-1) (b — bi) (6 — ba) 


Ifl) IS Nawt 


n(2: 
= ne = ln 
= CHCE- < CLOE, 
所 以 
mx f(z) iS s: Deh < s (Hi) (Ton)< S- 2 -2 < s. 6)" 
故 取 C = 16 便 可 . 


2. 提示 :(1) 利用 恒等式 (1 - 22)" = (1+ z)" (1 z)" 
2) 左边 和 式 是 立 (1 + z)'1G1 + yE 展开 式 中 xn-4 .gr 的 系数 . 

3. 提示 :用 便 等 定理 . 

4, 提示 :对 n 用 归纳 法 

5. 答案 : 击 n(n + 1)(5n2+ Sn +2) 

6. 由 二 项 式 定理 ; 

Zar = (1+ x)" = (1+ x)". (1+ z)" 


- (Z<, 2) DA- mt) 
-Dr( > dneh) 


aser 
120,130 


= SEE 
比较 上 式 两 边 v 的 系数 ,得 证 . 
7. 证 明 :由 于 之 2, 从 而 wn? - 2n(n - 1) 之 0, 于 是 ,对 任何 :> 0, 有 
2 Da- n+1>0 
由 此 得 
Arrt m+ POD >an 


ži z > max(bl,b2,… bn) 时 ,由 于 f(z) 是 首 中 多 项 式 ,从 而 f(z +1)= +r -b)(1+<z- 


b) (1+z-b,) > 0 
由 均值 不 等 式 可 知 


sarn Y 1 >w(z+) pEr 


bi) 


a RA Dis 


由 此 得 f(z + 1) > Ç E 


Sr-b 
8. 解 :z,y,z,z 能 满足 给 定 的 方程 组 等 价 于 : = 22,42,6:,8?, 即 = 4,16,36,64 满足 方程: 
2 
Titr rB ra=! ° 


去 分 母 , 当 上 Z 1,9,25,49 时 ,关于 : 的 方程 D 等 价 于 方程 : 
(£ — 1)(z - 9)(z —25)(z — 49) — z2(z — 9)(t — 25)(z — 49) — y?(t — 1)(z —25)(t - 49) - (+ 
=1)(¢ - 9) = 49) - w(t -1)(t-9)(: -25) = 0 @ 
方程 Q 是 关于 : 的 4 次 方程 ,: = 4,16,36,64 E @ 的 根 ,也 是 它 的 全 部 根 , 故 方程 @ 又 等 价 于 方 
程 . 
(t -4)(t - 16)(¢ — 36)(¢ - 64) = 0 © 
由 方程 @ Q 中 的 e 的 系数 都 是 1, 故 其 余 各 同 次 项 的 系数 也 应 相等 ,比较 t? 的 系数 即 得 
1+9+25+49+ z? + y? +z? + w? = 4+ 16 +36 +64 
“l+ l+ w = 36 


9. 解 : 
fle) = az? — c 
asf = fa) 


由 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ,有 


ag- pe-a) (z+ D(z -2) (z+D)(z-D) 
Nr) = f( PT DEDEDE D+/D HD +D Er 
1 


=- (2-0) -D 


从 而 KD) =- + 县 7(2) 

` - 4</0)<-1,-1</0)<5 

“-1</(3)<20 

故 选 (C). 

10. 解 :因为 P(z) 是 四 次 多 项 式 且 至 少 有 一 个 实 根 , 故 P(z) 可 分 解 成 两 个 二 次 多 项 式 的 积 ,于 是 
可 设 

P(x) = (x? + Àz+1)(z2 + px + 1) 

= at + (À + p)? + Qa +2)z22+ (A+tp)r+l 

比较 两 端的 z3 ,zz 的 系数 得 

Atp=aM=6b-2 

因为 方程 有 实 根 ,不 妨 设 zz + Xr + 1 有 实 根 ,于 是 A = X? - 420, A | 宇 2, 且 4 为 实数 , 故 jp 
也 是 实数 . 

a? +b? = (À + p)? + (Ap + 22 


2 
- Q. D(e h) ++ 2 


好 二 下 


2 3A 下 2 _— s. y: 
= Q: Dhea) +(2+D(1 二 


>@ + D(i- z) - T 


一 和 
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当 且 仅 当 4 =t 2y =- T T 时 ,等 号 成 立 , 故 a? + b? 的 最 小 可 能 值 是 二 

11. 证 明 :由 于 P(z) 不 是 常数 , 故 deg(P) > 1,X. degl p(z)]° = 2deg(z) 

由 根 的 个 数 定理 ,n(p) < deg| p(z=) L n( p) — degl p) < deg( p) 

故 当 degl p) < 2 时 ,命题 成 立 . 

因为 [p(x)]? = 1 可 变形 为 [p(x) - 1][p(z) + 1] = 0, 若 可 证 得 多 项 式 p(z) - 155 p(z) + 1 h 
至 少 有 一 个 多 项 式 的 整数 根 的 个 数 不 超 过 2, 则 n(p) < 2 + deg( p), nlp) - deg(p) <2. 

下 面 证 明 : p( z) - 1 与 p(z) + 1 中 至 少 有 一 个 多 项 式 的 整数 根 的 个 数 不 超 过 2. 

( 反 证 法 ) 设 p(x) -1 与 p(z)+1 各 有 两 个 以 上 整数 根 分 别 为 a1,a2,…,as 及 Bi ,PR(st > 
2,s + t = n(p)), 它 们 互 不 相等 ,不 妨 设 它们 最 小 的 整数 根 为 8,, 则 

p(z)+1 = (z - B)Q(z),Q(=) € Ziz] 

则 pa) (xz-B)Q(z) -2 

Wali = 1,2,…,s) 是 p(xz) 一 1 的 根 . 

“(a - B)Q(a) -2 = 0 
即 (a - B)Q(a) =2 (¿= 1,2 


va- pRa) €Z (i=1, 
;B112 
,一 Bi(i = 1,2,…,s) 是 互 不 相同 的 s( > 2) 个 正 整数 ， 


Z 有 多 于 2 个 的 正 约 数 ,矛盾 . 
故 pla) - 1 与 p(z) + 1 中 至 少 有 一 个 多 项 式 的 整数 根 的 个 数 不 超 过 2. 由 此 可 得 ; 
n(p) - deg(p)<2 


第 二 章 。 多 项 式 的 除法 


A 组 
1. 证 明 :对 n € Z' 用 归纳 法 证 明 . 
当 n = 0 时 ,因为 
(z+1l)2nt1+ Erta 
所 以 结论 成 立 . 设 对 某 个 n - 1 结论 成 立 , 即 多 项 式 (z + 12571 + t 被 多 项 式 zz + r + 1 整除， 
则 多 项 式 
(z+ 1) + 22 m (z + 12(z + t+ z nti 
= (x? + 2a + 1)(x + 1)! t ze! 
= (a? + z +1) +1) + r((z + 12714 nr) 
同样 被 zz + z + 1 整除 .于 是 结论 对 n 成 立 . 
2. 解 :如 果 plr) = (WBO, WA c= 必 , 所 以 , 当 上 是 偶数 时 ,c = 0 或 < = 1; 当 是 奇数 时 ,c = 
0 或 c=+1 
MR plr) 不 是 常数 , 则 对 x 的 无 穷 多 个 值 ,y = p(z) 必须 无 穷 多 个 值 , 即 p(y) = F HEREA 
y 成立 :由 定理 9 的 推论 1, 有 plr) = 六. 经 验证 知 ,以 上 所 求 这 些 多 项 式 皆 满足 条 件 . 
3. 提示 :用 反 证 法 . 
4. 设 So,S1,…,S, 是 多 项 式 S(x) 的 系数 , 即 设 S(,) = So + Siz + … + S,z" ,在 所 给 的 恒等式 两 
WARA z - 1, 得 
(z - 1)(p(z5) + zQ(z5) + z2R(xz5)) = (x5 — 1)S(z=),Bll p(z5) + (z5 — 1)S,(z) =- (z — 
1)S;j(z) + zp(z°) + (2? - z)Q(z=5) + (z - z2)R(z5), 其 中 记 


Page EEJ 


Si(z) = So + Ssz5 + Siz! + == + Sur™ 


Si(z) = S(z) = Si(z),m= [2 ] 

由 于 在 上 一 恒等式 左 端 变量 > 的 指数 是 5 的 倍数 , 右 端 的 却 不 是 ,所 以 恒等式 两 端 都 应 等 于 零 ,由 
此 得 

plz) =- (25 - 1)S,(z) 

在 上 式 中 取 z = 1, 得 p(1) = 0, 因 此 由 Bezout 定理 ,多 项 式 P(z) 被 x - 1 整除 

5. 证 :因为 次 数 是 正 整 数 ,所 以 集合 中 有 次 数 最 小 的 多 项 式 , 设 为 

wlz) = ui(z)F(z) + vi(z)g(z) © 

E wilr) flx) M flx) = mi(z)Q(z)+ rix), EP ril) #0,degri(x) < degw1(z), 于 是 

rz) = f(x) ~ wi(z)Q(z) 

= f(z) - Q(z)[ui(z)f(z) + w(z)g(z)] 
= [1 - Q(z)ui(z)]f(z=) + [- Q(z)=X(z)]g(z) 

这 说 明 r (z) 是 已 知 集合 中 的 元 素 , 且 degri(z) > degu (z) 

与 假设 矛盾 , 故 a (z) | flx) 

AATE, w(x) | glr). AH, wlr) 是 f(z) 与 g(z) 的 公 因 式 . 

# wuz(z) 天 0, 且 az(z) 1 fl), w(x) | g(x), Wh DRA, wlz) | wlz). 

因此 ,wn(z) 是 f(z) 与 g(z) 的 最 大 公 因 式 . 

6. 提示 :由 于 r,z + 1,2z +1 两 两 互 质 , 故 只 须 证 明 z,z + 1,2z + 1 都 整除 (z + 1)2m- zzm -2z 
-1 

7. 解 :将 > = 0,2 代 人 题 中 的 恒等式 ,可 知 多 项 式 plr) 有 根 0 和 1, 即 它 被 多 项 式 x? - x 整除 .其 
次 ,将 P(z) = (z2 - z)Q(z) 代入 恒等式 ,可 知 多 项 式 Q(z) 满足 恒等式 Q(z) = Q(x - 1) ,由 此 得 
到 . 

Q(0) = Q(1) = Q(2) = … 

因此 Q(z) 三 a, 其 中 a 是 常数 ,于 是 所 求 的 多 项 式 为 plr) = alz? - z), 反 之 , 易 验 证 ,所 有 这 样 
的 多 项 式 也 都 满足 题 中 的 恒等式 . 

8. 简 解 : 设 f(x) = (zz+1)(zz+2)g(z)+(ar3+ br? + cr + d) 
MD ar3 + br? + cr + dir +1 除 的 余 式 . 

(c-a)z+(d-b)=4r+4 
故 c-a=d-b=4 
同 理 ,f(x) 除 以 z2 + 2 的 余 式 为 

(c -2a)x + d-2b = 4r+8 
É c-2a=4,d-2b=8 

由 此 可 见 a = 0,b =-4,c= 4,d = 0 
Ë r(z) = 一 4z2+4 

B 组 

1. 解 :多 项 式 P(z) = ar 满足 题 中 条 件 ,其 中 a 是 常数 .下 面 对 n € Z' 用 归纳 法 证 明 , 所 欲求 的 多 
项 式 P(z) 满足 条 件 P(n) = np(1), 当 nn = 0. 和 n= 1 时 ,等 式 显然 成 立 . 设 等 式 对 nn 一 1 和 成 立 ， 
RP n € N'I p(n + 1) = 2p(n) - p(n - 1) = (n + 1)9(1) 
即 等 式 对 n + 1 也 成 立 .因此 多 项 式 plr) - pOr 有 无 限 多 个 根 z = 0,1,2…, 由 定理 54, 它 应 当 恒 等 
于 零 .于 是 所 求 的 多 项 式 具 有 Plr) = az 的 形式 . 

2. 解 :将 z = 1, - 2,0 代入 题 中 的 恒等式 ,可 知 多 项 式 有 根 0, + 1, 即 它 被 z? - z 整除 .其 次 ,将 
pla) = (2° - z)Q(z) 代入 恒等式, 可知 多 项 式 Q(z) 满足 恒等式 Q(z) = Q(z - 1), 由 此 得 到 ， 

Q(0) = Q(- 1) = Q(-2)=… I 
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因而 Q(z) = a,a 为 常数 ,于 是 ,所 求 的 多 项 式 plr) = a(z3 - z). 反 之 ,容易 验证 所 有 这 种 形式 的 多 


项 式 也 都 满足 题 中 的 恒等式 . 
3. 提示 :用 反 证 法 ， 


4. 证 :因为 f(x) E Z[z],a,bE 2, 由 a 头 5, 所 以 ,由 定理 3( 余 数 定理 ) 推论 2, 有 a — b | 


f) 
` fla) =b, f(b) =c, "a-b1b-c 
“b-c = mla- b)(m € Z) 
同 理 c - a = n(b- c)(n € Z) 
a-b = p(c-a)(p € 2) 
== 3848 
(b — c)(c — a)(a - b) = mnp(a - b)(b — c)(c - a) 
a,b,c 互 不 相等 ,… mr = 1 
EDZ,… 只 有 m=-1 或 1 


若 m =-1 由 四 得 5-c=0-a…a=c, 矛 盾 . 


车 m=1, 由 n= p=1 或 n = p=-1, 均 可 推 得 a。= b = c, 矛 盾 . 


故 命题 成 立 . 

$5, 证 ;考虑 多 项 式 Q(z) = pla - z) = ax" + + ax + ap, 
则 由 定理 有 

ao = Q(0) = pla) <0, aí = Q'(0) =- pla) <0 
< LO -CD < 


-ao - „L D(a) <o 


fla) - 


eee 


Bz; 对 局 有 = >o, 有 Quay <o, 即 多 项 式 p(z) 在 z € (- o,a) 上 没有 根 . 同 理 ,对 多 项 式 


plx) = p(b+ z) = bx" ++ + biz + bo 
应 用 定理 有 
bo = Ro = Pu) >0,bi = Rw = Po 二 0 


R. P, o (n), 
br = TP s 0 = Pw>0 


因此 ， 5 之 0 时 有 R(z) >0, 办 而 多 项 六 p(x) 在 "Ee [b, + ©) 上 没有 根 ,这 就 证 明 , 多 项 式 plr) 


所 有 的 实 根 都 在 (a,5) E. 
6. 简 解 :只 须 证 明 fC) = gli) = 0(i? = 一 1), 事 实 上 ,有 
(i-1)f(i) + (i-2)gli) = 0. P A" 
G+DfG)+G + Dg) = 07 = gG) = 0 
7. 解 : 设 
p(z)= r+tutv= (rz-r)(r-s) 
Q(z)= zz+rur+t 
由 (2) ri+ur+t= s 

stwustt=r 

@-Q@f w=-(r+s+1) 

W@fAQ8 t=(r+s)+rs 

由 D 及 韦 达 定理 得 


r+s=-u, r= o 


RA @,0.14 


eeee e 


w=u-l,t=v-u 
“f(z) = P(z)Q(z) 
= (x? + uz + o)[z2 + (u — 1)z + (ə - u)] 
= x* + (2u - 1)x? + (u? — 2u + 2v)z? 
= (u? — 2uv + u)z + v(v- u) 
比较 两 端 同 次 项 的 系数 ,得 
2a+1=2u-1 
(a-12 = wu-2u+2v 
b =- (u? — 2uu + v) 


4 = (v - u) 
a=2 ,la=-1 
mzn b=- R|, =-2 


当 a =-1,b=-2BL h OOWH u = 0,v = 2, FÆ P(z) = zx?+ uz + v= x?+2 无 实 根 ， 
与 题 设 条 件 (1) 不 合 , 故 会 去 .因此 a = 2,5 =- 14 为 所 求 
8. 简 解 :用 反 证 法 . 
如 果 可 约 , 即 fx) = g(z)h(z), 其 中 g,h 之 首 项 系数 为 1 
用 z = aj 代 人 ,有 
g(a)h(a) = 1. 
由 于 g(aj),h(aj) 都 是 整数 ,所 以 有 
g(aj) = h(a), 而 [g(w)] =1,1<j <n 
另 一 方面 ,由 于 了 是 无 实 根 , 所 以 对 一 切实 数 z 有 
glz) >0,h(z) >0 
这 证 明了 gla;) = h(a) = 11<j<n 
因此 ,(z - aj) | (g(z) - 1),(z — aj) | (h(x) - 1) 


所 以 g(z) = TY (e - agila) + AG) = TI G - a)h(2) + 其 中 ,hi 仍 为 首 项 系数 等 于 1 


的 整 系数 多 项 式 ,但 是 deg(g(z)) + dash (z) = 2n. 这 证 明了 g(z) = hla) = [J(e - a) + 1 于 是 
H 
f(z) = [g(z)Ë 
MI- a) +1 = LT] e- a) +P ERER. 


第 三 章 ”多项式 的 根 


A 组 
1. 答案 :(1) 当 且 仅 当 (mn,m + 1) = 1;(2)m = 6k +2 或 m = 6k + 4(k 为 非 负 整 数 ) 
2. 提示 :(1) 由 题 设 k = 0,1,2,…,n 是 g = (z + 1)p — z hi, Eh degg = n+1 知 ,g = az(z 


一 D(z 一), 令 z = 一 了 得 a = OD EXA znl ito = Ozai = a + 10 = 0,1,2,…) 
用 归纳 法 易 证 : f(z,) = a, BEREM, F = = 

3. 提示 :由 a + bÉ 是 无 理 数 ,可 证 degf > 2, 令 g = (2-a)? + Be, f = gg+ar+6, 由 f(a+ 
ble) = 0, 可 证 a = b = 0, 从 而 g1f 

+ 提示 : 设 / 有 (之 m) 个 不 同根 (i = 1,2,…,4). 由 此 推出 集合 19,z1z2,…,z124| = lzh 
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+a" ,再 推出 A = 1. 由 此 及 对 称 性 知 z, 恰 是 全 部 上 个 单位 根 si ,再 考虑 到 这 些 根 可 能 是 重 根 ,得 
f=AJ](z-6)"%, 这 里 A 关 0, m = m 

5. 简 证 : 若 有 根 a(1 a 1= 1), 由 a"(a - 1) = 1 知 1a -11= 1, 由 两 圆 的 交点 得 c = di R 3, 
无 论 哪 种 情形 代 人 原 方程 都 有 6 | n + 2. 若 6 | n + 2 易 验证 上 述 两 个 a 值 都 是 根 . 

6. WE: f -2 = (z- x)(x- x)(x - z3)(x - zi)g 仅 设 有 整数 o, 使 Fa) 等 于 1,3,5,7,9 
中 的 某 一 个 , 则 fla) -2 = (a - zi)(a — zə)(a — zs)(a- zr)g(a) 
等 于 - 1,1,3,5,7 中 的 某 一 个 .但 这 5 个 数 中 任何 一 个 都 不 能 分 解 成 5 个 整数 的 乘积 ,矛盾 . 

7. 提示 :(1) 设 三 根 为 z1,x2,zx3, 由 韦 达 定理 

a? -3b = [rz + (za = za); + (zs = P] 20 

DAVAT - a) >- $ = T (zi + za + z) > min(zuza,z5) 

(3) i& >=, < z; < zs,|/ a? — 3b < z3 - zi@42 - 3b < (zs T(r — 22)? + (22 = z3)? 


=< (as - z1)? 


8. 提示 :利用 定理 4. 

9. 简 解 ;由 题 设 可 知 , |r- a 1… | r ay l= (ni)? H r- air- azr- azn 是 两 两 不 相 
等 的 整数 .为 使 

Ir-altlr- arl lr-anl=1.1.2.2n en 
必须 且 只 须 | r-a 1 ,17 -az 1,…, Ir- av 1 中 恰好 有 两 个 1, 两 个 2,……, 两 个 n. 若 1r- ai 1= 
1r-wl, 只 能 是 r-a=-(r-aw), 故 (r-a)+(r-a)…+(r-an)=0, 即 -= 二 De 


10. 简 证 : 因 f(z) 的 所 有 系数 都 是 非 负 的 ,所 以 它 的 儿 个 实 根 都 不 是 正 数 ,于 是 设 flr) = (z + 
ri(z + rajola + ra) IE ri > 0,rirz…r, = 1, 于 是 f(2) = (2+ ri)(2 + rx): (2 + r,) 2 3" 


11. 简 证 :车 /(z) 有 有 理 根 台 ,(p,9) = 1,0 p iang l aop +q l fO 1),p -q 1 f), ao, 
an 不 是 3 的 倍数 , 知 puq = + 1(mod 3), 从 而 p- q 与 p + q 中 必 有 一 个 能 被 3 ER, F 


12. 简 证 : 原 方程 即 n7! + (mn 一 Dze2+…+3z2+2r- (nt (n 1) =0, 经 验证 :x = H 
为 其 根 . 

13. 提示 :只 须 证 ( | ), 着 ao = a 则 f(z) 的 个 根 为 x + 1 次 单位 虚 根 ,其 模 为 1. 若 
agra, ran 不 全 相等 , 则 an1 - an,an-2 at- asa - al 中 至 少 有 一 个 大 于 0. 若 1 z 1< 
1,9 i (x -1)f(x) |= 1- ao + (ag -ai)z + (a - az)z? +- + (an-1 - an)" + ant"! VZ ao l- 
[l ao- aill z i+] ar- azltl æl? +e +l (an1 an) Ilx l" +l an 1+1 zi] 二 ao-[(ao-a) 
+ (ai - a2) + + (an-1 — an + an] = 0. 这 说 明 ,对 任意 1 xz 1<1, | (x -1)f(2)1>0, 1 f(x) 1> 
0, 故 f(x) 的 根 的 模 > 1. 

14. 提示 :利用 题 13 的 解法 . 

15. W. 

16. 简 解 : 论 S, = z" + y' + z", 则 S, = S; = Ss = 3, 构 造 以 zx,y,z 为 根 的 多 项 式 f(1) = (1 - 
z)G -y(t 2) = P- ot? t ort + os, BBA o = Si =3,02 = 二 (Si- S) = 3, 再 由 牛顿 公式 ， 
H Ss = 3S4 - 3Si + asS>,S, = 3S3 - 2S; + 3Si,Si = 2S; - 3S, + asSo. 由 以 上 三 式 可 得 Ss = 
3003 -27, 又 Ss = 3, 故 oj = 1 从 而 F(t) = 日-32+3t-1=(t-13, 所 以 z=y=z>=1 

Bí 


ran. = 天 = 至- 


ai ar a a a 


则 az = aiq,ay = aiq?,a, = alg3,as = aiq* 
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于 是 ,由 已 知 条 件 得 

altatota tg) = S+ +q'+ q) 

()#l1+q+qQ +q + q = 0,WJ 

q -l1=(q-(q+Q+Q+q+1) = 0 

sÉ =i l¿l=1 

此 时 , | aj 1=1az1=1as1=1as1=1asl 

故 复数 a1,a2,a3,a4,as 对 应 的 点 都 在 以 原点 为 圆心 ,| at | 为 半径 的 圆周 上 . 

GQ) l+q+ Q +q +q #0 atg = 4, 即 a = 4,a3 = 土 2, 而 9 满足 方程 
Z= S =+ ° 
iz = 9 + 十 ,上 式 化 为 关于 z 的 实 系数 二 次 方程 


z+tz-1t 广 =0 © 

Pl) = zx?+x-1F 方 ,注意 当 !s 2A 

/(- 二 )= 二 (s+25) <0 

f(2)= ++ >0 

f(-2)= is 20 

故 方程 @ 的 两 根 都 是 绝对 值 不 大 于 2 的 实数 . 

对 于 O 的 每 个 根 =, 相 应 的 q 满足 实 系数 二 次 方程 g? ~ zq + 1 = 0 图 
它 的 判别 式 A = zx? -4 < 0, 故 两 根 gl ,9 HAARR |q? = 1 q. 12 = quq a = 1 

因此 ,方程 D 的 每 个 根 q 都 满足 1 g 1 = 1, 从 而 , 1 ol 1=1a21=1a31=1a41=1as1= 2, 即 复 
数 araras asas 对 应 的 点 同 在 以 原点 为 圆心 ,半径 为 2 的 圆周 上 . 


Èt- at= Dh- x 
2. 解 : 易 知 b= "7" 0 


Dam = mm 
着 存在 实数 yo,y4.…,y ED REM oh = (ay 

由 柯 西 不 等 式 可 得 rå < CDO) @ 
0R a> am OAE > 六 只, 从 而 ,zi > (2 abC D.S O FR, Fals 
z < Da @ 
反之 ,车 加 成立 ,有 丙种 情况 : 

(Dz = Drk WR y = z.k = 0,1,2,…n ,显然 (1) 成 立 . 


(r< Dat ita? = Dla- zà > 0, 从 而 zi,…zo 不 全 为 0, 不 妨 设 xz, 关 0, 取 Y= 0,k = 
各 A 
01n 2N 


二 < 


Wai = Jana . h 


易 知 四 也 成 立 . 
综 上 可 知 ,所 求 的 条 件 为 < Y'a? 

B 
3. 解 :(i) MBER. 
Bit p # ai M p =la, 1,#H p > aia, <0 
Etna - k+1< m < nit, an = a, M m < n - k B ,an 2 a, Ë 1< k S n -1, 则 
aM y a3! a.s + a2 = a (2) Se. (=a š 4] 


an 
由 于 1 全 1< 1,…, 1 2 < 1, 故 存在 1 € N 使 得 


12 ret, 2 pgd 
n 


í. s- 


< a 


us 


aje 


_ |an 
an 


>k- k >o 
于 是 ,ai + a}! + … + aY < 0, 与 已 知 矛盾 , 故 只 能 p= a 
Gi) x > ai 时， 

(z -ai)(z-az)…(z-an) 


<i- [=a t= + (zaj 


EF 


=(z-a)[Í - t ta)" 


n-1 


<a az + 295) ' 


1 


— 
而 上 =0 时 ， 
SNS Kuas (n - 1)“ 
故 0< <s 18, ly =i <i 


“(z ai)(r- a)(r - a,) 
<(r-a) DD 
=- 
4. 解 :(a) 当 z >0 时 ， 
了 ap 


aRU 22 
I f(y) = a" t'a, ayl + + ayy 
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HF y 20 Bf, f(y) 连续 且 严格 单调 上 升 ,又 f(0) = 0, (ar) > 1( 不 妨 设 a, > 0), 故 存在 惟一 
的 正 数 yo, 使 fyo) = 1, FÆ, HR x" - az 一 … 一 an-z-ans=0 恰 有 一 个 正 实 根 . 

(b) 由 于 g(y) = Iy 在 (0, + ©) 上 连续 且 上 凸 , 故 由 琴 声 不 等 式 ,对 于 任意 非 负 实数 A1 ,12，…， 
hu( 不 都 为 零 ) 和 任意 正 数 yyz, yw, 有 


m kuy + À232 + ee + Ann ~ Àalnyy + zlnyz + + Anlnyn 
A Aí t À2 t + À, 
即 


ATA TUTA F (ASE SA 


取 入 = ay = AASS n,W 


E 
antamin ta > (44 


H aryo + ardt + að = LAA > xÀ 

1 YE 
外 (站 ) > 

而 R= La AA < RE 

5. 解 :不 存在 .车 不 然 , 设 有 非 零 复数 a,b,c 及 自然 数 /满足 题 中 要 求 . 

考察 复 平面 ,不 妨 设 复数 ab 所 对 应 的 向 量 4 .6 之 间 的 夹 角 既 不 等 于 0 也 不 等 于 , 耕 则 三 个 向 量 
< 都 共 线 ,问题 更 简单 , 取 以 55 所 在 直线 为 从 标 轴 , 且 分 别 以 1 a 1 、16 | 为 单位 长 的 斜 角 坐 标 系 ， 


过 坐标 轴 上 每 个 整 点 作 另 一 条 坐标 轴 的 平行 线 , 两 组 平行 线 彼此 相交 将 复 平面 划分 成 网 格 平面 ,这 些 网 
格 是 彼此 全 等 的 平行 四 边 形 . 

再 考察 复数 。 所 对 应 的 向 量 < 所 在 的 直线 .显然 ,对 每 个 整数 m ,mc 都 对 应 这 条 直线 上 的 一 点 , 称 
为 c - 整 点 . 易 见 c = 整 点 都 位 于 某 个 平行 四 边 形 中 (包括 周 输 ), 将 每 个 含有 c - 整 点 的 平行 四 边 形 都 
平移 到 位 于 第 一 象限 且 以 原点 为 顶点 的 平行 四 边 形 P 上 并 使 二 者 重合 .这 时 ,每 个 。- 整 点 也 都 随同 所 
在 的 平行 四 边 形 移 到 P 中 , 记 其 象 点 为 。 - 整 点 .不 难看 出 , 若 c 整 点 对 应 的 复数 为 mc, 其 所 在 的 平 
行 四 边 形 的 右 下 方 顶点 对 应 的 复数 为 ja + /, 其 中 ,都 是 整数 , 则 其 象 点 - 整 点 对 应 的 复数 为 mc 
= a - pb. 

将 所 有 c° ~ 整 点 所 在 的 平行 四 边 形 /用 平行 于 其 边 的 平行 线 划分 成 有 限 多 个 小 平行 四 边 形 , 使 每 
个 小 平行 四 边 形 的 长 对 角 线 的 长 度 都 小 于 大 ,< - 整 点 有 无 穷 多 个 分 布 在 有 限 多 个 小 平行 四 边 形 中 ， 
由 抽 层 原理 知 必 有 无 穷 多 个 ' ~ 整 点 落 在 同一 个 小 平行 四 边 形 中 ,显然 ,这 些 <” — 整 点 两 两 之 间 的 距 
离 都 小 于 十. 

将 这 样 选 出 的 无 穷 多 个 ° — 

mge- àa — pb, = 1,2,7 

由 于 第 1 个 ~ 整 点 与 后 面 每 点 的 距离 都 小 于 二 , 故 有 


1 (mi = mi)c + (À; = Ài)a + (á = 0) 1< + ° 
i = 2,3,… 由 于 这 表示 不 同 点 对 之 间 的 距离 , 故 三 数组 1(2; - A1), - pi),(mi - ms)| 互 不 相同 且 
有 无 穷 多 组 ,又 因 满 足 

lA; — Ài I+! p; — p 1+1 mi — m; 1< 1996 
的 只 有 有 限 多 组 , 故 必 有 一 组 使 

Ai T Àa IHI pig T a 1+1 mi - m;, | 1996 
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点 所 对 应 的 复数 记 为 


且 使 成立, 矛盾 . 
6. 解 : 设 在 复 平面 上 ,A,B,C 三 点 对 应 的 复数 为 ri,za,za, Pi, Ps 对 应 的 复数 为 pi、p2, 构 造 二 次 
多 项 式 
f(z) = (z = p)(z = P) 
据 拉 氏 公式 得 
: 
f(z)= UF 
Hug 
2, 


Ez 

= (x - bi)(z - p2) ° 
比较 O 式 两 边 zx? 的 系数 ,得 

La) 1 fz) poo (za) 
(zi — za)(zi — x3) (x2~z1)(x£2- 13) ` (zy z1)(x3 ~ 12) 


于 是 


TEN) 


=1 


{B I f(x) 1=1 (z1 - Pi)(mi- p2) |= araz, 
1 S(22) 1= bibz, f(x3) = ciez, H | z1- za 1= c, 


人 1= b MERA ORTA + Pibe , Sae > 1 
即 aaar + bbib> + cclcz Z abc 
7. 解 :(Dw 为 偶数 时 ,((z + 1)",z" + 1) = 1, 于 是 存在 有 理 系数 多 项 式 f (z),5"(z), 使 得 
1= f'(z)(z 4 D"+ g'(z)(z" +1) 
BRIS (zx),g*(z) 的 所 有 系数 的 分 母 的 一 个 公 倍数 , 记 f(z) = kf"(z),g(z) = ke" (z), Ml 
SC) gla) 为 整 系数 多 项 式 , 且 k = f(z)(z + 1)"+&(z)(z+1) 
Gi) Rn = 2 ， t,t 为 奇数 , 记 m = 2°. 则 可 设 o" + 1 = (z"+ DA(z) 
h(z) 为 整 系数 多 项 式 ,并 设 w = iG = 1,2,…,25) 38 z” + 1 = 0 Ë m 个 根 . 
若 正 整数 , 整 系 数 多 项 式 flr) gl) ME k = f(z)(z + 1)" + g(z)(z" +1), 则 
k = fw) + D",j = 1,2m 


Tm." = Ñ res) [Go + D" 


Ë = wi + wa + + wm 


02 = ww 十 Wawa + + wm 


Om = WW Wm 


由 韦 达 定理 知 o, 为 整数 . mx Le) 为 关于 wwr, Wn 的 整 系数 多 项 式 ， aÑ rw) 可 表 
示 为 o1,02,…,0。 的 整 系数 多 项 式 ,于 是 它 为 整数 ,而 

Hw +D = [Ñw] 

= (146+ az t + o,,)" = 2" 

因此 ,2" | 如 , 即 2: 1 k, FE, k> 

记 E(z) = (z + D(z + D(z + 1) 
= (z + 1)”F(z) 

对 于 固定 的 jE |1,2,---,m| ,考虑 集合 (zu ,ao wi, 6221) ,其 中 的 元 素 均 为 zm + 1 = 0 的 根 
且 两 两 不 等 , 故 它 为 z" + 1 = 0 的 解 集 .于 是 
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Ecu = (1+ w) + wh) + 03t) 
= (1 + wi)(l+ w) (l+ wa) = 2 
B G(z)(z" + 1) +2 = Elx) = (z + 1)”E(z) 


两 边 上 次 方 ,得 
G°*(xz)(z" + 1) +2* = (x + 1)"F(z) ° 
其 中 G` (z) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 


另外 ,由 z+1= (z" + D)h(z),# hC 1) = 1 故 可 设 G(z)(z+1l) = h(z)- 1 
两 边 n 次 方 ,得 


G"(z)(z +1)" = n(z)d(z)+1 © 
其 中 dlr) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 
KOROK. d 


G'(z)4(z)(z" + 1) = G`(z)(z" + Dd(z)h(2) 
= [(z= + D"F(z) - 2'J[C"'(z)(z + 1)" - 1] 
= (z + 1)"U(z) + 2 
其 中 Ule) 为 某 个 整 系数 多 项 式 . 
因此 存在 整 系数 多 项 式 fl) ,g(x) ,使 得 
2' = f(z)(z= +1)"+ g(z)(z"+1) 
综合 上 述 ,ho = 24, 其 中 n = 29.2 为 奇数 . 
8. 解 :(i) 约定 记 
F(z) = (z- Dh(z) + falaz) - az E) 
首先 指出 
Fva(z) = zB,(z) + Filar) 
事实 上 ， 
Fn(z)— zF,(z) 
= (z-Dña(G) + finlar) - dafin [2Z)- ale- DA) -zhlar) + aap (CE) 
= (z - D[zf(z) + ñ(az)] + [azñ(az) + ñ(a22)] - az |Z28 (2)+ Ala) ]- z(a = 


DA(z) - afilar) + 2 [2 ) 
= (az - 1) (az) + falaz) - azfix) 
= F(ar) 
因为 ,Fo(z) = 0, 所 以 ,F(z) = 0,n = 0,1,2,7. 
Gi) 利用 (i) 中 的 结论 ,我 们 归纳 证 明 
hla) = h(E) ,n= 0.2. 
首先 ,显然 (z) = P (1) 


假定 已 证 得 Al) = A(t) 
则 有 


ña()- nga (L)= fz) -f(t)- 

la- #A(21.)] 

= G-DAG)+ hla) -|En t) al) eal) 
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= (z- D(z) + flar) -cz[( 过 + 大 (人 )] 
= (z- D (z) + (az) + az, [Z.)= 
Gii) 不 妨 设 
(z) = opa, k = 0,1,: 
由 题目 的 条 件 容易 看 出 。 
oP = oP = = o =1 
BEO ) 中 得 证 的 结论 可 得 
bD) = fP (k = 0,1,%°3j = 0,1,7) 
特别 地 bH = bj) = 1 = 0,1,27 
ERF fala) = zj-i(z) + farlar) 之 中 ,比较 两 边 z Mar 的 系数 ,分 别 得 到 
bj?) = bri) + ogg 
b), = b) + ashta; 


利用 等 式 关系 
bt) = bj 
bd = 6b" 
bP = 6 


可 以 从 前 列 两 式 中 消去 bi = 好 "5 ,从 而 得 到 
bj) = g ypo 


我 们 得 到 
ft) 

9, 解 : 设 /(z) = 1+ = + 22,F(z) = SDSS H po- D KEAR 
F(z) = pe 


其 中 mn 是 对 于 每 个 € 10,1,21 WE zı + 2x: +- + (p -1)zp1 = nn 的 p 一 1 元 数组 (xz),z2,…， 
Zp-1) 的 个 数 ,因此 , | E(10,1,21) | 是 满足 可 以 被 整除 的 若干 个 a, HA. 


设 w = om ER 
; » lj 
1+w twt wD = PP 
yt 0,31 


z l... ue"! BIRA F(z) 中 , 则 
F(1) + Flw) + + Flu’) 
o 
= Saa +w + aP ph pila) 
= 


= p | E(10,1,2}) 1 
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由 于 F(1) = 3-1, 对 于 所 有 满足 pj 的 j,1,w w, wD E, ww, w! AHE 
列 , 所 以 
F(w) = F(u?) = = Ffw) 
= (1+ w+ u2)=-(1 + w! + we Dd) 
— a 307) _ 
-ww l-t 
FÆ, 1 E(10,1,21) 1= $G +p- D 
设 g(z) = 1+ r+ z2,G(z) = glx)gla?) ngl’) 
同 理 可 得 


1E(10,1,3) 1 = + (G(D + (p - DG(w)) 


= LGe + (p = DGGe)) 
因此 ,只 证 明 G(w) > 1, 当 且 仅 当 p = 5 时 等 号 成 立 . 
设 h(z)=z3+t+rt+l 
=(z-h)(z-Ap(z-o) 
这 里 A,p,v 是 复数 ,因为 当 x > 0 时 Ah(z) > 0, 则 h(xz) 有 一 个 负 实 根 ,不 妨 设 为 X, 又 由 于 A+ 人 
+u = OFISER ,vu = 疡 具有 正 的 实 部 . 


tula) = [Je - w) = Zw 


-i 
c(w = Hw -Ww -ww 
It 
Ry A 3 
1 


-X= 
LR v1 
= u(A)u(p)u(v) 

因为 A? + A + 1 = 0, 则 对 每 个 正 整数 ,有 Xt"3+ "i+ 化 二 0 

对 于 po 有 同样 的 结论 .由 于 A+ ptu = 0,22+ 2 + 2 = (A+ ptu)? -lu t pw t d) = 
一 2, 利用 数学 归纳 法 ,所 有 正 整 数 r, 有 4” + yr + v 是 整数 . 

假设 G(w) = 1, 则 

(2-1l -DID 

=(à-1)(#-1)Xv-1)=-h(1)=-3 

Eq = ++, HE 

apo = Aw)? = (-D2=-1 

将 其 代 人 上 式 可 得 22 + pap + um = 1+ 9, 故 入 ,12 ,wr 是 三 次 方程 

m(z) = z- q+ (1l+Q)z=+1= 0 
的 根 . 

HFA D <0(- 去 )> 0 所 以 -1<A<- 到 .如果 9< OIF z- A,A z? q = a? 
(z-g) >0,(1 + q)= 20,#k m(A®) > 0. 如 果 9 = 0, 则 mm(z) = zx?+ 工 +1, 故 其 实 根 为 ,因此 p 
= |, 矛盾 .所 以 ,g > 1. 

如 图 ,对 于 1x 过 0, 则 g(xz? 一 zx) 非 负 ,z+ z+1 是 严格 单调 增加 的 ， 
H2+2+1=0,23y = z + r+ 18#y = aq(z-z) 在 区 间 [-1,0] 的 
交点 p 的 横 坐 标 .于 是 当 p 增加 时 (2? 更 接近 于 零 时 , 则 q 也 增加 - 

如 果 户 =5 

g(w)=1+wt+w =- w- wt =- wl + w), 


于 是 ， 
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7 a 
Gw) = lla -wat w) = fat) Ha, 


=! P= j=l 


= fici- w)=u(-1)=1 
ji 

考虑 到 15 = - MA2(A +1) = 一 12 +A +l ARF po 有 相同 的 结论 ,于 是 ， 

g=)+Hpn+u=-(2+Ap+o)+(A+A+uo+3=5 

由 于 q 随 着 户 的 增 大 而 增 大 , 且 p = 5 是 满足 p > 3 的 最 小 素数 , 故 qg 之 5, 且 9q = 5 时 ,有 p= 5. 

假设 "之 6, 考 虑 mm(z) = r+ zx+1- qla- x). HF m(-1)=-1-2q < 0,m(0) =1>0, 
m(2) = 11 -2q < 0, 对 于 足够 大 的 z > 0, 有 m(x) > 0, 因 此 m(z) = 0 有 三 个 不 同 的 实 根 ,但 是 
m(z) = 0 的 根 是 Mi pe Ru? = 12, 所 以 如 果 ie 是 实数 , 则 > 也 是 实数 , 且 与 ve 相等 ,因此 有 重 根 ,与 
有 三 个 不 同 的 实 根 矛盾 , 故 q = 5, 因 此 ,p = 5 是 由 G(w) = 1 惟一 确定 的 . 

由 于 页 = osit- iinis = og lB DS, q li un 

所 以 g(w) = g(w 7’),g(w)g(w’) = giw) ，g(w) 过 0, 从 而.C(w) 二 0, 若 G(w) = 0, 
则 存在 & E 11,2,…,p 11, 使 g(wA) = 0, 这 不 可 能 成 立 .因此 ,G(w) > 0. 


XI | E(10,1,31) 1= 13 1+ ( 户 - DGG6)) EEK, H P | (3%! - 1), 故 


Fat- Vow)>1 
BD G(uw) > 1 从 而 有 1 E(10,1,3D 121 E(10,1,21) 1 

当 且 仅 当 p = 5 时 等 号 成 立 . 

10. 解 :假定 f € 下 使 得 f(x) = m(k) 恰 有 上 个 互 不 相同 的 整数 根 , 设 这 些 整 数 根 依次 为 Bi ,B， 
… ,及 , 则 存在 整 系数 多 项 式 g(z) ,使 得 

f(z) - m(k) = (z - B)(z -PB)'(z = B)g(z) 

Xh f € 下 知 存在 整数 a, 使 得 f(a) = 1. 

将 a 代 人 上 述 分 解 式 并 在 等 式 两 端 取 绝对 值得 

m(k)-1 =la- ĝi l'la- fi la- fiti gla) l 

依 题 设 ,a ~ Pi,a - Barsa 一 及 是 互 不 相同 的 整数 ,又 m (k) > 1, 所 以 它们 均 非 零 .为 保证 m(k) 
确 为 最 小 ,显然 应 有 | gla) 1= 1, 而 a - Dua - parra = 及, 取 绝对 值 最 小 的 个 非 零 整数 , 亦 即 从 
+ 1, 土 2,…, 中 顺 次 选取 . 

下 面 对 分 情况 讨论 求 出 m(k) 的 具体 值 . 


当 上 是 偶数 时 ,a p,a- fasa - B BUR: 1.2. £ Ë ,其 中 有 专 个 负数 ,考虑 最 初 的 分 
解 式 可 知 gla) 必 等 于 (- DEAT, mla) = (( E )i) + 

相应 的 了 可取. f(z) = (DE Ha -m+((Ë)i) +1 

类 似 地 , 当 为 奇数 时 ,a fiva - Parsa - B BUR + 1, +2,1, E 
CDP, AT, m) = (H) (A) 

相应 的 /可取 


l 
z 

ORIG H(z- Qa +k). (Ei. (H) 

11. 解 : 设 po(z) = 200010 + 19991! + … + 工 +0.1. 对 于 任意 多 项 式 Q € M( po) ,最 多 交换 


Q 的 一 对 系数 ,将 0 放 在 常数 项 ,得 到 多 项 式 Qi, 则 有 QO) = 0 = Po(0). 所 以 ,0 - 无 关 多 项 式 存在 . 
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设 pi(z) = 200012 + 1999rl9 + …+ 工 一 (1+2+…+2000). 对 于 任意 多 项 式 QE M(p1)， 
A p(1) = 0 = p1(1), 选 择 Q, = Q, 因 此 1 - 无 关 多 项 式 存在 . 

下 面 证 明 n > 0,1 时 ,每 个 多 项 式 户 均 不 是 ” - 无 关 的 . 

(DD 车 n = 一 1, 且 假设 . 

p(z) = aoz2000 + ajz" 


是 (- 1) -无关 多 项 式 , 则 


四 四 

P(- 1) = 22 ~ O02mt 
且 1ao,a1,…,azo01 是 一 个 不 同 实数 组 成 的 集合 ,并 满足 ao + az + + ax = ai + as + + ay = 
So. 对 于 任意 集合 对 |F,G} 

FUG = jao,al,…vazooo|， 

FNG = Ø, | F |= 1000, | G |= 1001. 

且 将 F.G 中 的 一 对 元 素 (一 个 来 自 F, 另 一 个 来 自 G) 最 多 交换 一 次 变 为 Fi .Gl ,使 得 S(F1) = 
So, 其 中 SCH) 表示 集合 H 中 所 有 实数 的 和 . 

设 160,b1,… ,bz0001 = laoai, azl JEP b; ME bo < b, < = < baw, BÈ ba € F, big € 
F,bo € G,b; € G1, 因 为 

(bo + bi) + b2 + *** + bio 

< (bo + bi) + bz + + bo + bior 

<e < (bo + bi) + bz + + bo + biss 

< (bo + bi) + bz + + byg + bio + bise 

< =: < (bo + bi) + b; + + bos + bis + biss 

< +: < (bo + bi)bioo + bion 十 … + bisos» 
M SCG) 至 少 有 999 x 998 个 不 同 的 值 . 另 一 方面 ,最 多 有 4 x 200 < 999 x 998 个 不 同 的 且 至 少 包含 实 
数 bo, bi» bisos, baoo 之 一 的 对 换 . 于 是 ,存在 Fo, Go, 使 bz000、big9 € Fo,bo.br € Go, 只 经 过 一 次 对 换 
TIREE bo, bı, b199, b00 将 Fo、Go 变 为 Fl G1, H S(F1) = S(G1) = So. 

考虑 由 | Fo, Gol 经 过 两 次 置换 boban, bi bio 得 到 的 集合 对 | Fo,G'ol ,由 于 

{1S(G1) - S(Go)| < bis ~ b 

设 G'i 是 G' 经 过 任意 一 次 置换 得 到 的 集合 , 则 

S$(G) - S(G1) = S(G'1) - S(G’0) + S(G’0) - S(Go) + SCGo) - S(G1) = S(G'1) - S(G'o) 
+ ba + big — bo ~ bi + S(Go) - S(G1) 

> S(G',) - S(G’0) + bawo + biss — bo — bi — (bie — b1) 

= S(G'1) - S(G'o) + bx - bo 2 0 

因此 ,S(G1)- S(G1) = S(G'1) - So > 0. 于 是 ,不 可 能 将 |F'o,G'ol 用 一 次 置换 变 为 | Fi ,G1|， 
WE SC(F’) = S(G'1) = So 

(2) 若 n 1 二 2, 先 证 明 一 个 引 理 . 

W n 22, Polar) = aga" + ai" l+ + amiyao< a) < … < am, 对 所 有 M( po) 中 的 多 项 式 在 
= = h 取 不 同 值 的 数目 不 少 于 2” 个. 

实际 上 , 设 多 项 式 RE M(Po),R2 € M(Po), 且 满足 

Rila) = aozm + aya"! + = + aa" + amt" E] + biya” i? + bmi 

Rala) = aga” + aya"! + = + ajai + apai + aa A e + asa 

HP bj aisi rami 的 任 一 排列 ,ci 是 w,…,aw-i 的 任 一 排列 , 则 


R,(n) - Ri(n) = (an — a,)n”"”"i + (c, — an)n™ i! + 


因为 sl < …< am PVA I cr — b, 1< am — a, 


9 十 … + ax 


(n) = RiGn) > (a, -an 人 1- 


> "an = a) [1 - 

于 是 ,Rs(n) < Ri(n). 

3 m = 1 时 ,至 少 有 两 个 值 Ri(n) = aon + ai, Ry(n) = ain + ao. BRHF (< m) 次 多 项 式 ， 
M( Po) 中 的 多 项 式 在 z = n 取 不 同 值 的 数目 不 少 于 2* 个 ,考虑 m 次 多 项 式 Po 连续 向 左 交换 an 所 得 
的 多 项 式 序列 

R, (z) = aoa” + + a,-iz + am 

R,.(z) = aozm + + am-22? + asr t am- 

Rs(z) = aga” + + am-3T + asr) + a,-2z + am-l 


R.(z) = az” + …+am-4z4+ ar) + a,-sz) + a,-2z + am-1 


由 归纳 假设 ,在 x = n 时 所 有 R, 至 少 有 
1+1+2+22+.+2"!=2" 
个 不 同 的 值 ,因此 , 引 理 成 立 . 

假设 P(z) = aoz2% + ar]! + … + amo 是 一 个 - 无关 多 项 式 ,，| n 12 2. 因 为 

palz) = aoz2000 + a21998 + … + a2000 
取 变 量 + 为 zz 时 是 一 关于 + 的 1000 KEAR, n? > 2, 由 引 理 ,M(p) 中 在 z = n HEDA 21% 个 不 
同 的 值 . 

设 Z 是 所 有 满足 Qi € M(p), 且 Qi(n) = 0 的 集合 ,因为 P 是 n -无关 的 ,对 于 任意 QE M(p)， 
FE Q E Z, 其 中 Q 可 以 由 Q 最 多 经 过 将 两 个 系数 进行 一 次 变换 得 到 .注意 到 Qi(z) = bor + … 
+ buo fE z = n 时 bjn' Fl bin 之 间 的 变换 最 多 给 出 M(p) 中 的 多 项 式 20014 个 不 同 的 值 ,这 是 由 四 元 
BAC, j k,l) 的 选取 决定 的 .因为 20014 < 2!om ,矛盾 . 

综 上 所 述 ,n = 0,1. 
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A 组 

1. 解 :… f(sinz) = o2z -1=1-2sinz — 1 =- 2si z 
“f(z) =- 2C z IS) 

2. W: = y(>0).MN z = ny, FÆ, [2-4] = 3iny 


HH = ¿M = HH, FE fU) = a H 


(zl>lD 


z+1 
z-1 
3. 解 : 令 z= 0,y = nz= T teys iz = T. = 至 +4 分 别 得 
SC) + fC- t) = 2f(0)cost 

Kart fa) =2/( 至 +4)os( 至 ) 

finte) + f-t) 2s(4 )æ( F + :) 

D+@-@, 得 

2/(1) = 27(o)cost + 2/( 至 )sine 


令 /(0) = a,/( 择 )=。, 并 将 + 换 成 z, 得 

flx) = acosz + bsinz(a ,b 为 任意 常数 ). 

4. 解 :首先 构造 递 推 公式 ,在 方程 中 ， 

令 > = 1, 因 J(1) = 所 以 /z+1) = f(z)+zx+l 
在 四 中 ,依次 令 z = 1,2,…,n -1 得 

f(2) = f(D) +2 

fB) = f(2)+3 


B f(x) = 3n 


fin) = fin- 1) +n 
以 上 各 式 相 加 得 


fO) = f0)+2+3+ tal+t2+3+ +n = Tn(n+1) 


即 lz)= 去 zz+D (z €N) 
5. 解 :在 已 知 等 式 两 边 都 加 上 1, 得 


f(D+1=2 
f(n+1)+1=3/(n) +2+1 = 3[f(n)+1] 
. fn + 1) + 六 

"= Na 


… 数列 | f(n) + 1| 是 首 项 为 f(1) + 1 = 2, 公 比 为 3 的 等 比 数列 , 它 的 第 n 项 为 : 
fn) +1=2.3"! 

fo) =2.3"1-1 

6. 证 :( 用 数学 归纳 法 ) 当 z = y 时 ， 


f(#)= Ga) - fO) = 0, f0) = 0 
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当 y= 1 时 ,f(z) = /(Z)= fa- f0) = fz) 
EA n = 1 时 ,结论 成 立 ; 

BRM n = 时 ,结论 成 立 , 即 Aat) = kf(z) 

n = 上 +1 时 ,由 


= 
pæn = sT] 5 - (1) 
z 
= kf(z=) - [f(D) - f(z=)] = (k + 1) f(z) 


MM n = k + 1 时 ,结论 成 立 . 

故 对 一 切 正 整数 结论 成 立 . 

7. 解 :对 一 切 zE R, 有 f(z) = /( 持 + 插 )= p(T)>o 

若 存在 zo € R, 使 (zo) = 0, 则 对 任何 x € R, 有 

f(z)= f(zo + x- ro) = f(zo)f(z - zo) = 0 

这 与 fla) KESFET HH z € R, fla) > 0, 于 是 对 原 方程 两 边 取 对 数 ,得 

Inf(x + y) = Inf(z) + Inf(y) 

+ glz) = Inf(z), 得 g(z+y) = g(z) + gly) (z,y € R). 

由 于 g(z) 连续 ,故此 方程 是 木 西 琴 数 方程 ,其 解 为 g(z) = cele 为 任意 实数 )， 

即 inf(z) = cz 

Afla) = # = Ir 

这 里 6 = 是 任意 正 整 数 . 

8. 证 明 :我 们 应 注意 到 下 列 的 连续 函数 的 性 质 : 

(1) 连续 函数 的 和 、 差 仍 是 连续 的 . 

(2) REK gla) 是 连续 的 ,那么 函数 g(ar) 也 是 连续 的 . 

注意 到 由 题 设 ,函数 /(z) + /(2z) 及 f(z) + 7(4z) 都 是 连续 的 ,根据 性 质 (2),7(2r) + flx) 也 
是 连续 的 ,因此 ,根据 性 质 (1)， 

f(z) + (2r)+(F(z)+(4z))- (Slx) + f(az)) = 2f(z) 

是 连续 函数 ,从 而 /(z) 是 连续 函数 . 


9. 解 :将 = WAEA 代入 原 等 式 ,有 (3HE )+ fa) = 223 @ 
将 zx RAHE 代 人 原 等 式 ,有 fa) + /(223)= 12 @ 
OR + 加 式 , 且 将 原 等 式 代入, 即 得 /(z) = FEI, iriI 

10. 解 :由 题 设 有 

(1+R)f(k) -k=0 (k =0,1,2,--,n) 

因而 n+ 1 次 多 项 式 


g(z) = (r+1)f(z)-z 
有 n+1 个 根 ,x = 0,1,2,…,n, 于 是 
glz) = az(z - 1)(z — 2) (z - n) 四 
在 @ 中 , 令 z=-1, 得 g(-1) = 1 在 @ 中 , 令 ==-1, 得 
l=a(-1)"'i(n+1)! 
-p 
4" (+ D! 


nale) = Gi -D(z -De = m) 
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— 1)" 


G) = zz Dz -D(z = n) + z) 


z+1 


令 z= n+l, 得 
Fat D= SUC D" + (n+ D] 


f 当 ”为 奇数 时 


zmo 当 ， 为 偶数 时 


11. 解 : 设 F(z) = ar + bla 2 0),W| 
f) = f[f(z)] = flar + b) = a(àz + b) + b = a?z + (a +1)b 
f = f( fe) (z)) = FIALS) = fla?z + (a +b] = a'z + (a? + a +1)b, 


Jo = Afd) = aoz+(a+as+…+a+1)D 
1: f09 (z) = 1024z + 1023 
人 = 1024 = (+ 2)” 


(a? +at+- +a+1)b= 


解 得 ,a = 2,b = 1 或 a =-2,b =-3 

故 所 求 的 一 次 函数 为 : 

f(z) =2z+1 或 /(z) =-2z-3 
12. 解 :因为 f(z,z + y) = fz,y) H AA 
/(14,52) = (14,14 + 38) = f(14,38) - Š2 

= /014,14+24) - Š = /14,24) | 38 

= f014,14 + 10) -É = (14,10) + $ 

= f(10,14) + 25 = y(0,10+ 4) -从 

= 7(10,4) .号 = feao). A 


= 1(4,6) 时 = 7(4,2) .91 
= f(2,4) -91 = f(2,2) . 182 
= 2.182 = 364 
B 组 
1. 解 : 令 y = 1, 由 (2), 得 
flz)= fla)fA)- f(z +1) +1 
将 f(1) = 2 代入 四 ,化 简 得 
f(z+1)= f(z)+1 
Bn € N. 
f(z+n)= fiz+n-1)+1= f(r+n-2)+2 
= = f(z)+ n 
由 四, 得 
f(z)= f(z+D)-1 
flz+(-n))= f(z-n)= flz-n+1)-1 
= f(z-n+2)-2 
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= f(z) = n(n € N) 

Bp flz+(-n)]= f(z)+ (- n)(n € N) 
HOOR 

f(z + n) = f(z) + n(n € 2) 

在 回 中 , 令 z = 得 

fl(n+1)=n+2 (n€Z) 

对 于 任意 的 有 理 数 芋 ,m,n € Z, 在 (2) 中 , 令 z = m,y = TŠ 
I = f(mE)= Fm)f()- sfm), 
由 @.@ 得 

n+1= (m+D/(2)- /(Z)- m+ 

由 此 得 /(#)=24 

故 所 求 的 函数 是 /(z) = z+1 (z € Q). 

2. 解 :在 (1) 中 令 y = kelk € N) ,得 

Silk + z] f(kz) = f(x) + 2kr? 

% k= 1,2,…,n -1, 求 和 得 

gt = 

271 f/[(& + Dz] - flkr) = 27[f(z) + 2kz?] 
加 f 

BJ f(nz) - f(z) = (n — 1)f(z) + n(n = Dz? 
亦 即 (nz) = nf(z)+ n(n - D)2 

把 上 式 中 的 换 成 二 ,得 


Ka = (Z): (1-4) aen 


# x = 0, 则 0) = nf(0) + 0,# f(0) = 0; 

% x # 0,39 D 8,& n 一 co, 由 (2), 有 

(z) 
= 


== = 


Ima + )= lim 


n 

所 以 (rz) =z+z (z€ R). 
3. 解 : 令 m = n = 0,# 2f(0) = 2P(0) 
解 得 /(0) = 0 或 /(0) = 1 
(1) 4 f(0) = 0 时 , 令 n = 0, 有 

2f(m) = 2f(m)f(0) 

“f(m)=0 (m €Z) 
(2) 5 f(0) =1,& m = 0,# f(n) + f(— n) = 2/(0)f(n) 
即 fn) = f(- n) 
所 以 f(n) 为 偶数 
令 n=m, 得 f(2m) = 2P(m) -1 
先 证 明 对 任意 m € Z,A I f(m) IS 1 
若 有 某 个 上 € Z, 使 1 f(k) 1> 1, 则 
f(2k) = 2P(k) - 1>1 f(k) I> f(k) 
(RE) < fR) < f(4k) < --- < f(k) < --- 
` f 2k) € Z(p = 0,1,2---) 
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<. Ë p — o Bf, f(2p:) — oo 
与 题 设 f(n)(n € Z) 有 界 矛 盾 , 故 fk) iS 1 
因 对 任意 上 € Z, f(k) € Z, 所 以 其 值 仅 有 三 种 可 能 : - 1,0,1. 
MESA = 0,% n = 1,# fim +1) + fim - 1) = 0 
取 m = 2,# f(3) + f(1) = 0, 即 /(3) = 0, 从 而 有 
FS) = 0, fT) = 0,---,f(- 1) = 0, fC 3) = 0… 
又 因 /(0) = 1, 所 以 有 F(2) =- 1,/(4) = 1,… 
0, m= (mod 2) 
flm) -dr m = 0(mod 4) 


-1, m=2(mod 4) 


(2) 若 f(1) = 1, 仿 上 法 可 得 ,f(m) 三 1 
OË SO) = - 1, 仿 上 法 可 得 : 

1 m == 0(mod 2) 
sæl, m = 1(mod 2) 


4. 考虑 f(n) 满足 的 递归 关系 ， 
对 于 Ann 的 一 个 无 孤立 点 的 5 元 子 集 S, 
(让 车 n+1ES5, 则 SS An, 即 S 是 An 的 一 个 无 孤立 点 的 5 元 子 集 . 
Gü) Ë#n+16 S, 又 S 无 扳 立 点 ,得 mnE S. 若 an-16E S,W S 的 余下 两 个 元 素 为 | n 一 2,n 一 3 1， 
In-3,n -4|…,42.1|, 共 有 ma -3 种 . 
# n -1ES, 则 S 的 余下 3 个 元 素 构 成 的 集合 为 im -2,n 一 3,n - 4l,|n-3,n - 4,n - 5], 
13,2,1| 共有 n -4 种 . 
所 以 Fn+l) = f(n) + (n -3)+ (n -4) = f(n) +2n -7 
即 (n +1)= f(n)+2n -7(n>5) 0 
又 显然 1(5) = 1 
h OR, fG +1) - fli) = 2i-7,i=5,6,…,n 一 1, 则 
et 
Zit D) - G) 
a a 
= (2-7 = 2 2-7(n -5) 
Py St n Dns) -1n -5) 
=(n+4-7)(n - 5) = (n -3)(n - 5) 
Bp FCn) - f(5) = (n -3)(n - 5) 
H fln) = (n -3)(n - 4) + f(6) = (n -3)(n - 5) +1 
= n? -8n + 16 = (n - 4)? 
5. 证 明 : 观 察 方程 
Hf(z)] + af(z) = bla + b)z = b(bz) + a(hz) 
可 知 ,f(x) = bz 满足 方程 ,下 面 证 明 满足 题 设 条 件 的 函数 只 有 f(x) = br 
令 ae = za = ftD(z)(k = 1,2,…), 把 原 方程 中 的 z ARSO) ,得 二 阶 线性 递归 关系 : 
aka + aaa = bla + b)assk = 0,1,2, 
解 特征 方程 :y? + ay = bla + b) IRER: 
yı = b,y =- (a + b) 
从 而 a, = A} + Bl- (a + b)]* 
ao=A+B=z 
a, = Ab- B(a + b) = f(z) 
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_ (a + b)z + f(z) p — br- fla) 
MEAs 39 B= atb ° 


| s Ako y qo 
magio = a(z) + -DB 


a+b 


由 于 f:R* 一 R', 所 以 /0:R* 一 R', 从 而 有 Af Ëa) + C DBSO, = 0,1,2,… 
分 别 令 k = 2n+1 及 k = 2n, 得 
ar 3 > 
alta) >8>-A(ats) 
b 


a+b 


再 令 n 一 oo, 由 于 0< 
6. 解 : 令 u = 二, 推 得 
FPK SOROT . e° 
对 任何 z,y, 可 选 出 v > 0,48 z1 = z, 则 有 


<1, 得 B = 0, 故 由 @ 式 得 FLz) = br 


RA DH Sla) < DLS) A 
由 于 f(z) > OHR) JÈ < é 
即 TEO 
BFBB[ /(z)]% < [f(y))"> 
由 于 对 称 性 ,有 [f(y)]* < ( f(z)]'=* 
LAEI = [f(y)]w( 任 意 z,y > 1) 
SiS) = c(c 为 常数 , 且 c > 1) 
f(z) = ct 
7. 证 明 : 设 M = sup1f(z)1, 则 0<M<1 
( 反 证 法 ) 若 存在 实数 yot l glyo) 1= 1+ r,r > 0, 则 
21/(z) 11 gly) 1 =1 fiz + y) + f(z- yo) I 
<! f(z + yo) |+! f(z — yo) 1 
<2M 

MA (a) IST = M-0,3>0 
与 M = sup | f(z) | 矛盾, 故 gly) 1 过 1 对 一 切 y 成立 . 
8. 解 :由 于 常数 多 项 式 不 可 能 同时 满足 (2) 和 (3) , 故 n > 1. 
在 (2) 中 令 a = b,c =- 2a, 则 由 p(z,y) 的 齐 次 性 ,得 
0= p(2a, - 2a) + pl- a,a)+ p(—a,a) 

= [(-2)" +2]p(- a,a) 
车 n> 1, 则 有 p(- a,a) = 0, 因 而 z + y 能 整除 p(z,y) 
设 p(z,y) = (z+y)pi(z,y), 由 (2) 得 
(a+b+c)pila+b,c)+(a+b+c)pi(b+c,a)+(a+b+c)ple+a,b)=0 
因为 a,5,c 为 任意 实数 ,所 以 必 有 
pilatbc)+tp(lbtec,a)t+p(ct+a,b)=0 
Pi(z,y) Æ n -1 次 齐 次 多 项 式 , 且 
pi(1,0) = pi1(1,0)(1+0) = p(1,0) = 1 
B) p.(z,y) 仍 满足 条 件 (1) - (3), E n 一 1 次 的 ,如 果 n — 1 > 1, 同 样 可 构造 一 个 n - 2 次 齐 次 
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多 项 式 pala, y), EMERE) - (3) ,并 且 pi(z,y) = (z + y)pz(z,y) 
如 此 继续 下 去 ,总 会 得 到 一 个 一 次 多 项 式 如 -1(z,y) = Ar + By 
仍 满足 条 件 (1) 一 (3) 

由 (3), 有 pi(1,0)=A.1+B.:0=A=1 即 A=1 
由 (2), 令 a = 1,5 = c= 0, 得 
pn-1(1,0) + pa-1(0,1) + pn-1(1,0) 
= 2pn-1(1,0) + pa-1(0,1) = 0 
即 2+B=0, “B=-2 
-1(z,y) = r -2y 
因此 ,p(z,y) = (z + y)™ (z -2y) 
经 检验 知 ,这 个 多 项 式 满足 题 设 条 件 . 
9. 解 :由 
fG(,n) = f(0,f(,n -1)) = fa,n -1)+1 及 /(1,0) = f(0,1) = 2, 得 
f(,n) = n+/f(1,0)= n+2 
又 由 
A,n) = (1,f(2,n-D))= F2m - 1) +2 
= 2n + f(2,0) 
f(2,0) = f(1,1) =3 
所 以 f(2,n) =2n+3 
再 由 
fl3,n) = f(2,f(3,n - 1) = 2f(3,n - 1) +3 
=2[f(3,n -1)+3]-3 


ma? 
所 以 f(3,n) +3 = 2"[ /(3,0) + 3] 
因为 /(3,0) = f(2,1) = 5, 所 以 f(3n) = 2"3 一 3 
最 后 计算 /(4,n) 
f(à,n) = f(3,f(4,n —1)) = 260D 一 3 
BD /(4,n) +3= 21(4m-D+3 
Q ta = (4,n)+3,p(r) = 27,0 tn = p(t-UD 
于 是 
t, = g (t) = plp (plto))) 

et 
由 于 to = f(4,0) + 3 = f(3,1) +3 = 2, 所 以 
f(á,n) = p™(2) -3 
由 此 得 f(4,1981) = p11%0(24) -3 = 222 -3 
其 中 指数 重 数 为 1984. 
10. 解 :对 每 一 个 满足 题目 条 件 的 确定 的 函数 ,由 已 知 FLtzF(s)) = s(f(2))? 
B t = 1 代入 ,得 (f(s)) = s(CFCD) 
再 令 * = IRA OR APO) = (/()y2 
现 设 /(1) = A, 则 以 上 两 式 可 化 为 
f(f()) = Ps 
Fk?) = (F) 
令 *=1 代 人 四 式 ,得 ft) =k 
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再 令 s = SORA DRIE SR) = (fa) 
另 一 方面 ,由 回 式 ,得 f(t2&3) = f(k(kr)2) = (f(kr))° 
比较 两 式 ,得 (/(kt))? = PPSS) = kf) © 
HORRA O RI) = (f): 
AMETE kfU) = (SO, kA) = (ATT 
将 这 列 式 子 的 第 一 个 平方 并 与 第 二 个 比较 得 (1*) = (f(r))° 
再 平方 并 与 第 三 式 比较 得 如/(z8) = (SU) 
依 此 类 推 ,最 后 可 得 (7(z))2”= KIUT) © 
这 里 m 是 任 一 个 正 整数 . 
取 上 的 任 一 个 察 因 子 p, 有 产 1k, 及 1 fO). 
HORIA. 2" > a(2” — 1) 
1 
WT > 
两 边 取 极限 ,得 全 > lim ZE = 19> a 
由 此 及 p 的 任意 性 可 知 | fC). 
Tik G) = (D M gC) 也 是 N 一 N 的 函数 . 


HOR, f(t2f(s)) = f(e kgls)) = kf + gls)) = K + g(ë + g(s)) R s(f(r))2 


ks(g(t))?, 再 由 外 式 , 即 得 g(t2 - g(s)) = s(g(e))2 @ 
这 表明 g 也 是 一 个 满足 题目 条 件 的 函数 , 且 g(1) = 1, 从 而 ,前 面 所 得 的 关于 f 的 结果 对 g 都 适应 ， 
且 将 其 中 的 上 换 为 1, 于 是 ,由 QG 两 式 ,得 
R(g()) = s @ 
g(t?) = (g())2 ® 
EORPH gls) 代替 * 式 ,可 得 5(ts) = gls) + (g())2 0 
应 用 四 式 与 @@ 式 ,得 
(g(ab))? = g(azb2) = g(a2)(g(b))2 
= (gla) * g(b))2>g(ab) = g(a)g(b) Q 


由 回 式 可 看 出 & 是 单 射 , 故 对 所 有 a > 1 都 有 g(a) > 1. 再 由 人 @ 式 即 知 合 数 对 应 的 函数 值 仍 是 合 
数 ,从 而 对 素数 p, 由 g(g(p)) = p=>g(p) ERK. 
这 样 可 知 ,f(1998) = kg(1998) = kg(2) - g(3)3. g(37) > (P .3 + 5)k = 120k > 120 
另 一 方面 , 作 一 个 函数 广 如 下 : 
f(D)=1 
fQ)=3 
f(3) = 2 
f(5) = 37 
J(37) = 5 
Sp) = p(p 是 其 余 的 素数 )， 
Fn) = SODAS Ef a)n = pi p 是 合 数 的 素数 分 解 式 ) . 
容易 验证 它 满足 题目 条 件 , 且 /(1998) = 120 
从 而 , f(1998) 最 小 值 确 是 120 
11. 解 : 当 z >2 时 , 令 z =2+z(t >0), 有 
fG(2))f(2) = f +2) = flx) 
“f/f(2)=0 
“f(z) = 0(z 22) 


当 0 二 xz<2 时 , 令 z+t=2(t>0), 有 
0 = f(2) = f(z + t) = fGatf(z))f(z) 
" f(z) 0 

SUf) = 0 

“tf(z)>2 


即 /(z) 之 之 = 一 


-2+2 


但 f(z) > y2— 在 z € [0,2) 时 不 成 立 ,因为 若 有 zı € [0,2), 且 [(z1) > 


WA (2- zi)f(zi) >2 
可 以 找到 > < 2 - z, Bp 


PEEN 


zl+y<2 ° 
使 yf(z)>2 
.f(yf(z4)) = 0 


由 此 得 flari + y) = f(sf(zi))f(zi) = 0 
“n t y22,25 O FR, f(z) = y2— 
ETA: 
0 zr>2 
f() = 位 0<zr<2 
12. 证 明 :如 果 存 在 这 样 的 函数 /, 则 
f(f(n)) = n + 1987 fff n € N 成 立 ,于 是 
f(n + 1987) = fl fL f(n)]| = f(n) + 1987 
对 每 一 个 n E N° 成 立 . 
用 数学 归纳 法 易 证 : f(n + 1987k) = f(n) + 1987k e° 
对 所 有 n,k € N° 成 立 . 
设 r € N' ,r < 1986, f(r) = 1987k + / @ 
Jep k,l € N',1 < 1986 
根据 定义 有 
r + 1987 = f(f(r)) = f(1987k + 1) 
= f(1) + 1987k @ 
所 以 只 能 是 0 或 1. 
3k = 1 时 ,由 四 ,有 Fr) = 1987+1 
又 由 加 ,有 人 1) = >r 1 
žk = 0 时 ,由 四 ,有 Jr) = / 
又 由 加 ,有 AI) = r + 1987>r #1 
因此 , 集 数 10,1,2,…,19861 中 的 数 是 两 两 配对 ,使 得 
fGQ)= r, f(r)=1987+ GR flr) = 1, f(1) = 1987+ r 
而 且 ~ 天 !, 但 是 数 集 10,1,2,…,19861 中 一 共有 1987 个 数 , 两 两 配对 后 总 有 一 对 相同 ,与 天/ 矛 
盾 . 因 此 题目 中 给 出 的 函数 不 存在 . 


A 组 
1. 由 已 知 条 件 及 Euler 公式 ,得 
(y = OP = Rè- 2Rr ° 
再 由 熟知 的 几何 关系 ,得 
=eta-bunB neta bunk 
=Be+a-b) © 
由 四 式 和 四 式 及 正 必 定理 :ieA = 356 = SC = 2R, 得 


1 — 2(sinC - sinB)? = 2(sinA + sinC - sinB)(/2 — 1) 

因为 ZB = $ sinB = sinc = sn [25 - ZA) = Blaina + oma) 
所 以 

2sinAcosA - (2 — /2)sinA -VicosA +/2 -1=0 

(VisinA - 1D)WicosA -V2 + 1) = 0 


总 之 ,sinA R aa 2-1 

经 验证 这 两 个 值 都 满足 条 件 . 

2. 如 图 下-D-4-1, 由 RS/ MK, 有 人 MBR = ZKMB,ZKBS = 
ZMKB 

而 BM 与 BK 是 两 条 切线 , 则 BM = BK, 人 KMB = Z MKB 

所 以 /MBR = 人 KBS 

连结 码 , 则 雪上 RS. 熟知 人 LMK = 90' - “C = 人 CKL = BKS 

所 以 ZBRM = ZLMK = ZBKS 


从 而 人 BMR co A BSK ,WER = BK 


BS 

故 BM- BK = BR + BS 

BD BR- BS = BM? = IB? - rz:(r 为 内 切 辆 半径 ) < IB?. 从 而 人 RIS 
是 锐角 . 

3. 证 :如 图 - D-4- 2,(1)ZHDB = 90" - ZB,ZHsDC = 90° - 
LC 所 以 ZH2DH3 = 180' - ZH;DB - LH3DC = ZB + ZC 

而 LEHIF = 180° - ZH, EF - ZHIFE = 180' — (90° — ZAFE) ~ (90° 
- ZAEF) = 180° - ZA = ZB+ ZC 国 于 4 
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所 以 人 HDH3 = 人 FEHIE 

(2) 由 (DD) 知 和 FHIE + 人 EDF = 180°, PLA, H, ŽE ADEF 的 外 接 贺 上 , 同 理 ,H;、H3 也 在 此 圆 上 ， 
因此 D\E、F、Hi、H;、H3 六 点 共 圆 .又 由 (1) 知人 EHIF = 人 HDH3, 所 以 EF = HH3. 同 理 DF = 
HiH3,DE = HiH2, 故 人 ADEF 2 人 AHiH2H;. 

4. 证 :如 图 下 -D-4-3, 作 全 ABC 外 接 圆 ,延长 AT 交 图 于 A”, 连 BA”、CA”, 易 知 ， 

LBIA” = (ZA + ZB) = ZIBA” 


Ac = +(ZXA + LC) = LICA 
#k A"B = A'I = A“C,Bl A” J A BIC 的 外 心 , 即 A” 5A 重合 . 
AA, B 与 BC 55 C 分 别 重合 ,因此 ,全 ABC 与 AA BC 有 同一 个 外 接 圆 . 


AA 
图 II-D-4-3 图 -D-4-4 


5. 证 :如 图 H - D-4- 4,ik A ABC 的 垂 心 为 H, 则 人 HA1B = 人 HCIB = 人 BAIA = ZBB,A 
= 90". 所 以 A1、Hi、Ci、B 与 A1、B1、A、B 分 别 共 圆 ,因此 人 HA1C1 = ZHBC, = ZHA,B,. Bl A, H iÈ 
LBA C 的 平分 线 . 同 理 ,BIH、C1H 分 别 是 入 AiB1Ci, 人 A1C1B, 的 平分 线 .因此 H 是 人 A1B1C1 的 
内 心 ,从 而 厅 是 全 A2B2C; 的 外 心 ,并 且 B,.C, 关于 Ai 对 称 ,所 以 BC; 
// BC. 同 理 ,AzCz // AC,A2B2 // AB. 故 全 ABC 与 公 A2B2C2 是 位 似 形 ， 
于 是 这 两 个 三 角形 的 欧 拉线 或 者 平行 或 者 重合 .由 于 上 H 是 个 ABC 的 垂 心 又 
是 AAB C 的 外 心 , 且 在 这 两 个 三 角形 的 欧 拉 线 上 ,所 以 这 两 个 三 角形 的 
欧 拉 线 重合 . 

6. 如 图 D -4-5 设 zx,y ,x E AABC EHHA, DA Ary 
o AABC. 

WO R AX'YYZ 的 重心 ,由 OX | ZY',ZY' // BC 得 OX L BC, 
BJ OX 为 BC 中 垂 线 .因此 O 为 A ABC 的 外 心 . 

由 全 XYZ 与 全 XYZ 相似 ,以 O 为 位 似 中 心 作 位 似 旋转 变换 ,使 A X Y Z 变 到 人 XYZ.…O 为 
和 AXYZ 的 垂 心 , 故 O 为 A XYZ 的 垂 心 . 即 O 为 AABC 的 外 心 和 A XYZ 的 重心 . 

7. 证 明 :如 图 上 - D-4-6, 作 OIG | EC 于 G,O:H L EF 于 各 , 连 GH, 由 中 位 线 定理 , 知 GHL + CF. 


设 信 CDE 的 外 接 圆 半径 为 R1, 公 EAF 的 外 接 圆 半径 为 Rz, 连 O, E.O;E. 
有 OIE = Ri,O2E = R2, 在 Rt 人 OGE 与 Rt 人 O25HE 中 ,由 


WN -D-4-5 


EH T Lpp RuinA "R: CE © 
得 RtAOIGEcRtAO2HE, 从 而 人 GEO = Z HEO;,# ZO,EO; = ZGEH 4 B F 
四 


在 AOuED;: 与 AGEH 中 ,由 式 @.@ 又 有 MED ses 


AO,EO; V AGEH 
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8. 证 明 : 如 图 H —D-4-7,Ët I, 39389 BIE C WA T.I, 388.2 OO FK, 
BC 于 P. 显 然 ,K 为 BC 中 点 .于 是 ,OK | BC,OK = R 


“ZIBI, = 90°, ZIBK = ALB =- /BK 
“BK= IK 
BK 为 ABI 斜 边 中 线 


“BK = KC,..BK = IK = KIA = KC 
设 旁 切 圆 半径 为 Ra H IM = RA 


(JP = 2IK - IP,AP = IA + IP) 


K< E U Kuy iyisi i 
TA TIP = JA®IK + IA - IA + IP = IP + IK 


SIK » IA = IP(IA + IK) = IP - AK 


e 


B 组 
1. 连结 IA、ID、IC、IE, 因 为 
IDLBC,IELCA 
所 以 1.D、CE 四 点 共 贺 , 故 
ZIDE = ZACI = +ZACB 


ZBOG = 90 + 于 <ACB 


因为 ZAIB = 90° + 二 ZACB, 所 以 LAIB = ZBDG, Z ABI = LGBD, 从 


Ti AABI co AZ GBD 图 五 -D-4-8 


(H Z1 = Z2 = Z5) 


& AB_ BG 


于 是 AABG co A IBD, Z BAG = Z BID 

因此 LBAG + ZABG = 人 BID + Z IBD = %' 

# AG L BG. 

2. E: MUH H — D- 4 - 9,1 F.yf PQ< Z4 = 3674 + Z5 = Z3+ Z5 


EL4 + Z5 = 人 3+ 2 


<ZEIB = ZEBI 

<BE = IE = OF + OI = 2Rsin Ê 

GLO, OO 的 半径 分 别 为 Rr) 

易 知 ,ZOPI = Z - 人 POA = +A,OI = rsin 2 

og = PaK = ORD) = (2R 
reĝ 


iná 
一 msin2 


从 而 OE + OI = 2Rsin 全 成 立 . 
3. 证 法 一 . 如 图 上 -DD-4-10, 过 下 作 FI! L BC 交 AI 的 延长 线 于 石 ,过 
I 作 IG 上 AC 于 G, 过 I 作 IH1AC 于 H, 则 IE/W IF,IG / hH. 
.EALnH 
"E “AL ” 36 ' 
而 IE = IG... hF = hH 
于 是 五 为 人 ABC 在 人 A 内 的 旁 心 . 
从 而 CF=CH=AH-AC= 二 (c+a-6b) 
其 中 ,BC = a,CA = b,AB = c 
又 …AABC 的 内 切 加 1 切 BC 于 D 
= (c + a -6b), 故 BD = CF 


证 法 二 :如 图 I-D-4-10, 过 忆 作 BC' V BC, AB F B, ACF C W IE AABT 的 旁 心 . 
设 BC=a,CA = b,AB = c,B'C' = a',C'A = b,AB' =c, 则 


WI -D-4-10 


P PPEP ESP) 
EC 六 20 ta b) 
二 (c+a-6) 


yt Sg 


{E BC 


CG=AG-AC =la +t +c) - W 
setao) 
SFC = Fleta- b) I 
X. ` OABC WAYN OI HBC FD 
= Ale + a — b), BD = CF 
4. 证 (1): 如 图 和 -~-D-4-11, 连 接 DI 、DI;, 并 延长 DI % AB +G. 
` Z BAC = 90°,AD | BC 于 D 


A 
“RtAABD co RA CAD 
而 五、 分别 为 全 ABD ACAD 的 内 心 , 故 Z1 Dh = 90, P £ 


Dh _ AB 2 SS 
=. a 
pr ~ AC BD £ 


ADI, h co A ABC 
从 而 ,CA1 = 2 = ZB,X ZEGI, = 人 DGB 
“LAEF = 人 GDB = 45 故人 LAFE = 90° — 45° = ZAEF 
…AE = AF( 四 点 共 国 判定 ) 
证 (2): 假 设 人 BAC 承 90', 则 人 AEF = 人 AFE 关 45", 如 图 下 —D-4- 1238 AI Alz, DI, 、DJ2. 
则 AE = AF + AD. (Sl AADI, 2 AAEl. , AADI 2 AAFIN, JA, AEF = ZAFE = 45' FË). 


Page E 


#EAB.AC 上 分 别 截取 AE'、AF“ ,使 得 AE' = AF = AD. Nj AADI, 2 AAE’, AAD 2 
AAFT 

“LAED = ZADI, = 45° 

LEE = ZFF'D = 45° R 135° 

又 …EE' = FF' ,LEEN = ZFFh 

“人 EET 2 AFF'h. AW, El, = FI, 

X. `: LAEI, = ZAFh,AE = AF 

AAE 2 AAFh, AT, Z1 = Z2,ZBAD = ZCAD 

“LB = LC,AB = AC. 而 事实 上 ,AB = AC, ZBAC#90 MEE BI -D-4-12 
设 . 因 此 ,AE = AF, ZBAC 不 一 定 等 于 90°. 4 AB = AC 时 ,存在 不 成 立 情形 . 

5. 证 明 :如 果 A ABC 是 等 边 的 (点 O 与 了 重合 ) ,那么 结论 显然 成 立 . 


BA O 在 点 1 与 点 C 之 间 (如 图 — D- 4 — 13), 作 高 CE, 则 Z EIB = 90° £ 

- +ZABC,ZODB = 9% - 1 ZABC o 
“LEIB = ZODB 4 
所 以 ”B、T.O\D 四 点 共 圆 ,于 是 人 IDB = 10B N 
又 LIOB = +ZAOB = LACB, 于 是 4 k 


ZIDB = ZACB,ID // AC 图 IT-D-4-13 
当 点 1 在 点 0 与 C 之 间 时 ,证 法 同上 . 见 图 上 -~-D-4-14. 图 [[ -D-4-15. 


C 


图 I-D-4-14 WI -D-4-15 
6. 如 图 E — D- 4 - 16 所 示 , 证 明 : 设 人 B 的 分 角 线 交 OH + P ,W BP 也 是 
LOBH 的 分 角 线 . . 4 
. = HP 
nH. 0 
设 ZA 的 分 角 线 交 OH + Q, AQ 也 是 人 OAH 的 分 角 线 ， y 
. AH. HQ © 
AO OQ 
fE CE L AB, h ZB > CA, 得 AC > BC,AE > BE @ # PE 
故 AH > HB 


又 40 = BO 

从 而 ,Q 在 OP 之 间 ,AQ 与 BP 的 交点 1 必 在 公 BOH 内 . 

7. 如 图 下 -~-D-4-17 

连结 OA,OC,MC, 记 人 BAC = a, ZABC = 8 

则 @O 中 ,LAOC = 28 

因为 A,C,M,N 四 点 共 国 ,所 以 ZAMC = ZAGC = 28 

故 在 ABMC 中 ,人 MCB = B, 所 以 在 @OK 中 ,人 MKN = 2B. 因 为 L 与 K 关 
于 MN 对 称 , 所 以 

LMLN = 28 BI -D-4-17 
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因为 LM = LN, 
所 以 ,L 是 A BMN 的 外 心 . 
又 因为 CBNM = 人 MAC = a, 所 以 


AMLB = 2a 

LMBL = }(x-2a)= $ -a 
因为 ZABL+ LBAC = (ZE -.)+ = E 
所 以 BL | AC. 


8. 证明 :如 图 上-D-4-18 所 示 , 作 BOC 所 在 图 的 直径 OD, 连 AD, 有 人 OA'D 
= ZOCD = 9%0° 


= ZC- XB 


= p. SC-B) -lC + B) 
cosA 
RZinB ` sC 
cosA 


= 1 .sinBsinC - cosBoosC 
2R sinB + sinC 


zk ° (1 - atB + tC) 


z L a aa " GORESEN YENE . 
同 理 可 证 gp = 3R(1 OC: oA), ge = 2R(1 - oA * cotB) 
“cotA + cotB + cotB + tC + cotC + ootA = 1 


1 1 


rt = RI- (cotA .cotB+eotB + cotC + cotC + cotA)] 


pae 


9. 证 明 : 设 全 ABC 内 切 圆 半径 为 ,其 与 BC.CA AB 的 切 点 分 别 为 D、E、 
F,P.Q.R 分 别 是 线段 EF、FD、DE 的 中 点 (如 图 I-D- 4 - 19) 

由 于 人 1BD 与 A IDQ 均 为 直角 三 角形 , 故 有 图 -DpD-4-19 

IQ - IB = ID? = r? 

同 理 IR: IC = 2 

所 以 B.C、R、Q WASI. 

由 于 点 Q、R SPIE IB IC 的 内 部 , 则 了 在 @ BQRC 的 外 部 ,1 关于 ©BQRC HII IB - IQ = r?. 
从 而 该 贺 与 O1 直 交 . 

同 理 ,CRPA .@ APQB 也 与 OT AZ. 

HAB C 就 是 P.Q、R, 且 APOR 外 接 加 的 半径 等 于 OT 半径 的 二 

10. 如 图 工 -D-4-20 

(1); ZCAAs = AAACi 
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LACiAs = ZAA;C, 
“AACIA2 V AAAIC! 
“GA _ AA; 
AC ` AC, 
同 理 ,由 人 AA2B1 V AAB; A, 
AB; _ AA; 
BAAT = AB, 
‘AC, = AB, 
. CAs _ AB; 
“AG 7 BA 
即 CA es AC) R CA; 
BAA; ` BiA! ™ BiAs 
于 是 A2A3 为 人 BiAzCi 的 角 平 分 线 . 
(2) 设 人 A1A2A3、 全 BiB2B; 的 外 接 图 圆心 分 别 为 1 、O,, 连 结 O01,OA;,O1A2,0OA1,O1A1, 于 
是 OO L AiA2. 
由 于 人 AlA3A2 
= LAICIA2 + LC1A2A; + ZG AAA 


= LA1C1A2 + T(ZOABi + LC1A1B1) 


= ZACiA + $ 
所 以 ZAz010 = 证人 A2O4A1 


= $a- ZAA) 


=? ~ ZAA; 

X ZA(AO = $ - ZA:OO, 
= 4 -4240A 

= 4- ZACiM 


从 而 ZAO,O = 人 A1A20, 因 此 人 OA2O1 = 
故 点 3t OO, MEX OO} - O01A3 = OA3 
同 理 ,点 O 对 OO: HEHH OA} = OA3 
因此 ,点 O 对 @O,.GO, MAHR. 

故 点 O 在 两 图 的 根 轴 PQ E. 


x 
2 


第 二 章 几 个 著名 定理 


A 组 
1. E9: ZC = r- ZA- ZB = + 

A ADC 为 等 腰 直 角 三 角形 . 

设 AD=1, 则 CD=1,AC=V2 
“ZB=E,AD=1 
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由 塞 瓦 定理 的 逆 定 理 知 AD .BE .CF 三 线 共 点 . 
2. 解 ;如 图 H ~ D - 4 - 21 所 示 ,BPE 是 A ADC 的 截 线 ,由 梅 湿 劳 斯 定理 知 : 
Ap DB, Œ] 
PD ` BC ` EA 
A A 
M Doa aaan] / 
所 以 Aaaa x 
AD = n(n-3)+5 
于 是 Same = ¿(a - 3) + 9540 raq 
(n -3) 3 
= aln 3y r9” SeA É D è 
-3n -3) -D-4 
= nln - 3) 19Sa mI -D-4-21 


3(n—3, 
MATA Sana = Saca = FE Sane 


y 4 3(n -3 
所 以 q = l-3.7(a 3) +9 c 


整理 得 Sn? - 64n + 192 = 0 = 
BP (Sn -24)(n -8) =0 A M 


E. 
, S 
由 于 n > 6, 所 以 所 求 的 值 为 8. É 
3. 解 :如 图 下 一 D-4-22 所 示 , 连 CE 交 AM 于 O, 人 CBE $j ACEF 被 B 
同一 直线 AM FR ARNE 和 
BM.CO.EA_| EO.CA.FG.I 
MC OE AB OC AF GE 


4. 证 明 :如 图 由- D - 4 — 23,881. AM 3 BC + D” ,延长 AN 交 
BC T E” , 则 由 已 知 可 得 ,AN = NE ,AM = MD' 
# MN / BC o 
注意 到 AM = MD iÉ AF = FC. 连 LF 并 延长 交 BC 于 G, 设 CL 
X BA 延长 线 于 G, 则 工 平分 CG, 所 以 LF // AB, 故 BG = GC. © 
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又 在 人 BCL 中 , 同 BE、CD、LG 相交 于 -- 点 上 ,由 塞 瓦 定理 得 BE . CE LD -= 1 


GC ` EL ` DB 7 
CE _ DB 
H © fE, = pp DE // BC 


由 四 得 DE // MN 
5. 证 明 :如 图 H — D- 4 - 24, 过 A FER! 平行 于 BC. 延长 DE、DF 分 别 交 ! 于 Q、P. 
由 相似 三 角形 ， 
AP _ AF AQ _ AE 
BD ` FB'CD ` EC 
TARTERA AE Ep. ECL] 
所 以 AP = AQ 
于 是 人 DPQ 的 高 DA 平分 PQ ,所 以 A DPQ 是 等 腰 三 角形 ,并 且 人 EDH = 
Z FDH. 
6. 证 明 :如 图 H — D- 4 - 25, 由 内 心性 质 知 
DP = BD = DC 
(1) 若 AB .BC `CA 成 等 差 数 列 ， 
BJ AB + AC = 2BC 
` APAB.APBC.APCA 有 相等 的 高 (内 切 贺 半 径 )， 
“Sapas + Sapa: = 2Sappc 
由 托 勒 密 定理 :4AB， DC + AC * DB = AD -+ BC 
即 ,(AB + AC)，DP = AD + BC 


AD - AB+AC _ , 
D `” BC 7 
“AD = 2DP g i 


即 , 已 是 AD 的 中 点 ,于 是 

Saam = Saro: Same = Sanm, 及 LL 
2Samc = Sapas + Sarac = Sarp + Sarm = Same + Sanac 
“Sapec = Sansc 


(2) 若 Samec = Sanc. B 


2 PB < PC -sin Ë = +-DB + BC ` sin À 
pp _ sn 
DB mB 0 
2 
„A 
sng 
在 人 PAB 中 ,pA = B ©® 
sn 号 
比较 OO.@ 得 PA = BD, 但 DP = DB 
仿 前 ,由 托 勒 密 定理 得 知 
AB+AC _ AD _, 
BC “pP 


即 AB + AC = 2BC 
~- AB.BC.CA 成 等 差 数列 . 
7. 如 图 五 -D-4-26 


过 A fE BC 的 平行 线 ,分 别 与 DE .DF 的 延长 线 交 于 G、H, 则 


AEREE TARE ` EA ` FD = 1 


由 四 式 可 知 A = 1, 即 A 为 GH 的 中 点 ,又 AD L BC , 故 DA L HG, 这 表明 人 HDG 为 等 要 三角 
形 ,从 而 可 知 AD 平分 ZEDF. 


“AF= BF + CD' + AE” » BF + CD + AE XA 


故 由 塞 瓦 定理 的 逆 定理 , 知 AD” , BE”, CF” 三 线 交 于 一 点 . 

9. 设 K,M 分 别 是 BC、BC 的 中 点 ,连结 AK ,MD,KM, 并 延长 KM ZAD 
于 点 Q. 

由 BK = 二 BC = CM,BA' = BA = CD, ZB' = ZB = ZDCM 

得 人 CMD 2 & B'KA” 

所 以 A'K = DM,ZCMD = ZB'KA' 

在 等 腰 人 CKM 中 ,ZMKC = 人 KMC 

所 以 ZAKM = ZDMQ 

在 MK 两 侧 的 A' fl D 到 MK 的 距离 相等 . 

故 A'D 的 中 点 在 KM 上 , 即 线段 AD、BC H BC 的 中 点 共 线 . 

10. 证 明 : 如 图 H — D - 4 - 29, 连 接 AD, BC ,由 托 勒 密 定理 ， 

AB + CD + AD - BC = AC.BD © 


X ZPAB = ZPDA 一 APB = DPA Ns 
<. APAB co APDA F 


11. 证 明 :如 图 H — D - 4 - 30, 设 圆 Ci 的 加 心 为 ,半径 为 R ,连接 
OA;,OB;(i = 1,2,3,4). 则 在 四 边 形 OA) B: B; 中 ,由 推广 的 托 勒 密 定理 
A, 

OA; BiB + A;B; © OB, > OB; + A,B 

BD R- BiB, +2R : AıBı >2R(A1A2 + A2B2). 

BiB, + 2A1B1 >2(A,Az + A2B2) 

同 理 : B,Bs + 2A2B2 > 2(A;zAs + A3B3) „B3B: + 2A3B3 > 2( A344 
+ A4sBs) 

B.B, + 2A4B4 >2(AsA1 + A.B.) 

将 上 述 四 个 不 等 式 相 加 ,并 整理 ,得 

B,B + B;Bs + B3B4 + BsBi > 2(A,Az + AsAs + AzA; + AsA1) 

等 号 成 立 的 条 件 是 : 当 且 仅 当 四 边 形 OA, B, B, OA2B2B3, OA3B3B4, OA,B,B, 都 是 图 内 接 四 边 
形 .根据 贺 内 接 四 边 形 性 质 知 ， 

LOAsAs = LOB2B3, LOA2A! = LOB3B, 

而 LO0B2Bs = LO0B3B2, .LOAzA1 = 人 OA2As 

因此 ,人 OA1A2 给 人 OA2A3, 于 是 A,A; = AzA; 

FA A24; = A3As = A4sA1, 故 知 四 边 形 AAAA EENE WHR AAAA, 是 正方 
形 时 等 号 成 立 . 

12. 证 明 . 如 图 H — D 一 4 - 31, 由 斯 德 瓦 特定 理 

BD + AC? + AD : BC? = AB + CD? + AD +: DB + AB 


上 式 两 端 同 乘 以 AB 得 

(BD + AC? + AD : BC2)(AD + BD) = (AB - ŒD} + AD : BD + AB? 

即 (4C. BD} + (BC + AD} + AD » BD. AC? + AD: BD. BC Á D 

= (AB - CD} + AD + BD . AB? 

但 ZACB = 90, 即 有 AC? + BC? = AB? A 
故 (AB - CD}? = (AC + BD) + (BC - AD). 


B 组 
1. 如 图 下 ~-D-4-32 
延长 BN 至 点 K, 使 ZBCK = 人 BMA 
因为 ZAMB > 人 ACB, 所 以 点 K fg 2 ABC 的 外 部 
因为 人 MBA = 人 NBC ,所 以 
A ABM o AKBC kI DA = BM = AM 
因为 LABK = 人 MBC, 所 以 人 ABK co A MBC 故 有 


因为 CCKN = ZMAB = 人 NAC ,所 以 A,N,C,K MASIE. 
由 托 勒 密 定理 ,得 AC - NK = AN - CK + CN . AK 
BD AC . (BK - BN) = AN - CK + CN * AK 


将 CK = AM-BC Ak = AB. CM pk = AB- BC 
代入 ,得 
. (AB:BC_ pv) AN: AM: BC CN:AB:CM 
ac (ABA s |= A= A sc, OL AE 


即 AM: AN , BM: BN, CM: CN _ 
AB-AC BA:BC CA:CB ` 


1 
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2. 如 图 丰 -D-4-33 
作 平 行 四 边 形 BCDE 、BCAF , 则 四 边 形 ADEF 也 是 平行 四 边 形 . 
在 四 边 形 ABEF 和 ADEB 中 ,由 广义 托 勒 密 定理 ,得 
AB. EF + AF +: BE > AE.:BF 
BD +: AE + AD + BE > AB + ED 
因为 AF = ED = BC,EF = AD,EB = CD,BF = AC 
所 以 AB -+ AD + BC- CD2 AE - AC 
BD - AE + AD : CD > AB - BC 
故 DA : DB > AB + BD > DC + BC + DC : DA + CA 
= DB - (AB - AD + BC > CD) + DC : DA > CA 
> DB > AE + AC + DC : DA » AC 
= AC : (DB : AE + DC > AD) 
> AB: DC .CA 
等 号 当 且 仅 当 四 ,GD 两 式 同时 都 成 立 , 即 当 且 仅 当 四 边 形 ABEF 和 AEBD 都 是 圆 内 接 四 边 形 时 成 
立 . 亦 即 AFEBD 恰 是 圆 内 接 五 边 形 时 等 号 成 立 .由 于 AFED 为 平行 四 边 形 , 所 以 条 件 等 价 于 AFED 为 
和 矩形 ( 即 AD L BC) H ZABE = ZADE = 90", 亦 等 价 于 AD | BC B CD | AB, 所 以 
DA +: DB : AB + DB » DC > BC + DC : DA : CA > AB : BC » CA 
等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 D 为 A ABC 的 垂 心 . 
3. 如 图 三-D-4-34 
设 @O( 大 圆 ) 的 半径 为 1, 小 贺 半 径 分 别 为 rt,ra,…,re,ZAO4: 
= a, 则 ”AiA2 = 2sin + 
又 由 余弦 定理 ,得 
_ (1- r))2 + (1 — r2)2 — (ri + r2)2 
E -r = r) 
_1L-m -mmrz 
~ (1-rO(1- r) 
于 是 有 A,A} = 4sin? + = 2(1 — cosa) 
ERE aS 
A-r- r) 
考虑 A3A4,A5A6,AzAs,A4As,A6Ai 类 似 表达 式 ,有 


ri ro'ra ° ra ° rs ° r 


64- 
AAA: A344 - AsAB = rr 
= A24} - A,A} - AsA} 
Ë AiA2* A3As* AsAs = AsAs * A,As * AAI 
4. 证 明 :如 图 H — D- 4 - 35, 如 果 EF 平行 于 BC, 则 AB = AC, A 
AD 是 EFZY 的 对 称 轴 , 因 而 四 边 形 是 加 内 接 四 边 形 . 
如 果 EF 不 平行 于 BC ,可 假定 BC 与 EF 的 延长 线 相交 于 已 ,由 梅 


湿 劳 斯 定理 ,有 7 E 
ÆR. @ Ë D C P 
FB PC EA 


mI -D-4-35 
由 BZ = BD = BF,CY = CD = Œ, REF = 1 = $X A 


Page EBE 


由 梅 涅 劳 斯 逆 定 理 , 知 Z. Y P 三 点 共 线 ,于 是 ， 

PE + PF = PD? = PY + PZ 

故 EFZY 是 圆 内 接 四 边 形 . 

5. 证 明 :由 于 AAAA, 为 非 等 腰 三 角形 , 易 见 , 公 A1B1I\ 公 A2B21\ 公 A3B31 的 外 心 均 可 定义 . 

先 证 下 面 的 引 理 . I 

引 理 : 设 全 ABC 的 内 心 为 卫 , 工 为 入 BIC 的 外 心 , 则 T 必 在 ZA 的 内 角 平分 线 上 . 

证 :如 图 下 -D-4-36 所 示 , 作 出 二 B 和 ~C 的 外 角 平分 线 ,它们 相交 于 旁 心 下 ,下 在 ZA 的 内 
角 平分 线 上 .因为 BE | BI BCE | CI, 所 以 四 边 形 BECI 内 接 于 圆 ,其 外 接 圆 的 圆心 在 El 上 .这 一 贺 
心 亦 即 A BIC 的 外 心 . 引 理 得 证 . 

下 面 证 明 原 题 . 


A c 


图 工 -D-4-36 图 IT-D-4-37 


WE I ~- D- 4- 37 所 示 , 对 于 ;i = 1,2,3, 我 们 记 O, 为 @C; 的 圆心 ,Ti X AA IA; 的 外 心 ， 
显然 ,O; 在 ZA, 的 内 角 平 分 线 上 . HIRA, T; 也 在 人 Ai 的 内 角 平 分 线 上 . 因此 ,全 OOzOs 和 
和 TiT2T3 对 点 了 是 透视 的 . 由 笛 沙 格 定理 知 , 它 们 必 关 于 一 条 直线 透视 , 即 若 记 Oi(;i = 1,2,3) 为 直线 
Oo fü Tini Ti 的 交点 , 则 Q, .Q,.Q, 三 点 共 线 . 但 由 于 TiTi 是 AT 的 垂直 平分 线 , 而 
OO 是 BT 的 垂直 平分 线 , 因 此 ,点 QQQ 恰 分 别 为 A1B1T、 全 A2B21 ,个 A3Bs1 的 外 心 . 

【 注 】 不 熟悉 笛 沙 格 定理 的 学 生 可 按 下 述 方法 推理 . 

对 全 1O102、 人 102O3、. 人 103O1 和 三 点 组 (Ti、T2、Q3)、(T2、T3、Q1)、(T3、Ti、Q2) 分 别 应 用 梅 
涅 劳 斯 定理 ,可 以 发 现 一 些 熟 知 的 结论 : 


ON | Q3 4 T3 .QT 
IT; OTa OQ OTs IT, OQ 


IT, OT .OQ 
OT IT; OQ ` 
将 以 上 三 式 相 乘 即 得 4 


O;Q; ,OQ ,OQ _) F 
OQ; OQI OQ; E 


这 说 明 点 QQQ 共 线 . 
6. 证 明 :如 图 有-D-4- 38, 设 中 =a E = 六 起 = p, 其 中 0< 


1 


A, p < 1MJ 
B D c 
pc AE FB 
Bc =1-4,4C =1- pAB 一 1- 从 而 MBI -D-4-38 
S. AE. AF 
Saar - AE:AF paq- 
Saa AB = P-a) 
同 理 


Same 
Saapc 


Same 


Sas a(l- p), 


= (1-2) 


Sst Same t Same L p(l u) +A p) + (1-2) 
Apc 
=Atpy+p- (M+Ap+ pp) ° 


三 线 共 点 , 据 塞 瓦 定理 . 


À 
App = (1-A) - 0)(1- p) 四 
3 
FE pp) = A(1-2)a(1- pp(1-p) < (+) 


当 且 仅 当 = pw = p= 


"P= 


时 ,等 号 成 立 . 


Mp =1- (À + # + p) + (Mt Àp + np) — App 
tp tp+pp) =1-2up>1-2: 4 = £ 
RAO, M 


Saa + Sane + Same — 3 
Saase > 


aje 


由 上 面 推导 过 程 知 , 当 且 仅 当 D、E、F 分 别 是 三 边 中 点 时 ,等 号 成 立 . 
7. 设 直线 AP,AL 交 BC FD, L, HR BP .BM 交 CA 于 E、M ,直线 CP. ` A 
CN AB 于 F,N. 因 为 AD, BE ,CF 三线 共 点 ,所 以 由 塞 瓦 定理 ,得 


AB : in DAB . BC : inZ EBC . CA sinCFCA _ 1 

CA + sinZ DAC ` AB + sin Z EBA ` BC + sinZ FCB ~ 

sinC DAB , sinZEBC . sinZFCA _ | B Lp €C 

sinZ DAC ` sinZ EBA ` sinZ FCB ~ 

因为 

ZLAB = ZDAC, ZMBC = ZEBA,ZNCA = LFCB 

所 以 

LDAB = LLAC, ZEBC = ZMBA, ZFCA = ZNCB 

ym sinCLAC . sinCMBA .sinCNCB _ | 
sinZ LAB ` sinZMBC ` snZNCA 一 

于 是 

AB , inZ LAB . BC : inZ MBC . CA: inZ NCA _ 

CA - sinZ LAC ` AB + sinZ MBA ` BC- sn NCB 一 


1 


故 H3ERKASRIJRSEBESLAL,BM,CN 三 点 共 线 . 
8. 证 明 :如 图 开 -D-4-42, 过 已 作 PE | BC,PF | AB,E.F 333 
足 , 则 EF 即 为 AABC 关于 已 点 的 西 姆 松 线 . 设 EF 交 PH 于 M, 需 要 证 明 ”图 王 -D-4-42 
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PM = MH 
为 此 ,延长 AH ZBC + D, A ABC 外 接 贺 于 G, 并 连接 PG , 交 EF 于 N, 交 BC 于 RR ,连接 RH. 
下 面 分 两 步 证 明 PM = MH. GUE PN = NR ,再 证 RH // NM. 

考察 点 P.B、E、F. 由 题 设 ,它们 四 点 共 圆 , 故 有 

Zt = 22. 

XJ Z2 = L4, 而 AG // PE 

+ Z3 = Z4:7.Z1 = Z4 

… 在 RtAPER 中 ,PN 为 斜 边 PR 上 的 中 线 . 

PN = NR, 而 有 有 人 5 = Z6 

由 "三 角形 的 垂 心 关于 三 角形 的 对 称 点 在 三 角形 的 外 接 国 上 "” 知 

- HD = DG-'.Z? = Z8 

又 C6 = Z1-.Z5 = L8 
“RH/ EF 

<M 为 RH 中 点 . 

评述 : 史 坦 纳 定理 的 证 法 较 多 ,这 里 介绍 的 算是 比较 简单 的 一 种 . 

9. 证 明 :如 图 H -D-4- 43, 设 〇 OO 的 半径 为 ,连接 OA 、OB、OC， 
X} AOAC 与 B 而 言 ,由 斯 德 瓦 特定 理 ,得 

OA?. BC + OC? + AB = OB? - AC + AB : BC.AC 

X OA? = r? + a, OB? = r+b,O0C = rte 
将 其 代入 上 式 , 得 

(r? + a)BC + (r+e)AB = (r? + b)AC + AB - BC.AC 

BD a+ BC + c+ AB + r2(AB + BC) 

= b+ AC + r? + AC + AB * BC + AC 

因此 a ° BC + c: AB- b * AC = AB : BC. AC 

10. 证 明 , 如 图 H - D- 4 - 44, 设 直线 AD .BC 相交 于 点 已 ,过 P 
作 直 线 ! WER, X IFAH. 

用 O 表 示 半 圆 卫 的 圆心 .全 O4D 是 一 个 直角 三 角形 ,全 PAH 也 是 
一 个 直角 三 角形 ,人 A 是 公共 角 , 那 么 ,有 

AOAD co APAH 


WI -D-4-4 


Hi E RE Ft Egg, — £ B£ AC, BD 和 PH 相交 于 一 点 ,直线 PHG TEREF, AHS AFE 
8. 

由 于 人 ODP = 90°, OCP = 9", 则 O.D.P 和 C 四 点 共 圆 ,此 加 直径 为 OP, 和 PHO = 90", 则 点 
有 也 在 这 个 贺 上 ,所 以 有 

LDFP = 人 DOP = 人 COP = ZCFP 

即 ,EF 平分 ZCFD. 

11. 证 明 ,如 图 H — D- 4 - 45 已 知 的 凸 六 边 形 可 以 剖 成 两 个 正三 角形 和 一 个 四 边 形 . 注意 到 四 边 
形 ABDE 以 直线 BE 为 对 称 轴 . 于 是 
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以 直线 BE 为 对 称 轴 , 作 C 和 下 关于 该 直线 的 轴 对 称 点 C” MF. TE, 
AABC A ADEF 都 是 正三 角形 ;G 和 HH 分 别 在 这 两 个 三 角形 的 外 接 贺 上 . 根 
据 托 勒 密 定理 . 

C'G - AB = AG » C'B + GB » C'A 

因而 CG= AG+GB 

同 理 HF” = DH + HE 

于 是 4G+ GB+ GH + DH + HE 

= C'G + GH + HF 

>CF = CF 

上 面 最 后 一 个 等 号 的 依据 是 :线段 CF MCF 以 直线 BE 为 对 称 轴 . 

12. 先 证 充分 性 ,如 图 H - D- 4 - 46, 连 接 BT CT, 在 全 BTC #ü A DPE 
中 ,由 A、B、C、T 四 点 共 贺 和 A、D、E、P 四 点 共 圆 可 得 CCBT = 人 CAT = 
EDP,LBCT = LBAT = 人 DEP, 于 是 ,和 BTC c ÀDPE ,从 而 可 设 


对 四 边 形 ABTC 应 用 托 勒 密 定理 ,有 
AC:BT+AB:CT= BC + AT 

将 上 式 两 端 同 乘 以 ,并 用 前 一 比例 式 代入 可 得 
AC + DP + AB + PE = DE + AT 

注意 到 AB = AC = DE, 此 式 即 PD + PE = AT 图 T-D-4-46 

再 证 必要 性 :如 图 H - D- 4 - 47 在 线段 AT 的 延长 线 上 任 取 两 点 P,、P:, 易 见 当 PIT < PaT HRL: 
PID+ PE < P,D + PE 

于 是 ,在 线段 AT 延长 线 上 满足 PD + PE = AT 的 点 P 至 多 有 一 个 ,而 由 充分 性 的 证 明知 A ADE 的 外 

RAS AT 延长 线 的 交点 即 满足 上 述 等 式 . 故 点 P 就 在 A ADE 的 外 接 贺 上 . 


mI -D-4-4 MI -D-4-48 
13. 证 明 :如 图 下 -~-D-4-48. 设 天 是 射线 BN 上 的 点 , 且 满足 人 BCK = 人 BMA. 因 为 LBMA > 


~ACB, 则 天 在 全 ABC 的 外 部 .又 同人 MBA = 人 CBK ,所 以 人 ABM co 人 KBC 
故 AB _ BM _ AM 


由 LABK = ZMBC B = PM 可 得 人 ABK o AMBC 


因为 ZCKN = ZMAB = ZNAC 所 以 A、N、C、K 四 点 共 圆 .由 托 勒 密 定理 ,有 
AC - NK = AN:CK+CN:AK 
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Ac( 怒 总 - 


即 AM-AN , BM: BN CM- CN -1 
AB:AC ` BA - BC ` CACB 

14. 如 图 下 -~-D-4-49 

连结 AS,SD,CR ,RB,PA,PD 

因为 A 人 EBR co AEPA 


y BR _ EB 
所 以 PA "EP 
因为 ”入 FDS AEPA 
p PA FP 
FU Ds = FD' 
BR _ EB : FP 
ARAR DS = EP S @ 


PD 所 以 CR _ EC 
又 因为 人 ECR o AEPD, ICE = EC . 
AS. PD = EP 
因为 全 FEPD co 人 FAS, 所 以 As = FA 
两 式 相 乘 ,得 CR. EC: EP 


把 BF 看 成 人 EAD 的 截 线 ,由 梅 涅 劳 斯 定理 ,得 ”EB AE . DC 


BR CD SA _ 
BUR KC DS 'AB = 1 


在 六 边 形 BRCDSA 中 ,BD, RS, AC 交 于 一 点 ,而 对 角 线 AC 与 BD 的 交点 为 工 , 故 R,S, T ZAI 
线 . 


第 三 章 RARR RA 


A 组 

1. 证 明 :以 E 为 相似 中 心 作 相似 变换 ,相似 比 为 十 ,此 变换 把 关于 AB、BC、CD、DA 的 对 称 点 变 
为 E 在 AB、BC、CD、DA 上 的 射影 P.Q、R、S( 如 图 肛 -D-4-50), 只 须 证 明 .PQRS 是 圆 内 接 四 边 形 . 

由 于 四 边 形 ESAP \EPBQ 、EQCR 及 ERDS 都 是 圆 内 接 四 边 形 ,每 个 四 边 形 都 有 一 组 对 角 为 直角 ， 
那么 

由 EP、B、Q 共 图 ,有 人 EPQ = 人 EBQ 

由 E.Q.C.R 共 图 ,有 人 ERQ = 人 ECQ 

于 是 人 EPQ + 人 ERQ = 人 EBQ + 人 ECQ 

= 90° 
同 理 可 得 ”人 EPS + 人 ERS = 90° 
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从 而 ,有 Z SPQ + 人 QRS = 180°,ġ PQRS 是 圆 内 接 四 边 形 . 
评述 :本 题 是 利用 辆 内 接 四 边 形 性 质 定理 的 逆 定 理 证 明 的 . 
2. EH: mE I -D-4-51, 设 0 是 @O\OO: .OO;\ 的 公共 点 ,A、B、C 分 别 是 DO 与 OOi， 
@O, 5 00;,.00, 5 @O, 的 交点 . 
OA E @O, 5 O0; 的 公共 弦 ,OB 是 加 DO 5 O0; 的 公共 弦 ,OC 是 口 O, 5 OO; 的 公共 弦 ， 
OA | O203,0B | 0,0; 
B O;O,,O,Os 分 别 是 OA ,OB 的 中 垂 线 . 
注意 到 A.B.C 三 点 共 线 , 于 是 在 OO,OO: 中 


L0010; Š + oc Š ZOBC = ZOBA Š + 0A Š 400,0: 
0,01,02,03 WARM. 


B 
P 


D 
图 I -D-4-50 WI -D-4-51 
评述 :本 题 是 利用 圆周 角 定 理 的 逆 定 理 证 的 . 
3. 证 明 ; 如 图 H - D- 4 - 52, 连 接 AN,AM,AP,AQ,BM,PM. 
AB 为 直径 CN | AB,… AN = AM 
同 理 ,AP = AQ 


在 RtAACC 中 ,osA = GE AC” = AC + sA 
在 RtAABM 中 ,由 射影 定理 ,得 
AM? = AC”: AB 
AM? = AC : AB +: cosA 
AC? + AB? - BC? 
24C » AB 


= $ (AC? + AB? — BC?) 


= ACAB. 


MAA AP? = -F (AC? + AB? - BC?) 
AM = AP 
M.P.N.Q WARN. 
4. 证 明 :如 图 H - D - 4 - 53, 设 过 对 称 中 心 O RRRA A, Bi A2B2, 
AA: 位 于 第 一 个 圆周 上 ,而 B.B, 位 于 第 二 个 圆周 上 . 
设 点 A3、B3 和 B, 分 别 是 点 B,.A, 和 A; 关于 点 O 的 对 称 点 ,根据 相交 弦 定 
理 有 图 II-D-4-53 
B30 + OB, = B20 © OB, 
因为 BO = OA1,0Bs = OA; 从 而 OA; * OB, = OB; - OA; 
Ai、B1、B2、Az ŻW. 
5. 证 明 : 如 图 H - D- 4 - 54, 三 个 圆心 的 连 线 ,O10, // AB,O;O, ] BC,O,O, // AC 所 以 
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b, 


A0,0:0; 2 AABC 


又 AO1、BO,、CO; ZF A ABC 的 内 心 工 
根据 位 似 变换 定义 可 知 :1 是 AO,O,O, 与 A ABC 的 位 似 中 心 ,又 根据 是 人 
设 三 个 等 圆 相交 于 K 点 ,所 以 KO, = KO; = KO;,K E AO,O;O, 的 外 心 ， A io) 


于 是 人 O10203 的 外 心 K 经 过 位 似 变 换 为 全 ABC 的 外 心 ， Q £ 

所 以 K .O..1 三 点 共 线 KED 
6. 证 明 :如 图 H - D - 4 - 55, 连 接 EO.FO.CO,.OO,.OB(O, 在 OB c 

上 ) ,连接 O,O, Z AC T M. 依 题 意 , 易 证 
ACO,D V ABO,D 


OD _ CD 易 知 CP = AC 


OD 7 BD #®BD 7 BC 
RIAOIO2DRtAABC k ZO;O,D = ZA 
因此 A、D、OW、M 四 点 共 加 
ZCMO, = ZADO; = 人 CDO = 45° 


ZEO,M = L00103 = 人 DOIO: 
CEO, = LOOsE <N 
EA pa 
ZO,Cp = 二 ZACD = 二 ZCBD = ZDBO A D B 
0B 1 CO, # oo, / o,O, 
同 理 可 证 001 / 020; 
故 四 边 形 00,030: 为 平行 四 边 形 . 
W oo, = 0,0, = EO,,OO, = 030; = OF 
ZEO,O = 0,00; = <OOF 
AEO,O QAOO0 2 AOO;F 
故人 EOO = ZOO,O;,ZFOO, = ZO0;O, 
LEOO1 + LO100; + ZO,;OF = 180° 
E.O.F 三 点 共 线 . 
7. 简 证 :由 四 边 形 ABCD 外 切 于 OO 得 


Sao + Sao = Saou + Saon = + Su 


Sawo = Samo - Saaw - Saow 


= ($ Sum - $} Samc)-4(Saac + Saaw- Sanc) = (Sao = F Saam- San) 
=0 
M.N.O 三 点 共 线 . 
8. 证 明 :如 图 [ — D- 4- 56, 设 M 为 人 ABC 外 接 圆 上 任意 一 点 ,M 到 三 边 或 
其 延长 线 所 引 垂 线 的 垂 足 分 别 为 L、P、N, 需 证 L、P、N 三 点 共 线 .事实 上 ,因为 L、 
P fŠ +L BM 为 直径 的 贺 周 上 ,P、N 位 于 以 CM 为 直径 的 图 周 上 ,所 以 
ZABM = ZMCN = MPN {B Z LPM + Z LBM = 180° 
LPM + ZMCN = 180… L.P.N 共 线 .. 
9. 分 析 与 证 明 :如 图 l| — D- 4- 57, 设 MIN, AC +Q 点 .研究 Q 点 具有 
的 性 质 . BI -D-4-56 
易 知 点 C 是 三 角形 BX1Y 之 重心 , 即 X.C. Y, 三 点 共 线 . 作 XK // AC MINI 于 天, 显然 
AMI AQ 2 AM iX K=>AQ = XIK 
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X ANCQo 和 NIXIK 


及 LQCD = ZQAB 

“. AQCD V AQAB 

此 时 人 CQD = ZAQB 从 而 可 知 B,Q,D 三 点 共 线 , 即 Q 是 AC 与 
BD 之 交点 . 

这 就 是 说 直线 MIN, 通过 梯形 ABCD 两 条 对 角 线 的 交点 .交点 的 惟 
一 性 决定 了 n 条 直线 MUNt, MN, MN, 必 相 交 于 一 点 . 

【评述 】 本 题 是 利用 已 知 四 边 形 对 角 线 交点 的 惟一 性 , 除 此 之 外 ,还 可 利用 三 角形 各 心 的 惟一 性 
等 等 ,在 这 里 就 不 一 一 列举 了 . 

10. 证 明 :延长 BI, AF 于 点 M, 连 结 MC, MD ,CT, 设 等 腰 梯形 ABCD 的 对 称 轴 为 /， 

因为 等 腰 梯 形 ABCD 中 ,BM 是 Z CBD 的 平分 线 ,AM 是 Z CAD 的 平分 线 ,所 以 BM 与 AM 关于 
直线 ! 对 称 , 即 点 M 在 直线 / 上. 

因为 1,E,F ZARR, 

所 以 IF/1 

因为 ! 是 等 腰 AMAB 的 顶 角 Z AMB 的 平分 线 , 所 以 

ZMIF = ZMFI 

MI = MF 


又 因为 ZMBC = + ZCBD = +ZCAD = ZCAM 


FKV A,B,C, M, D 五 点 共 圆 , 故 
AMCD = 人 MBD 


于 是 人 MIC = 地 (CCBD + ZBCD) = ZICM 


图 1-D-4-5S7 


从 而 MI = MC 

WMC ME. Bi A 

因此 ZMCF = Z MFC ENA 

由 于 工 ,F,G,A 四 点 共 圆 ， AIN 
故人 CFM = ZAGD,ZDGF = CAM = 人 MA4D cez c 
I ZMCF + ZMFC = 人 AMC = 人 ADC = LDAG + 人 DGA 

所 以 ZLDAG = LDGA 

从 而 FAG = ZFGA 


故 FA = FG F 
W AAFG 是 等 腰 三 角形 . 图 T_-D-4-58 
11. 证 明 : 如 图 H — D- 4 - 59 所 示 , 由 已 知人 XAB = ZXCA,ZX = ZX 


aaoo aca ag - sas - (40) 


C 7 Saca ~ AC 
2 2 
mag - (RV. - (总 ) 
2 2 2 
a EAA- E (g =. 


据 梅 湿 劳 斯 着 定理 知 X、Y、Z 三 点 共 线 . 
12. 证 明 (1) 如 图 有 -D-4-60, 设 人 A=2a,1AC1=6,1ABI=c,1BDI=ICEI=1t 
由 B.C.D.E 的 坐标 及 中 点 坐标 公式 易 得 


My = DAE = 二 (ec -bsina 
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z- C 


图 ~-D-4-59 


My = BO = Lle- b)sina 
MN // AT 
(2) 由 题 知 P(0, sina) .Q(0, — bsina) 
BQ 方程 为:y - bsina = (Ct b)sna , © 
T "cosa 
CP 方程 为:y - csina = =t edsina | @ 


ADHI y = 0, 即 BQ 与 CP 的 交点 在 AT 上 .因此 BQ、CP、AT 交 于 
一 点 ， 
13. 证 明 : 如 图 H -D-4-61, 在 BA 延长 线 上 取 一 点 D, 使 DC = BC, 过 
B ff AC 的 垂 线 交 DC 于 E, 设 PC 交 BE 于 F. 连 AF、AE、EP、AP 

易 知 CP L AB,BF | AC, 可 知 下 为 人 ABC hiù, ti 人 FAC = 60°. 

由 EF | AC,AC 平 分 人 ECF, 可 知 下 与 E 关 于 AC 对 称 , 有 人 FAE = 
2ZFAC = 120°. 


图 I-D-4-61 
易 知 BP 平分 Z EBC, CP 平分 人 ECP, 可 知 P 为 公 EBC 的 内 心 .有 Z PEB = 人 PEC = 40° 
于 是 人 EPF = PEC + 人 PCE = 60,44 

LFAE + ZEPF = 180° 

Ë AFP E WASE. 


由 LFAP = 人 FBP = 40' # ZPAC = 20° 


38 QA, 由 LQBC = 10' = 人 QCB, 可 知 QB= QC, E ZBQC = 160" = +-ZBAC, J Q 3 AABC 
的 外 心 

“ ZQAC = ZQCA = 20° = ZPAC 
故 A、P、Q EARR. 


14. 证 明 :点 了 的 存在 意味 着 AB 天 AC. 由 对 称 性 ,可 得 AB > AC, 则 PD 在 射线 MC 上 ,点 B.C. 
下 下 共 圆 , 故 


PB. PC = PE. PF 
EE A DEF 的 外 接 圆 也 即 人 ABC 的 欧 拉 圆 , 必 过 M 点 ,因此 PE: PF = 
PD - PM 
所 以 PB: PC = PD + PM 
令 MB = MC = a,MD = d,MP = p,MA PB = pta, DB=a+ K- RD 


> 
d,PC = p-a,DC = a - d,DP = p - d e 
所 以 (p +a)(p-a)= (p - d)p,BD a? = dp WI -D-4-62 
所 以 (a +d)(a - d) = (p- d)d 
即 DB DC = DP - DM (*) 


因为 ”AAAEF o AABC 


所 以 /ABC = ZAEF 

因为 QD./ EF 

所 以 Z AEF = ZCQD,Z ABC = 人 RBD 

因而 一 RBD = ZCQD,X, Z BDR = 人 QDC 
所 以 A BDR co AQDC 

DQ : DR = DB DC 

由 (* ), 知 DQ - DR = DP + DM 

故 P,Q,R,M MASE 

15. 设 全 ABC WEH BC, CA, AB 分 别 为 a,5,c. 则 


= 二 (6+c-a)=S-a 
BM =BN=4la+c-b)=S-b 
其 中 S= 去 (ao+6+c) 


车 DE 分 别 与 MN\AT 交 于 P.Q( 如 图 本 -D-4-63) 
DE // AB,BM = BN 
LEPN = Z BMN = ZBNM 


即 有 EP = EN = BN- BE = S- b- + 0 
X DQ // AM,:. ZDQA = LIAM = ZIAD B 
b 
即 有 DQ = DA = + ° mI -D-4-63 


HOSO, EP+DQ=S-b-4+4- 
这 说 明 PQ = 0, 即 已 与 Q 重合 , 故 DE .MN.AI 三 线 共 点 . 
16. 证 明 : 设 i 与 OABC 的 另 一 交点 为 下 ,连接 DM、DN, 并 过 A fE 4 
OABC 的 切线 AT( 如 图 -D-4-64), 则 
LTAC = LABC 
AMD = ZAND = 90° 
A、M.D、N 共 贺 
X AD | BC,DM | AB 
“ LANM = ZADM = 人 ABC = ZTAC L. 
即 有 MN // AT 了 
但 4 上 MN, 故 4 上 AT, l, št A ABC 的 外 心 D. 图 TI-D-4-64 
FA, lp, lc 都 过 入 ABC 的 外 心 O, 于 是 la, le, lc RAFO. 


17. WEA: I- D- 4 - 65, 设 是 人 ABC 的 外 接 加 .因为 人 OAA1 o AOMA MAG = a 


Cr 


OA; _ OB 
z = oa? = Op2 | (A: - OB 
从 而 OA, OA, = OA? = OB", 即 DB OA, 


于 是 人 OA2B co AOBA, Z OBA; = Z OA,B = 90° 

因而 A2B 和 圆 卫 相 切 于 也 点 . 

同 理 ,如 图 H — D- 4 - 66,AzC 与 夏 相 切 于 C 点 ,B,C、B,A、C2A、C2B 分 别 与 圆 忆 相 切 于 C\A、 
B.F P È AAB C: 的 内 切 圆 , 切 点 分 别 是 A、B 和 C. 由 切线 长 相等 和 塞 瓦 定理 , 即 得 A,A 、B2B、 
C2C 共 点 . 

18. 证 明 : 设 @ O, 与 CD 的 第 二 个 交点 为 下 . (RELA E EAD 与 点 下 之 间 , 也 可 能 点 下 与 点 重 
合 ) 

因为 AD? = DE - DF, 上 且 AD = BD, 所 以 

BD? = DE + DF 

HUA F BE OO: E. 

Mii CM » CA = CF » CE = CN - CB 

故 A、B、N,M 四 点 共 圆 ,有 

ZA = LCNM. 

如 图 了 -D-4-67, 过 点 M 作 @O 的 切线 PQ, 则 人 A = Z PMA 

因为 ”LPMA = ZCMQ 

所 以 ZCMQ = ZCNM 

直线 PQ 与 A 人 CMN 的 外 接 圆 也 相 切 , 且 切 点 为 M 

故 A CMN 的 外 接 贺 与 OO, 相 切 于 点 M. 

同 理 可 证 ,全 CMN 的 外 接 圆 与 OO: 相 切 于 点 N. 

B 组 
1. 证 明 ; 设 BDA = a, `“ AB = AD,.. 人 人 ABD = a, Z BAD = 180° - 2a 


ZOBE 的 度数 等 于 二 CF 的 度数 ,而 ZCAB 的 度数 等 于 十 BC 即 十 x (2 


CF) 的 度数 .所 以 CCBF = 二 /CAB = 90' - a, WP I -DD-4-68 点 FF 分别 与 B、C 等 距 ,所 以 
EF 垂直 平分 BC . 

因此 ,人 BFE = 90° - Z CBF = 90° — (90° — a) = a 

于 是 人 BDE = 人 BFE = ca, 所 以 B、F、D、E 四 点 共 圆 . 

2. 证 明 :如 图 — D-4- 69 

设 H Ë: A ABC 的 重心 ,而 M 是 边 AC 的 中 点 .分 别 在 线段 AH 和 CH 上 取 点 ^ 
S 和 T, 使 PS | AB,TQ 上 BC. 将 直线 PS 和 QT 的 交点 记 作 K. 

由 于 人 BPK = 人 BQK = 90”, 所 以 四 边 形 BPKQ WIFI. 

我 们 来 证 明 K 与 R 相互 重合 . 

APBA 为 等 腰 三 角形 (BP = BQ), 因 为 ZHPB = 人 HQB, 因 此 点 K 位 于 
ZB 的 平分 线 上 . 


现 证 K 亦 在 直线 HM 上 .事实 上 ,入 PHC; co 人 QHA1, 因 为 它们 有 两 对 内 角 对 应 相等 . 因此 向 = 


CH CH _ AH 
ta aH 
HA; FI, AHC, co ACHA, RIA, = He 


H -D-4-67 


BHI -D-4-68 


iki PH = HS Eik APHS o ATHQ 
故 HS _ PH _ GH _ AH 


由 此 得 知 ST // AC .所 以 ,线段 ST 的 中 点 位 于 直线 HM 之 上 . 
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由 于 HSKT 是 平行 四 边 形 ,所 以 点 K 在 直线 HM L. 
故 知 点 K 是 直线 HM 与 人 B 平分 线 的 交点 ,从 而 点 K 与 点 R 重合 . 


se 


A Q 
c 


mI -D-4-69 


3. 证 明 ;如 图 l — D- 4 - 70, IN UIN O 切 AB 于 P 点 ,连接 OP 及 PE, 则 ZAOP = ¿FEP R 
都 等 于 PF 的 度数 的 一 半 , 所 以 O.K E.P WARN. 

因为 ZOPB = 人 OEB = 90*, 所 以 O、P.E 在 以 OB 为 直径 的 加 周 上 .从 而 K 点 也 在 这 个 加 周 上 
所 以 人 BKO = 90° 

同 理 可 证 ”人 CNO = 90', FJ: LONM + 人 OKM = 180", 所 以 :O、K、M fü N WASH. 

4. 证 : 先 证 必要 性 :如 图 I - D - 4 - 71 所 示 , 即 当 A、B、C\D 四 点 共 加 时 ,有 San = Saar: 

设 两 条 垂直 的 对 角 线 AC 与 BD 交 于 一 点 K ,从 而 

90° = ZAKB = 人 DBC + Z ACB 

= -J (AB 的 度数 + CD 的 度数 ) 


= +(ZAPB + ZCPD) 
— ZAPB + ZCPD = 180'=>sinZAPB = sinZCPD 
又 由 于 A,B,C,D 3M, E AB $5 CD RPT ,# P 3 ABCD SHRI 
从 而 ,PA = PB = PC = PD 


Sase = +PA + PB - siZAPB 


= PC : PD - inZ CPD = Saaw 

下 证 充分 性 : 即 当 Saaw = Saap 时 ,有 A,B,C,D 3M. 

如 果 PA = PD, 那 么 ,由 的 定义 可 知 A、B、C\D 都 在 一 个 以 P 为 圆心 的 圆周 上 . 

否则 ,不 失 一 般 性 ,假设 PA < PD, 于 是 可 在 KA 延长 线 上 取 一 点 E, 使 PE = PD; 在 KB 延长 线 上 
取 一 点 ,使 PF = PC , 则 凸 四 边 形 EDCF 满足 ED、C、 玉 共 圆 , 且 对 角 线 EC L FD. 对 其 应 用 前 述 必 
要 性 的 证 明 可 知 Sape = Sarn. 

另 一 方面 ,无 论 已 位 置 如 何 ,总 有 直线 BP 与 线段 AC 相交 ,可 知 下 到 直线 BP 的 距离 一定 大 于 A 到 
直线 BP 的 距离 一 SeAap < Sare. 

类 似 地 ,直线 EP 必 与 线段 BD 相交 .从 而 下 到 直线 PE 的 距离 一 定 大 于 B 到 直线 PE 的 距离 全 Sapm 
> Sam. AT, Sarp > Saaw = Saanp, 与 前 述 矛 盾 , 故 假设 不 成 立 . 

故 必 有 PA = PD, 即 A.B\C、D 共 图 . 

充分 性 证 法 二 (如 图 I - D - 4 - 72 所 示 ) 

AB 站 CD, 令 下 是 AB 和 CD 的 交点 , 因 己 是 AB 及 CD HERY AÇ M D, 

分 线 的 交点 . 设 AB、CD 的 中 点 分 别 为 MN,AC 与 BD 交 于 Q, 所 以 PM | (XK 


AB,PN L DC. 故 由 Saa = Sann, NI AB - MP = 到 CD - PN. 又 由 he 
Rt 人 AQB 及 Rt 人 CQD 知 ， 


EI -D-4-72 
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AB = MQ = AM = BM 


k. 


2 CD = QN = DN = CN 


MMQ: MP = QN ° EN WR = PY © 
X PM | AB,PN | CD, 知 
LMPN = 180' - ZE = ZBDE + DBE = LQDC + (LAQB + Z BAQ) 
QDC + 90° + Z BAQ = ZDON + 9" + Z AQM 
= ZMQN 
由 四 .四 知人 MPN co 全 MQN, 从 而 四 


有 MP = QN,PN = MQ, 得 MP = QN = NC,PN = MQ = MB, %9 RIA BMP 2 RtA PNC, ffi 
以 ,PB = PC 
hiit P 是 AB、CD 中 垂 线 的 交点 知 ”PB = PA,PC = PD 
Wt PA = PB = PC = PD, 所 以 ,A、B、C\D WASE. 
5. 证 明 ,如 图 H -D-4-73, 设 上 述 两 三 角形 分 别 为 图 中 所 示 的 人 UVW 55 A XYZ. HT ZAB,X 
= LACIU, 故 AhBJBc AACO, Rit, AG = AB E LABB: = ZACO, 
XMT, BAA, = 人 BCC2, 于 是 有 
LAIVB = ZX BAA) + LB1BB, + Z ABB} 
= BOC: + LC2CC1 + ZACO, 
= ZACB 
类 似 地 ,可 知 CACB = Z AXB, 
LA22C = 人 ABC = LAUC!. 
由 正弦 定理 ,有 
AV AB AB AC AC 


sinZABV ` sinZAIVB ` sinZACB ` sinZABC ` sinZAÀA;ZC ` 


AZ 
sinZACZ 
由 此 可 导出 AV = AZ. 类 似 可 得 
BW = BX,CU = CY 


另外 ， 
AU Pe Gy ET. 
sin ACU ` siZAUC, AC ` sinZABC 


- AB, AB _ AB, _ AX 
AB sinZACB siZAXB, ` snZAB,X 
由 此 可 得 AU = AX. 类 似 可 得 BV = BY,CW = CZ. 进而 有 UX // BC,WX // CA4 ,对 于 四 边 形 
UVWX, 有 AUX = 人 AA1A = 人 BB1B, = 人 BWX. 
因此 ,X 位 于 入 UVW 的 外 接 贺 上 ,显然 Y,Z 也 是 如 此 .这 就 证 明了 U、V、W、X、Y、Z 六 点 共 圆 . 
6. 证 明 : 先 看 这 样 的 事实 . 设 O 是 人 UAV 内 部 的 点 ,如 图 [-D-4-74 一 77, 令 人 OAU = p, / OAV 
= 更 ,如 X,Y 分别 是 O 在 AU、AV 上 的 正 射影 , 则 由 正弦 定理 及 X. Y 在 以 OA 为 直径 的 圆 上 ,可 得 
XY = OAsinZUAV © 
XY = OXcos + OYcosp © 
O 对 可 能 的 情形 都 成 立 .X 或 Y 可 在 人 UAYV 的 对 应 边 (人 A 的 外 部 ) 的 延长 线 上 ,也 可 能 与 A 
重合 . 
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图 TI-D-4-76 图 工 -D-4-77 


令 O 到 AB、BC、CD、DA 的 正 射影 分 别 是 K L.MN, Mh @, 题 设 条 件 就 变 成 ， 

NK + LM = KL + MN 9 

如 图 Q) 所 示 引 入 角 的 记号 .由 @ 可 得 

KL = OKcosaz + OLcosßà MN = OMoosas + ONcosp4 

LM = OLcosas + OMeospy NK = ONcosal + OK cosp; 

因此 @ 可 改变 成 

OK (cosB, ~ cosaz) + OL (cosas - cosB2) + OM (cosp, - cosa4) + ON(cosal — cos84) = 0 @ 

MUE ABCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,只 要 有 a = pi 不 失 一 般 ,假设 a > p 因为 它们 都 等 价 于 A 在 
ABCD 的 外 接 圆 内 或 圆 上 , 故 Bi > a2. 另 一 方面 ,al + B> = as + Bs, 所 以 ,a 之 Br. ZWA > a4. 因 
余弦 函数 在 (0,r) 内 是 严格 递减 函数 ,由 这 四 个 角 的 不 等 式 ,可 得 . 

cos) < cosa, cosas < cos; , 00883 < cosa, ,cosay cosp4 © 

比较 四 与 回 ,得 到 pl = a2,a3 = B.B; = a4yal = fa 

7. 证 明 :如 图 I| — D- 4 - 78, 设 M 是 BC 的 中 点 , 则 MI, = MB 
设 [为 和 ABC 的 内 心 , 则 

MI; = MB = MC = MI 
故 PP、B\C、I 在 以 M 为 图 心 的 圆周 上 
同 理 , 设 N 是 AC 的 中 点 , 则 A C 在 以 N 为 圆心 的 圆周 上 , 作 CP // MN, 
与 OO 交 于 已 点 ,连结 PI 5 QO 交 于 了 点 , 则 
MI = MC = NP,MP = NC = NI 

从 而 ,四 边 形 MPNI 是 平行 四 边 形 . 


NI MI 
LINT = ZXNT = ZXMT 
= ZLMT 


ANIT V2 AMET,ANTh = ZMTI; 
Z lhXI, = ZMTN = Zl,Th 


Page BEN 


因此 ,X, 了 ,12, 了 四 点 共 圆 , 即 对 AB 上 任意 一 点 X, 信 Xi 的 外 接 圆 经 过 OO HEAT. 
8. 证 明 : 如 图 H - D4 一 79, 连 接 PD、AS、RC、BR、AP、SD. 
Hi A EBR co AEPA ,AFDS co AFPA 


MD R.T.S ZARR. 

9. 证明: 分别 以 D.E .F 为 图 心 ,DB 、EC、FA 为 半径 作 圆 .OE、OF HARR, OFOD 的 公共 
IOO OE HARR (KERR). 即 分 别 过 A、B、C 所 作 的 EF、FD、DE MER. 

熟知 三 条 公共 弦 交 于 一 点 .这 点 ( 即 三 加 的 根 心 ) 对 于 三 个 圆 的 等 相等 .因此 本 题 结论 成 立 . 


VE 


10. 证 明 :(1) 充分 性 (如 图 了 — D — 4 - 80) /> 
` M 在 ©O 上 ,连接 AC, 则 人 AMC = ZABC = 60", M 
` ZLAMC = LACB, 有 人 AMC co AACF ji < 
图 


D 
c 
H -D-4-80 


“. AAEC o AMAC 
. LAMC = 人 EAC = 60° = Z ABC 
A.B.C.M 40, Bl M Æ @O k. 
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也 ,证明 : 因 为 TI、S!、T2、T3 关于 A11 对 称 ， 

所 以 TiTz = TS; “=. zs Za aso 

因为 T;.S;,.Ts. T, 关于 A21 对 称 , 所 以 TiTz = TsS:, 故 有 T,S, = T;S; 

于 是 T, 上 SiSz,SiSz // AA) 

同 理 S:S; // A3A2,S3S; // AiA3 

又 MiM2 // A2A1,M2M; // A3A2,M;M1 // A1A3, 于 是 人 M1M2M3 和 公 S1S2S3 的 对 应 边 两 两 
平行 , 故 这 两 三 角形 或 全 等 或 位 似 . 

全 S15253 内 接 于 公 A1A2A3 的 内 切 圆 ,而 公 M1M2M; 内 接 于 九 点 加 ,由 于 公 A1A2A; 不 是 正三 角 
形 , 故 内 切 图 与 九 点 圆 不 重合 ,所 以 AS, S:S; MAM, MM; 位 似 ,M1S1、M2S2、M3S3 共 点 . 

在 线 共 点 的 问题 中 ,有 时 就 会 遇 到 多 图 共 点 的 问题 , 即 几 个 圆通 过 一 个 定点 ,下 面 就 是 一 个 三 圆 共 
点 的 例子 . 

12. 证 明 :由 正弦 定理 


SA SB = J 和 :AABC wwAABC, 且 LA' = ZA,ZBE' = LB,LC = ZC, 
sinA sinB sinC 
如 图 贡 -D-4-8l, 在 人 ABC' 中 ,AB' = sinZC,B'C' = sinLA,CA = sinZ B,H 是 
AABT 的 垂 心 , 则 


AH < AB; y 
cosLA ` A T 

=- — AH 

sinZABH 

=—4AB -一 4AB .AB - sncc -1 

~ sinc A'HB ` sin(x- ZC) ”sinLC ~ sinZC É ` 
W A'H = cos ZA 
同 理 BTH = c%ZB,C'H = oC 图 TI-D-4-81 


由 三 角形 垂 心 的 惟一 性 及 三 圆 公共 点 的 惟一 性 可 知 , 问 题 得 证 . 

13. 证 明 ,为 确定 起 见 , 设 点 O 在 线段 AB 延长 线 上 B 的 外 侧 ( 如 图 I — D — 4 - 82). 将 KL 与 加 
的 交点 记 作 P Tü Q ,将 边 BC 和 AD 与 w 的 切 点 分 别 记 作 M 和 N, 过 点 P .Q 分 别 作 w 的 切线 如 和 12, 将 
切线 和 1( 或 22) 与 弦 PQ 的 夹 角 记 作 a. 

在 以 O 为 中 心 ,将 wl 变 为 w 的 位 似 变换 下 ,过 点 K 的 切线 BC 变 为 1,, 在 将 w E 
为 w 的 位 似 变换 下 ,直线 AD 变 为 /1, 故 知 BC// 12,AD// ,及 人 LKC = KLD = 
a, 又 由 弦 与 切线 之 夹 角 关系 式 知 Z BMN = ZANM. 由 此 可 知 四 边 形 KLNM 为 等 


腰 梯 形 ,因而 PQ // MN ,它们 在 w 上 截 出 两 段 相等 的 弧 PQ 和 MN ,其 值 为 24. 因 此 该 
梯形 的 中 位 线 经 过 w 的 圆心 ,但 KM 的 中 点 与 BC 的 中 点 重合 (众所周知 ,三 角形 的 边 
与 内 切 加 的 切 点 同 它 与 旁 切 加 的 切 点 关于 边 的 中 点 对 称 ), 同 时 ,LN 的 中 点 也 与 AD 
的 中 点 重合 . 
14. 证 明 (1): 记 人 OAB = ZL1, 人 OIAC = 人 2,B、A\C 三 点 共 线 充 要 条 件 为 4/ 
Z1 = 22,8] sin/1 = sin 人 2, 下 证 其 不 成 立 . 
hezea]  incAOB ,有 


nszı =B. QE _ 1 R, (z+ R: Rš 工 -D-4-82 
Sr AB OOT AB 2 r+R 
- 1 ,R/rG*2R) o 
C AB ` 2 +R) 
由 余弦 定理 有 


AB = Rè + (R) -2R .R.AOB 


-$R -R.B 
R R IRES 
AB=RY 4 Rir 2 A tE © 
AQ 
i ER R rG+2R)_ G+2R) 
sn IX -MT 有 
HE rR 对 换 可 得 


PANN, RR +2) 
sinL2 = AJ (Z+ SR)(R +7) 


如 果 sinZ1 = sinL2, 则 有 (f+2R) R(R+t2r) 


R+Sr r+5R 
即 r?°- 3r?R +3rR?- RI=0.(r-R)=0 
r=R 
这 与 已 知 R > rF, sinZ1 # snZ2 
Z 22,-. A,B,C 三 点 不 共 线 
解 (2): 由 (1) 知 


— "a 33+2x6 _ /5 
sinC2 = sinZ1 =y q} 5x3)(3+6) 7V 21 


ROC = z, 由 smc2 - lc = LF 1 _ 2⁄5. .1 


EA 
6+3 "AC" 3 Ac 


AC? = z? + 3? — 2 + 3z * os AOC 
= 2249-2-32} 
== -2r+9 


sa. 一 .z= 总 
3 Vri-2r+9 21 
41a? + 30x -135 = 0 


+ „= 240-15 
取 z>0,… z= 4 


£ 


15.(1) 证 明 :如 图 H - D- 4 - 83 所 示 , 先 证 PR、QS、BD 三 线 共 点 . 
š PR 交 BD 于 点 U,QS 交 BD 于 点 V, 对 全 BDE 与 直线 PUR 应 用 梅 涅 劳 
斯 定理 有 


可 加 
VD RQ 


UB 

o VD DBE, U VEA. 
故 PR .QS BD 三 线 共 点 . 

再 证 PR .QS.AC 三 线 共 点 . 


设 PR ZAC 于 X,QS ZAC 于 Y, 则 对 A ACE 与 直线 PXR 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 : 


又 由 于 P.Q.R 为 切 点 ,PE = ER,AP = AS,RC = QC 
故 GX_ PE. RC RC OQ 

XA AP'' ER AP AS 
对 AACF SHR QYS 应 用 同一 个 定理 可 得 人 = QC 


AS 
cx _ cy. z 
BS = YA X,Y 重 合 . 


故 PR.QS.AC 三 线 共 点 . 

综 上 所 述 ,AC、BD .PR QS 四 线 共 点 . 

(2) 证 明 : 将 A、B.C.D\E、F、P、Q、R、S 分 别 重新 标 作 A、E、C、F、B、D、P、R、Q、S, 使 用 (1) 的 
证 明 即 可 ， 

(3) 证 明 : 将 图 中 的 A、B、C、D、E、F、P、Q、R、S 分 别 重新 标 作 F.B、.E、D、C.A、Q、P、R、S, 重 新 
使 用 (1) 的 证 明 即 可 . 

16. HEH: WH H - D- 4- 84, 设 人 BAE = 人 CAF = a,ZABD = 人 CBF = 8,AACD = x, 
Z BCE = y, 设 M.N.K 分 别 为 AD、BE、CF 与 A ABC 边 的 交点 . 

因 AD.BE.CF 三 线 共 点 P, 由 塞 瓦 定理 得 


= AC: AFsina , AB ° BDsing , BC + CEsiny 
= BC + BFsing ` AC + CDsinz ` AB + AEsina 


_ sin(B — B) , sin(c— z) .sin(A — a) , siny 
~ sin(A — a) ` sin(B — B) ` sin(C — y) ` sinz 
— sin(c — z) , siny 
= ainle- y) ` sinz 
sin(C — z) _ sin(C — 
sinz siny 
即 snC + cosz — cosC ° sinz _ sinC + cosy ~ cosC + siny 
sinz siny s 
亦 即 ”cotz = coty 
x,y E (0,7), z= y 
反之 , 若 zx = y, E3RuFB 4825335138 , iH 3 ROSE EE0938 E 3850 AD BE, CF 三 线 共 点 . 
17. 证 法 1: 比 例 线段 法 
š BP, = m,CP, = n,AP, = r, 由 AP = AP, = BP, = BP; = 
CP3 = CPs = BP, + CP; + AP, 得: 
AP; = m,BPs = n,CP, = r 


LPiPIA = ZP .P,A = 至 -全 ,LPsPsB = CPP2B = £ 


县 ,<PiPac = LPsPsC = 2 - S m I -D-4- SS BR EK A 
A'A,B'B 交 于 O, 过 O 作 A'B'、B'C'、C'A’ 的 垂 线段 OM3 OM; \OM,; 
过 A 作 AB'、A'C' HERBAG, AG 3È BHEAB BC HERE 
Ba,BNi; 过 C 作 BC'、AC MERB CQ, .CQ,. 
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在 RIAPINIB 中 ,BNi = BiPisnZBPLN = min( $ — À ) = mos $ AEBN = nos AG, = 


mas 县 ,AG3 = ros $, OQ, = ras ,CQ; = nes 号 
. BN; _ BB 
=a s 
BN, / Oo， BM; BO 
. BN, _ BB BN, _ BN, 
BN, / OMi; OM, 7 BO OM, ` OM, 
OM; _ BN, Aa e 
pea En Fa A < 
OM BN, “n: Goa 2 /no 9 
OM, _ AG Br O 
m eka" j = 人 
同 理 OM, ~ AG, 7” cos > /reos y © 
D.O 相 除 ,得 
QM = res 2 nes E 


.. CQ A B p4 0M: _ CQ x We 
X GO," rom2 /ns , 则 有 GML = CO, PE OCC HR HERB AA’ , BB, OC 所 


在 直线 相交 于 一 点 . 
证 法 2: 用 塞 瓦 定理 
引 理 1 如 图 JI -D4 87, 塞 瓦 定理 的 正弦 形式 


sina), sinB) siny; _ 
hho RA S sinaz ` gin ` siny2 = 


sinZ1 _ CP; : sZ CPC ° 
引 理 2 如 图 I-D-4- 88E) = Cp SGPC 
下 证 原 题 ,如 图 H - D- 4- 86 
PEVAR Am sinZ1 _ sinZ3 , sinZ5 _ IW CP. : sZ CPyC’ . BP sin BP,B' 
AA'BB' OC IER S sn2D2。 = singa ` indó = |° CP, + siZCP,C” ` BPçsinZ BP;B” 


° 


P, 
<= 
5 


AP, = AP, = BP, = BPs = CPs = CPs 


CP, ` BP, ` AP, 
由 条 件 易 知 :BP; = AP5,CP; = BP, AP; = CP, 
四 式 成 立 . 


证 法 3: 利 用 直线 所 在 的 特殊 位 置 . (如 图 [[ - D- 4- 89) 
记 AB = c,BC = a,CA = b 
ABC = B,ZBCA = C,ZCAB = A 
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c = AP; + CP; 
由 题 设 1 6 = BP, + CP; 
a = BP, + APs 
+b- +c-b 
易 得 APs = =e ap, = +b 


ZAPIA = 90 + Ẹ, ZAPIA’ = 90 + Ë 


tk LPIA Ps = 360 — (90 + 全 +90+ 旦 +A)= BAC 
连接 AA”, 设 LAA Ps = a, LAAPs = B( 易 知 它们 均 为 锐角 ), 则 a + p = B+ C 
在 人 AA'P; 5 AAA Ps 中 ,分 别 利用 正弦 定理 有 
x (a *b- sn[90 + B) 
pe aa A 
(a + c- b)sin(90' + S ) 
A Ta ms 


如 果 a > 县 , 则 由 a 一旦 = 导 -Bp 知 


T > 8, 由 正 绑 函 数 性 质 易 知 sine > sn Ë > 0,sin 全 > sing > 0, 故 有 Sia > A) yea) 
矛盾. 


同样 , 当 。 < B 忆 时 ,有 
sina < sn(B/2) 也 与 ( 
Sing < sn (CZ) ,也 与 (*) TB. 


延长 AAA ZBC +K, ZAKP, = ZBP;C' - a = (90 + 48)- <B = oy 
AK 上 BC 

同 理 B B L AC,CC' 上 AB 

由 三 角形 三 条 高 线 交 于 一 点 ( 季 心 ). 本 题 得 证 . 

证 法 4: 利 用 1996 年 高 中 数学 联赛 第 二 试题 (3) 的 结果 证 明 . 


其 一 , 原 赛 题 为 : 
WFE I - D-4- 90, El O, M O; 5 A ABC 的 三 边 所 在 直线 相 切 ， p 
E,F,G,H 为 切 点 , 且 EH.FG 的 延长 线 交 于 已, 求证 :PA 和 BC 垂直 . Ç 
用 该 赛 题 结果 可 如 下 证 明 : 4 
regi D 
由 是 BC = BP + CP4 e AO 
(事实 上 ,BC + CP; = AP; + BP, + CP;) EB CF 


PiP, 是 A ABC 的 顶点 A 所 对 的 旁 切 图 切 点 弦 ( 事 实 上 不 护 设 切 m I -D-4-90 
ARX PQ), 
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aer = AQ 
BC = BP+ CQ 
BP + CQ = BP, + CP,( = BC) 
则 有 
BP, - CP, = BP - CQ(= b- c) 
BP = BP, 
CQ = CP. 
同 理 , 如 图 H - D - 4 - 91,P3Ps 是 A ABC 的 顶点 C 所 对 的 旁 切 图 切 
点 弦 , 由 赛 是 知 P; Ps PiP, 的 交点 B' AB 的 连 线 垂直 AC, 即 BB L AC, 
FIA A'A L BC,CC L AB, 故 AA、BB、CC 交 于 一 点 . 


+ 


第 四 章 AR “知识 \ 方 法、 技能 


.A 组 

1. 证 明 : 如 图 - D- 4- 92, 设 B 是 B 点 关于 AD 的 对 称 点 , 则 PP 点 就 是 B'C 与 AD 的 交点 . 

在 人 APAB 和 人 DPC 中 人 APB = LDPC, 人 PAB = 180° - 人 PDC, 由 正弦 
定理 知 


BP - sinCPAB _ sin PDC - 
AB “ sinZAPB ™ sinZDPC ° 


AO _ AB 

由 人 AOB V ACOD, ESE = CD 
所 以 BP+PC -4B+CD - AO + OC 
TES U OU 


m 做, 所 以 ACOP co ACAB’ 
所 以 op = OÇ. ag = AB A 
ma oo = EPA S OP = OQ A 
2. E: 0H H -D-4-93, 记 A = 3a,B = 38,C = 37,AE = m, {> 
AF = n,AABC HENK Habe. NN 
由 于 3a + 38 + 3y = 180° > s, 
Klat 8 + y = 60° 
a + B = 60° — y, Ñi nsin(a + B) = c * sinp EI -D-4-93 
所 以 n = csinB/sin(a + B) = csing/sin(60° — y) 
类 似 地 : 
bsiny 
m= sin(60" — 8) 
在 人 ABC PH bsin3y = c + sin3B, 从 而 
m -sin38 .siny + sin(60° — 7) _ sin(60° + 
n _ Sin37 -sinf » sin(60° — 8) sin(60° + y) 
HT a + B + y = 60", 所 以 存在 以 60" + B,60° + y 和 a 为 内 角 的 三 角形 , 夹 a 角 的 两 边 之 比 为 
sin(60° + £) _ m 
sin(60 +7) n 
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AEAF 与 这 三 角形 相似 ,从 而 

ZAFE = 60° + B, ZAEF = 60° + y 

同 法 可 证 人 BFD = 60° + a, 而 人 AFB = 180° — (a + 8) 

因此 ,EFA + 人 AFB + 人 BFD = (60° + 8) + (180° — a — B) + 
(60° + a) = 300' 

“LDFE = 60° 

类 似 地 , 公 DEF 的 另 两 个 内 角 也 为 60° 

因此 A DEF 是 等 边 三 角形 . 

3. 证 明 : 如 图 H - D-4-94, 设 DD 为 BC 的 中 点 ,Pl 和 Pw 表示 包 P BDP. C 


E D 的 那 等 份 的 两 个 分 点 , 易 知 D EH PPan 的 中 点 ,PsP = = 图 工 -D-4-94 
AD = BC = 号, 设 AP = z.APta = y 
E AAPP, 中 用 中 线 长 定理 得 . 
1 2 
= -ailer (2P) 
& z. [asan S 5] 


zw: n 


1 x 1 ah 
X aysina = Saapp = 2 Piya h = 名 


i 4 
tuna = Sea = GOET 
4. 证 明 :如 图 I — D - 4 — 95, 设 D,H 分 别 是 BC,AG 的 中 点 , 连 PD ,PH, 则 由 中 线 公式 . 
PB? + PC2 = 2(PD2 + BD2) 

PA? + PG? = 2(PH? + GH?) 

土 面 两 式 相 加 ,得 

PA? + PB? + PC? + PG? 

= 2(PD? + PH?) + 2(BD? + GH?) 

= 2(PD? + PH?) + 2(BD? + GD?) 

= 4(PG? + GD?) + (GB? + GC?) 

= GA? + GB? + GC? + 4PG? 

#k PA? + PB? + PC? = GA? + GB? + GC? + 3PG? 


= 了 
[Ë] 由 上 面 结论 知 ,到 三 角形 三 顶点 距离 的 平方 和 为 最 小 的 点 ， E TA 


5. 证 明 : 设 m, , m, m Mha shoh 为 三 边 上 的 中 线 及 高 . 
因 m, > has my > ha,me 2 he 

N| a?m? > a?h?, b? m} > b?hh, c? m? > c?h? 

X a?h? = b?hh = êh? = 4S? 


abm} + b2m1 — c2m2 > 3 x 4S? 0 
把 m2 = 4e + te = +a 
1 1 1 
ml = has y - T 
m= laila la 


因为 


cota 


代入 中 ,整理 得 

4a?b? + 4a?c? + 452c2 — at — b+ — ct > 48S2 

Jatt b+ 2 a2b2 + azcz+ bce? 

@ + 2 x 加 ,开平 方 即 得 

a? + b? + 2 2>4/3S 

显然 , 当 且 仅 当 a = b = c 时 ,不 等 式 中 的 等 式 成 立 . 

6. 证 明 : 如 图 四 -D-4-9%, 记 AB =c,BC = a,CA = b 
设 4T 的 延长 线 交 入 ABC 的 外 接 图 于 K 点 , 则 OK 是 加 O 的 半径 , 记 为 尺 ， “SS 一 


ee 


OK | BC, 所 以 OK // AD, 从 而 
Al _ AD _ C- sinB _ === 
IK = OK R 2sinB + sinC © 图 TI-D-4-9%6 


注意 到 :人 IBA = 直人 B 


ZLIBK = (ZA + <B) = $ -+ZC 
由 定理 2 得 


A AB -sin B 


IKT BK 
由 人 ,.@ 得 

2sin Bsin E 
2sinB + sinC = 4 


所 以 an 全 wm 县 t.a 

Aa. S -了 

设 入 ABC 的 BC 边 上 的 旁 切 加 的 半径 为 ,, 则 

r=4R'sn 全 os 县 cs Ç = R 

7.[ 分 析 】 只 证 明 必要 性 . 

设 BC =2,LC = a,ZFQC = B, 则 AM = tana, 而 在 Rt 人 ABO 中 ,BM? = AM . OM, 故 OM = 


在 全 QFC 和 公 QEB 中 ,由 正弦 定理 知 , 


QF --LtOM _ QE _ 1-QM (..qE = 
= anla - p)" QE = QF) 


Sina 7 sin(a + B) ` sina 
ú sin(a + 8) -sin(a — B) _ cosa -sing _ . GM 
“QM = inla + f) + sin(a — B) = sina oop ,= OM ° QM 
-.QM2 = OM - GM 
“ZOQC = 90" ,ËJ OQ | EF 
A k“ a MS kos, E 
en 2 = ta = i= 528 = — a ° 
to- te ateoa + c = 2bonA @ 


2bc 2b 


k... | 

b T 2boxA = 1 + 2eGA 
zo<a< wy te 
AN, g < b-a 

9. 证 明 :如 图 由 - D — 4 -97,8 BC = a,AC = b,AB = c, 由 题 设 知 A = 2B,B = 2C 
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由 定理 3 有 A = 2B=>a2 = b + bc e° 

B = 2C=>b* = è + ac © j 

由 四 得 :a? = blt > n Pie @ 

@ CA D 8:a2 = e + ac + bc = cla + b + c) ; Q 
a _atb+c 

了 < a Oi ng s b 


@-@ 得 :2 - 2 - i> 1 = S T bS(a + b)c = ab 
即 (BC + AC) + AB = BC AC 
10. 证 明 : 如 图 [ — D-4-98, 设 垂 线 AH 的 延长 线 和 直线 CE 及 BD 分 别 交 于 点 已 和 Q, 作 BE 的 
ER CK ,由 Rt 人 CKB co RtA BHA 及 RtAEHP co RtA EKC 
H: 


pH = EH- BH - tan BAC 


a+b, 
e mI -D-4-97 


7 EB - AH + tan BAC 4 B 
= ËH : EH : tan EAD Ver 
F, QH = BH: EH un AD z 
`: ZBAC = ZEAD, .PH = QH 和 < S 
从 而 O.P.Q 重合 ,…AO | BE RD 一 一 
11. 证 明 : 作 正 AACE, ° li 
连结 BE. 
`: ZABC = ZBAC WI -D-4-98 
-.CA = CB = CE 
C AABE 外 心 
LBAE = + ZBCE = 20° 
—. Z BCE = 40° 
LBEA = + ZACB = 10 = ZDCA 

<. BEC = ZDCE 
` ZBCE = ZDBC = 40° 
“BD/ CE 
AECD 是 等 大 梯形 ,BE = CD 
“AAEB 2 AACD 
AB = AD 
“LADB = Z ABD = 40° = ZDBC mI -D-4-99 
“AD/ BC 
12. 请 参考 例 10. 
13. 请 参考 例 12. 
14. 证 明 : 用 反 证 法 .如 图 I — D- 4 — 100, 设 Z BCD 不 是 钝 角 , 连 AC CE， 

ti SIE A BCA ,等 腰 人 CDE 顶 角 小 于 120", 知 其 底 角 不 小 于 30", 从 而 ,人 ACE < C 

90° -2x30 = 30° 
又 由 余弦 定理 (在 A ACB A ACE rh) 知 B. a 
AC ñ3,CEZ ñB, 
E AACE 中 ,再 由 余弦 定理 有 
AE? = AC? + CE? - 2AC . CE + cos ACE - & E 


<3+3-2x 3030" < 1 
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B AE < 1 与 题 设 矛 盾 ,从 而 假设 不 真 . 
15. 证 明 :如 图 -D4- 101 

连结 BD,DF , FB, 由 题 设 有 

ZA + ZC + ZE = 360° 


X AB = BC = FA, 于 是 ,人 ABF, 人 BCD, 人 DEF F E 
可 拼 成 一 个 大 三 角形 , 且 它 与 全 BDF 全 等 ( 易 证 ). 
由 此 可 得 EI -D-4-101 


CD // BO // AF.BA // OF // DE,BC // OD // EF 

# ZA = ZD,ZB = ZE,ZC = ZF 

16. WEH: WA I - D- 4- 102, 由 Sann = Saen = 1, 又 两 三 角形 同 底 , 故 BE // CD. 
同 理 ,BD // AE,EC // AB 

记 EC, BD 的 交点 为 P. 则 ABPF 为 口 ， 

FE, Sara = Sag = 1 

È Sara = Sarwe = y Same = x, 则 xz+y= 1 


Sam PE ~ Sam’ 17y A 

注意 到 z+y = 183 = 1 

My +y-1=0 # = 

MA y = (已 合 负 值 ).z = 1- y = “也 Se 
D c 

Suoe = 1+1+2y+z= É 

为 了 证 明 此 类 五 边 形 无 穷 多 , 只 须 先 构造 一 个 人 PCD, 使 之 面积 为 ”图 一 D-4- 102 

355 gk CP BHEJEK DP PÍB, {Ë Samec = Same = 1. 
从 而 BE / CD 


FHE EA // BD,AB // EC, 即 可 得 具有 题 设 性 质 的 五 边 形 . 

由 A PCD 的 任意 性 , 知 此 类 五 边 形 有 无 穷 多 个 . 

17. 证 明 : 如 图 I — D — 4 - 103, 设 BE 的 中 点 为 甩 , 则 AD 经 位 似 旋转 变换 S(B,45",V5) 变 为 EC， 
EC 经 位 似 用 转变 换 S(A,45 ,点 ) 变 为 HF ,HF 再 经 位 似 旋转 变换 S(E,45" N2) 变 为 AG, 故 


GA = 2. 1 -JAD = JAD 
Fei 


GAD = 45° + 45° + 45° = 135° 


图 工 -D-4-103 


图 工 -D-4-104 
18. 证 明 :如 图 I — D— 4 - 104, 设 X,Y,Z 分 别 是 人 ABC 三 边 中 点 , 易 知 人 AX'Y'Z co AABC, 
设 O 是 入 XYZ HEt, h OX | YZ YZ / BC, 则 
OX | BC 


Page EEJ 


X BX = XÇ, .OB = OC 
同 理 ,OB = OA 

故 信 XYZ WELO 是 全 ABC 的 外 心 . 
设 OX 与 OX 夹 角 为 a. 


由 a x yz SLE, A xyz, M ORRE AXYZ HE, H AXYZVAX YZ o A ABC. 
故 结论 成 立 . 
B 组 
1. 证 明 : 设 ZB 的 角 平分 线 交 OH + P , Z A 的 平分 线 交 OH + Q. 
+ LABO = 90 - + ZAOB = 9% - ZC = ZHBC, À 
X. LABI = LIBC, 所 以 人 OBI = 人 IBH, 即 BI 平分 Z OBH, 
同 理 AI 平分 OAH. 
根据 角 平 分 线 定理 ,有 
因为 ZB > LA, 所 以 AC > BC,AH > BH mI-D-4- 105 
又 40 = BO 


所 以 得 > 如 ,所 以 oa < OP 
J Q 在 OP 之 间 , 所 以 AQ 与 BP 交 于 OH 下方. 即 1 在 公 BOF 内 部 . 
2. 解 ,如 图 ll - D- 4 — 106, iH F ABAD s2 ADCB, 所 以 问题 可 简 


化 为 : 设 E 是 人 DBC 的 边 BC 上 的 点 ,人 DEC、 人 BED 和 人 DCB 都 是 等 项 人 一 一 一 一 
三 角形 , 问 人 C 的 大 小 有 哪些 可 能 的 值 ?分 不 同 可 能 情形 讨论 如 下 . 
(1) 等 腰 信 DBC 中 ,DB = DC. 这 时 DE 天 DB,DE 天 DC, 因 而 等 腰 


三 角形 DEC 和 BED 只 有 下 列 可 能 : Ë fe 
情形 1 BE = ED,ED = EC(Ħ Il - D- 4-107)ZC = 45' 
情形 2 BE = ED,CD = CE(M I - D- 4- 108). 这 时 ELI -D-4- 106 
D 
D 
Ë c B E c 
图 TI-D-4-107 WI -D-4-108 


£B = Z1,Z2 = (3 = 2ZB,ZC = ZB,ZBDC = 3B 


ZC + ZC +3⁄C = 180'-..ZC = 36° p 

情形 3 BE = BD,ED = CE(Ħ® I -D-4-109 中 将 字母 也 与 C 互 换 )， “N 
ZC = 36° 

(2) $E A DBC 中 ,BD = BC. 这 时 人 LBDC = LC, 并 且 BE < BD,EC< 8 5 € 
BD 

这 时 在 等 腰 人 BDE 中 ,BD > DE, 因 为 如 果 BD = DE B ZDEC Æp ™ I - D - 4 - 109 
角 , 将 有 DC > DE > EC, A DCE ARE = BIDL2i BE = ED 


进而 还 可 得 到 DE < EC ,因为 如 果 EC = DE = BE, 那 么 也 点 在 以 BC 为 直径 的 圆 上 ,将 有 BD < 
BC 与 BD = BC 矛盾 . 
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情形 1 等 厢 人 DEC 中 ,DE = DC( 图 有-D-4-109). 这 时 人 B 
= LLC= L2=2LB,LC+ ZC++ZC = 185.2. ZC = 72 


情形 2 “I ADEC:'h,DC = EC( 图 了 下-D-4-110). 这 时 一 B 
= Z1,Z2 = Z3=2ZB,ZC = <BDC = 34B 


LAC+LC+ 42c = 180 -LC= 


(3) 等 腰 人 DBC 中 ,BC = CD BRO 可 知 内 有 以 下 两 种 情形 ; 图 I -D-4-110 
情形 1 BD = DE,DE = EC( 图 和 — D— 4 - 111). ik8$ ZC = 36° 


情形 2 BD = BE,DE = EC(® H -D-4-112).8 ZC = — 


| 2 


@I-D-4-11 图 TI-D-4-112 


B E c 


D 


= 


综合 以 上 各 种 情形 , 可 知 原平 行 四 边 形 ABCD 中 ,人 BAD 的 一 切 可 能 值 是 ;45',36',72", SE, 
180° 


> 
3. 证明: 由 题 设 知 四 边 形 EDCD' 和 DCBC” 是 平行 四 边 形 (如 图 N-D- 
4- 113). 


EC = EB - C'B = EB - DC = EB - ED' = D'B AINN 

Xi AEC'B co AAC'B,AFD'C co AAD'B.#f B. 7 a 

EB’ EC _DB_AB__AB_ __ AB __1 gv 

AB © CB ` ED EC ` EB” + BC EB + AB“), EB < 
AB 


EB 1 
TAB =o TEN r= iya x 2; 
r= l mami) WI -D-4-113 
.Ec EB’ Baa 14/5 
“AB 1+ B = 1+ 5 


4. 解 一 : 作 正 APOQ, 连结 AQ, BQ. (H I -D-4- 114) 
M LACQ = ZACP = 30° 
` PC = CQ,AC 公 用 
“AACP QAACQ..ZPAC = ZCAQ. 
“ZBPC = 180 - 20° ~ 10° = 150°, LCPQ = 60° 
“LBPQ = 360° - 60° - 150° = 150° = Z BPC 
“PC = PQ, PB 公用 . 
“ABPCQABPQ ~. ZPBQ = ZPBC = 10 ®I-D-4-114 
BC = BQ, ~- Z BQC =80 = Z BAC 
“…B,A,Q,C 共 圆 . .人 CAQ = ZCBQ = 20° 
“ZLPAC = 20° 
解 二 : 作 正 人 ACE ,连结 BE, 作 AF | BE 于 FF, 延 长 CP 交 AF 于 O, 连 接 OB. 则 AE = AC = AB 
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= EC 
ACP = LECP = 30"( 如 图 下-D-4-115) 
<. AF 是 BE 中 垂 线 ,CP 是 AE FER, 
“O J: AARE 的 外 心 
OB = OA -.ZOBA = ZOAB = + ZBAE = 10° 
“LOBP = Z ABP - Z ABO = 30° = Z OPB 
OA = OP 
` ZPOA = 360° - ZAOB - ZPOB = 360° - 160° - 120° = 80° 
“LAPO = 50° …LZPAC = 50° -30° = 20° 
解 三 : 作 正人 PHE( 如 图 [- D-4-116), 连 结 CE XPA 于 下 ,连结 BF, 
EK CP ZBE 于 Q, 则 人 1 = ~2 = 30",… PQ 是 BE 中 垂 线 .…CE = 


让 PAYPA AC _ AE . AB _ AF 
CB. ` ZACQ = 30 = 2, -'. 人 ` PE = PF'” PB ~ FP' 
BF 平分 人 ABP. .人 L3 = £4 = 20' 

.BF = BE = BP. ` Z3 = 20° 


易 知 人 CEB 


A LPAC = 50 ~ 30° = 20° 
S. WEH: (WE I - D-4- 117) $ AB = a,BK = b,DN = c, 则 
(a ~- b)(a - c) = 2b 

Bp a? -be = a(b + c) 


而 han( Z BCK + ZDCN) = -ato -1 € 
所 以 人 BCK + ZDCN = 45° 
LBLK = 人 BCK + 45° = 90* - 人 DCN = ZDNC 
再 由 A ABM 2 A CBM ,得 
LBAM = 人 BCM = ZBCK + ZLCM = ZBCK + (90° - 45°) = 
LBLK 
6. 解 :如 图 由- D- 4 - 118, 用 希腊 字母 =.B、y、8 表示 图 中 各 角 , 由 题 ”图 下 -D-4-117 
BA atp = 到 ,从 而 ,7+3= + 
根据 正弦 定理 ,有 


AC OCD: eS 


AC = B “sinacosy = sinyeosa ~ 
B sin(a - y) = 0,-.a = y 
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CN 
sin 2 = sinA 
7. 证 明 :( 如 图 II-D-4-119) 连 EB、EC, 令 人 ECB = 


Z1,ZEBC = Z2, BC = a, 连 EO2. 
则 AC = 3a, AE = 3a * sinZ1, EC = 3a + cosZ1 
由 BD = 4a, 有 ED = 4a * sinZ2,BE =4a.esL2 4 a AE z 
“BC = a = + -2a = OO, V 
“EC 为 A BEO, 的 中 线 . 
由 中 线 长 定理 ,有 
EC = +EB2 + + EO] -二 BO3 
Ep 9a?co8 Z1 = 8a?co# Z2 + 2a? — a? 
亦 即 9(1 — sin? 1) = 8(1 — sin? <2) + 1 
H Isin? Z1 = 8sin? 人 2 
-p incl _ 242 
于 是 ,Sn22 = 3 
A o daine. 
ED : EA = aG = 5, 
8. 证 明 : 设 以 AB 为 边 在 A ABC 的 外 侧 所 作 三 角形 的 另外 一 个 顶点 为 DD, 连 RD, W| 
ABCP co A BDR 2 AADR c> AACQ. 


从 而 ,RP 经 过 位 似 旋转 变换 SCA aS, SEBO) 变 为 RQ, 故 有 M, 
ZQRP = 9 ,B QR = RP 

评述 :此 题 的 条 件 可 加 强 为 ZBCP = 人 QCA = a, ZABQ = ZBAR 
= B, E a + 有 = 45, 其 它 条 件 不 变 ,用 同样 的 证 法 , 仍 能 得 出 同样 的 结论 . 
着 再 设 人 PBC = 人 CAQ = y, Ha + B+ y = 90*, 则 结论 变 为 人 QRP = 
27, 有 QR= RP 

9. 证 明 :如 图 I! — D- 4 - 120, 在 等 腰 AA;MM; 中 , 因 ZAMM, = 


180 a MM = 2sin E , 则 可 以 看 成 是 点 A, 经 过 位 似 旋转 变换 SCM，- 


18055 sin 各) 变 为 M, 因此 ,后 n 边 形 A1A2.…A, 经 位 似 族 转 变换 


S(M.- 1m- 4,2sin 多 ) 变 为 凸 n MÉM, Mz- M, BILLEN 2sin 多 ,所 


图 工 -D-4-119 


以 ,n 边 形 MM2…M, 的 面积 = (257 2 ) S = 4Ssi 2. 

10. 证 明 :如 图 H - D- 4 - 121, 如 果 OO 的 弦 QiQ; iH P, P, 绕 着 点 Q. 
〇 旋转 e 角 得 到 ,那么 ,直线 P, P, 和 Q, Q; 的 交点 尽 可 以 由 弦 Pl P; 的 中 点 M 
经 过 位 似 施 转变 换 S (0 号 ,sec 号 ) 得 到 . 

(1) 设 人 ABC 各 边 中 点 分 别 为 D、E、F, 则 AABO 可 以 经 过 位 似 旋转 转正 -~D-4-121 
变换 由 A DEF 得 到 ,而 人 DEF co 人 ABC, 故 人 AAzBzCa co AABC. 

(2) 设 四 边 形 各 边 中 点 分 别 为 E .F.G . 朋 , 则 四 边 形 EFGH 为 平行 四 边 形 , 且 可 以 经 位 似 旋转 变换 
得 到 由 直线 AB 和 AiBi、BC HB, Ci, CD HCD, .DA 和 DiAi 的 四 个 交点 的 平行 四 边 形 , 故 结论 成 立 . 
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第 五 章 ” 国 ”知识 .方法 .技能 


A 组 
1. 证 明 : 设 B 是 两 圆 的 另 一 交点 ,TM 分 别 是 PiP，,、O10O; 与 AB 的 交点 . 
因为 TP? = TA » TB = TP3, 即 TP, = TP, 
又 “PMA TM / PaM: 
所 以 MM, = MM; 
因为 AB | O10; 


图 工 -D-4-122 


所 以 ”TM JE MI M. 的 中 垂 线 
在 010; 上 , 取 MO; = MO;, W| ZO;AM, = 人 OAM:. 因 为 OP = O;P;,O,M, // O;M;, 
PiMi / PaM: 

AO,P,Mi V AO;P;M; 
所 以 SM, -OM _ OP _ OA _ OA 

MiO ` O;M, ` O;P, -DA -DA 
由 此 可 知 ,AM 是 Z O, AO 的 平分 线 .所 以 
ZO, AM, = Z0;AM; = 人 OAM: 
故 有 OAO; = OAMI + ZM AO; 

= LO,AM; + ZM AO; 有 一 一 人 


=Z A 
p A ENO MOM OA On H -D-4-123). BROM, P <ç 


` OM + OP = OB? = OA? € 


“OM _ QA = 3 gz 
“OA = OP X MOA = ZAOP EI -D-4-123 


但 人 BAC = ZBOP = 人 PBM 


+. = = AM 
“cos BAC = cosZ PBM = AP 


(2) ił OP %BC + D, AD.BD(#nE8 I — D - 4 - 124), 5% 人 PBD = ZMBD 
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. MD _ BM 


-DM 
又 由 (1) 的 证 明 过 程 知人 = BM 
MD _ AM 


“PD = Ap , 即 人 MA4D = LPAD 


又 BD = CD, ~. BAD = LCAD 

因而 人 BAD + ZMAD = 人 CAD + 人 PAD 

故人 BAM = 人 PAC 

3. 证 明 : 设 人 ABC 中 ,a = n — 1,b = n,c = n+1( 其 中 为 正 整 图 卫 -D-4-124 
数 ) ,三 个 角 分 别 为 a,2a ,x - 3a, 则 

sin(x ~ 3a) _ sin3e _ 3sina - 4sime _ 3 


sina sina Sina 
由 正弦 定理 ,有 a : b : c = sinA : sinB : sinC 
(1) 5 ZA = a,ZB = 2a 时 ， 

2 
at = (H) -1, 解 得 n=2 
因此 ,a = 1,b = 2,c = 3 不 能 组 成 三 角形 . 
(2) 4 ZB = a,ZC = 2a 时 ， 


zl. (2HY -1, 此 方程 无 整数 解 . 
G) 8 ZA = Za, ZC = 2a 时 ,1 = (2H) 1 n = 5, 因 此 ,a = 4,b = 5,c = 6. 


下 面 证 明 ZC = 2 人 A 
由 余弦 定理 . 


= Zik 
cosA = 二 ,asC = $ 


而 oot2A = 20A -1 = + = eosC 

# ZC =2ZA 

4. FH nH H —D-4-125,383 C'A.C'B.C'C.BB'.AA”. MI ZARQ = 
LBCA+ ZBAC' = ZABB' + ZBCC' = 上 LABC + ZACB) 


同 理 , 人 AQR = + (ZABC + ZACB) = LARQ, 得 AR = AQ 
在 AC'SR 中 ,应 用 正 将 定理 ,有 

SR _ snCBCA' _ snfCBBC + ZA'AC) 

ČRT snZCSA -sn(ZRAA + 2ZACC9 


图 TI-D-4-125 


fE ACRA 中 ,应 用 正弦 定理 ,有 


,ACB 
CR_ snlCAB _ sing _ 2 @ 
RA sin ACB ` sinZ ABB’ ~ sin ABC 
RO OOHAR A 
SR _ sing ACB 
AR ` sinZ ABC 


sin ABC 
nea = inZ ACB I 
x A = aam = (4AE) = (AS) 
则 PQ = RSSAC = AB 
同 理 ,PQ = MNSAC = BC 
故 PQ = MN = RSSPQ = RS 且 PQ = MN 
AC = AB HAC = BCSAB = BC = CA 
SAABC 是 正三 角形 . 
5. 证 明 :( 如 图 - D- 4 — 126) 作 公 ABC 的 高 AH, 连 接 BE .CD.DE. WJ 
BE、CD 为 ABC 的 两 条 高 线 . 记 垂 心 为 O,DE 与 AH 交 于 点 K .于 是 ,有 
DK : KE = Saano : Sao 
“AAEO co ABEC, A ADO co A CDB 
„ Saapo _ AQ? _ Saam 
”Saae BC Sapec 


图 工 -D-4-126 


` KH 上 BC 点 M 在 AH 上 , 故 AM 上 BC 
6. EW: (WW: I - D- 4 - 127) 显然 有 ,B(2RsinC ,0)， 
C(RsinBW3RsinB), 而 3BP = BC x 


+P [ Ë (ásin + sinB) Š RsnB ] 


X r = 4Rsin 2 sin sn G = 2RsinBsinC 
xF = zí — yob = tiran Bs S 
B_ 6. 
o 
po V3sinB 
P a y P HF: 
4sin(120° — B) + sinB - 4/3sin 2 sin 
= ~sinB -an 卫 
T+ oosB ° “n 2 K 
1 
因此 ,人 BFP = + ZB SN 
7. 证 明 :( 如 图 H ~ D- 4 - 128) 连接 KB.KC. B A.O.C.K 四 点 > A 
HAM 4 0 B M 
LOAC = ZOKC 
I -D-4-128 
由 B、.O、D、K 四 点 共 贺 , 知 
ZBDO = ZBKO 


从 而 ,人 AMD = 人 ABD - 人 BDC = Z BDO - ZOAC 
= ZBKO - ZCKO = 人 BKC 
故 B.C.K.M NAREN. 
再 由 ABC + Z BAC = 90' 及 人 BAC = 人 OKC 知 ,人 MKO = 人 CKO + ZCKM = 90” 
即 人 MKO 为 直角 . 
8. 分 析 : 在 关于 国外 切 四 边 形 的 诸多 定理 中 ,容易 想到 牛顿 (Newton) 定理 : 
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设 OO 的 外 切 四 边 形 ABCD 的 对 角 线 AC BD 的 中 点 分 别 为 E、F. 则 EE、O\F 在 一 条 直线 上 . 

如 能 联想 到 这 一 定理 , 则 例 4 的 证 明 就 容易 了 . 

证 明 :如 图 I - D- 4 - 129, 设 圆 外 切 四边 形 为 ABCD ,其 内 切 圆 圆心 为 O0,AD = BC.AB、CD 的 
中 点 分 别 为 E\F. 设 ACBD 的 中 点 为 M、N. 

由 牛顿 定理 ,M、O、N 三 点 共 线 .又 因 AD = BC, 则 平行 四 边 形 MENF HEW. MN 为 CEMF 
之 角 平 分 线 .再 由 ME = MF, 故 OE = OF. 


WI -D-4-19 EI -D-4-130 


9. 证 明 , 如 图 - D- 4 - 130, ët Z CAB.Z ABC. Z BCA. Z AMC |a .B.y.0, fE AAPO 中 ， 


AP = yeot + 


“AB= AP + BP = ycot + + rat = Y(t 和 + wk) 
HR DERA A PRERE AER , PRR 9 


4B = paf- $); peot( 笃 - 皇 ) 


£ = un un 

CEREN ae. a 

如 = ut tn 了 
和 


10. WEB: A” 是 外 接 贺 直径 上 与 A 相对 的 点 (如 图 H -D- 4 - 131). A B.C 的 对 称 性 ,不 失 一 


般 性 .可 设 X 在 BA E,W Q 在 射线 CA 上 ,而 P 在 射线 AB 上 ,上 且 位 于 外 接 贺 的 外 部 (注意 :点 的 这 种 安 
HF, Z BAC 不 是 钝 角 ). 如 图 开 -D-4- 132, 令 尺 是 X 到 BC 的 垂 足 , 则 点 已 .R、.Q 共 线 (X 关 于 和 ABC 
的 西蒙 松 线 ). “ 


图 工 -D-4-131 


图 工 -D-4-132 


$ E RA 到 BC 的 垂 足 , 设 品 在 E 与 C 之 间 , 这 只 在 AC > ABRE. RED tC 之 间 , 因 此 ， 
PR 与 P 的 直径 DX 相交 ,交点 在 D 与 X 之 间 . 所 以 ,PR 也 即 PQ 不 能 与 外 接 圆 相 切 ,结论 成 立 . 

剩 下 的 是 DD 在 B 与 E 之 间 ( 可 能 与 重合 ) 的 情形 .由 此 ,R 在 射线 DB 上 .所 以 ,D 在 RC 上 .这 时 ， 
W Q EAC 上 ( 当 公 ABC 是 锐角 三 角形 时 ), 则 

LRXD = ZRXQ - LQXD 

LQXC = 人 DXC - ZQXD 
如 Q 在 射线 AC E, 且 在 外 接 圆 的 外 部 , 则 上 面 等 式 中 的 减 号 须 用 加 号 代替 . 另 一 方面 ,人 RXD - 
LQXC = ZRXQ - ZDXC ° 

Z RXQ, Z BCA 都 是 锐角 ,它们 的 两 条 边 又 两 两 重合 ,因此 ,一 RXQ = 人 BCA4 .注意 到 一 DXC = 
LAXC = N QRXC 是 圆 内 接 四 边 形 , 又 有 Z QXC = LARC, FRO) 就 成 为 

LRXD - LQRC = X BCA - Z CBA © 

ARN P. mE H - D-4- 133,0 XR | BC. X. Q .X ERC 的 两 侧 ， 
DD 在 RC 上 ,可 得 RQ 与 P 相 切 当 且 仅 当 人 QRC = 人 RXD. 由 @, 这 时 结 BR pe 
论 也 成 立 . 

11. 证 明 :如 图 有 - D- 4- 134, 连 OA,AM,MN,ON, 则 

LBMN = ZBKN = ZC 

LBMA = 180 - ZC 

LAON = 2LC 

ZAMN = LBMA - ZBMN = 180° - 2⁄C 

= 180° - ZAON 

故 O.A.M.N 四 点 共 圆 .由 OA = ON, 得 

LOMN = LOMA = L ZAMN = 90° - ZC, 

“LOMB = ZOMN + Z BMN = 90° 

( 注 :本 题 四 边 形 OAMN 相当 于 第 2 题 图 中 的 OCPD) 


图 I-D-4- 133 


EN 
sa 


mI -D-4-134 ŒI -D-4-135 


12. 证 明 :如 图 -D-4 — 135, MA = MB = a,MX = z,MY = y,ZAMC = a. Z BME = 
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m = zr _ snmy X _ sin y _ siny y _ sin 
B, 人 CFM = 7, 人 FCM = 5, 则 由 正弦 定理 得 芒 = sing ’XC = sina'DY = sina YE = sinp 
r s 
FX - XC ` DY - YE 
变形 ,并 应 用 相交 弦 定 理 ,得 
a? _ FX- XC _ AX: XB _ (a — z)(a + z) 
y: DY- YE ` BY- YA ` (a — y)(a + y) 


化 简 得 2 = y? W MX = MY 


B 组 

1. 证 明 : 延 长 CF 交 @O 于 DD 点 , 连 BD、BH. 由 于 人 BHF = LCAF = ZD ABF | HD, 则 下 为 
HD 中 点 . 

设 IP 所 在 直线 交 OO 于 M、N 两 点 , 交 BD + T Ék. 

由 OF | MN WF MN 的 中 点 .由 蝴蝶 定理 , 即 得 下 为 PT 的 中 点 .又 因为 下 为 HD 中 点 , 故 HP 
1 TD ZFHP = ZD = ZBAC 

《 注 : 此 题解 法 中 用 到 蝴蝶 定理 . ) 

2. 证 明 :如 图 TI — D- 4- 136, 设 AADF 的 外 接 较 的 圆心 有 

O, 连 OD OF. 由 ED = EB, 得 人 1 = 180' - 24B 

由 FE = CE, 得 人 2 = 180 - 2⁄C 

“ZLDEF = 180' - Z1 - Z2 

= (ZB + ZC) - 180° 
= 180 - 2⁄A 
= 180° - ZDOF 图 工 -D-4-136 

故 O.F.E.D 四 点 共 国 . 

由 OD = OF, 得 人 OED = ZOEF 

(UE) 本 题 中 四 边 形 OFED 相当 于 中 的 OCPD). 

3. 证 明 :( 如 图 H - D- 4 - 137) 令 K 为 MN WAB 的 交点 ,根据 
AFM, AK? = KN . KM = BK2. 换 言 之 ,K 是 AB 的 中 点 .因为 PQ 
NW AB, 所 以 M 是 PQ 的 中 点 . 故 只 需 证 明 EM | PQ. 

因为 CD // 4B ,所 以 点 A 是 Pi 的 弧 CM 的 中 点 ,点 B JE P, 的 弧 
DM 的 中 点 .于 是 ,全 ACM 与 A BDM 都 是 等 要 三 角形 .从 而 

LBAM = LAMC = LACM = LEAB 

ZABM = 人 BMD = 人 BDM = ZEBA 

这 意味 着 EM L AB 

再 由 PQ // AB , 即 证 EM L PQ 

4. EH: 图 TI-D-4-137 

(1) 记 AB AC 的 垂直 平分 线 分 别 为 b、c. 

如 图 ll -D-4 — 138. 假 设 直线 上 和 AD 不 相交 , 则 它们 平行 且 亿 DAB = 90°. 
点 卫 和 点 B 为 某 直 径 的 两 端点 且 DCB = 90' ,与 已 知 矛 盾 .因此 ,直线 5 和 AD 必 
相交 于 某 点 W. 同 理 ,直线 C 和 AD 必 相 交 于 某 点 V. 

注意 ,BW 不 能 与 了 相 切 ,否则 AW 必 与 站 相 切 ,因而 A = DD, 与 题 设 矛盾 .CV y 
亦 然 . 


我 们 为 弧 规 定 一 个 方向 .这样 ,记号 PQ SAB P 上 惟一 的 一 自白 . 
< X\ 了 分 别 为 直线 BW 和 CV 与 加 的 第 二 个 交点 .那么 , 弦 CY SRAD %: 


$h C 对 称 .因此 , YC = AD. FIS, XB = AD, 则 XB = YC. 因 而 ,线段 BX 和 CY 图 ~D-4-138 
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关于 过 BY 中 点 的 直线 d 轴 对 称 .其 中 ,X 为 C 的 对 称 点 , Y 为 也 的 对 称 点 . 

若 直线 XB 和 YC 不 相交 ,那么 ,它们 平行 且 弦 XB AR YC 关于 图 的 圆心 对 称 .此 时 ,点 B IC 为 
某 直径 的 两 端 且 BDC = 90, 这 是 不 可 能 的 .所 以 ,直线 BX 和 CY 必 交 于 一 点 工 且 工 必 在 4 上 . 

(2) 如 图 H — D - 4 - 139, 因 为 点 T 在 直线 4 上 , 且 d 同时 为 BY 和 CX 的 垂直 平分 线 , 则 有 

TB = TY fü TC = TX, 


y B 
R) y Z r ¿r 
d c 
图 工 -D-4-139 
若 点 T 在 圆 内 , 则 有 
AD = BX = BT + TX = BT + CT 
否则 ,有 AD = BX =! BT - TX !=! BT -CT | 
5. 证 明 :如 图 H - D- 4 - 140, 连 PR ZAC 于 M, 则 M 
为 AC 中 点 ,也 为 PR 中 点 . 作 A ABC 外 接 圆 的 直径 BD ,过 
DA 、DC .HA 、HC. 
“DA L AB,HC L AB 
“DAN HC 
同 理 DC // HA 
故 四 边 形 AHCD 为 平行 四 边 形 , M 为 DH 的 中 点 .于 是 四 
边 形 HRDP 为 平行 四 边 形 . 故 HR // DP. 
‘QX / BP,BP | DP 
“HR L QX, ZAXH = 90° 
JL `~ AEH = 90° 
6. 证 明 :我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 :如 图 ,MA 和 MB 为 OO 的 切线 ,P 为 直线 AB 上 一 点 , 则 有 PM = 
MA? + PB，PA 
引 理 的 证 明 : 连 接 MO 交 AB 于 K. 
“PM? = MK? + PK? 
X PA : PB = (PK + KA)(PK - KB) = PK? - AK? 
“PM? = MK? + AK? + PA : PB = MA? + PA - PB 
故 引 理 成 立 . 
下 面 来 解决 原 命题 . 
连接 OA ,OC,PA , PC. 
我 们 证 明 的 目标 就 是 PA? - PC? = OA? - OC? 
由 引 理 知 PA? = EA? + PH + PE,PC? = CF? + PG . PF 
“PA? — PC? = (EA? + PH PE)— (CF? + PG : PF) = EA? - CF 
Ti OA? — OC? = (OE? + EA?) - (OF? + FC?) = EA? - CF? 
故 PA? - PC? = OA? - OC? 
由 “ 定 差 敌 线 轨迹 " 知 OP | AC. 
证 毕 . 
7. 解法 1: 如 图 I — D- 4 - 143, 作 D ZABM 的 连 线段 .显然 有 
LCEF = ZDEG = 人 EMD 


图 工 ~-D-4-140 


M 


图 工 -D-4-142 
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LECF = ZMAD ? 

于 是 ,全 CEF co AAMD. MT CE + MD = AM + EF 

另 一 方面 ,又 有 ZECG = 人 MBD, 于 是 ,人 CGE = 人 CEF - ZECG 
= ZEMD - 人 MBD = Z BDM 

H A CGE co À BDM. MT GE MB = CE . MD. 所 以 ,CE . MB = 
AM : EF 


t 
解法 2: 如 图 (一 D- 4 - 143) ,我 们 有 
LAEG = 人 FEB = 人 EDM， 
LFEC = 人 GED = ZDME, 


Same - | , Sarn ,SeamE _ |, BE- ME _ |, BE - ME _ AM 
Same Sac Same — DE: CE ` ` RE -AE ` AE 
Saame - 1 Saca , Sepc _|_ AE: ME _ | _ AE : ME BM 
Sacc Sacc Same ` DE- CE `! AE- BE -BE 


利用 上 述 结果 ,得 
GE _ Sagu _ AM 1 


EF Sanm BM ` i-t 

8. 证 明 ; 先 证 必要 性 : 即 当 A、B、C、D 四 点 共 圆 时 ,有 Saar = Saar- 

如 图 II - D- 4 - 144, 设 两 条 垂直 的 对 角 线 AC 与 BD 交 于 一 点 K, 从 
而 ,90" = 人 AKB = 人 DBC + Z ACB 

= +(AB 的 度数 + CD 的 度数 ) 


= +(ZAPB + ZCPD) 

=Z APB + Z CPD = 180° 

=sinć APB = sin/ CPD 

又 由 于 A、B.C.D 共 轩 , 且 AB 与 CD 不 平行 , 故 P 为 ABCD 外 接 加 的 加 


从 而 ,PA = PB = PC = PD 

-Saase = + + PA : PB ` inZ APB = $ + PC - PD snLCPD = Sace 

下 证 充分 性 : 即 当 Seaap = Saar 时 ,有 A.B.C.D WASE. 

如 果 PA = PD, 那 么 ,由 P 的 定义 可 知 A、B、C、D 都 在 一 个 以 P 为 圆心 的 圆周 上 . 

否则 ,不 失 一 般 性 ,假设 PA < PD ,于 是 可 在 KA 延长 线 上 取 一 点 E, 使 PE = PD; 在 KB 延长 线 上 
取 一 点 下 ,使 PF = PC , 则 凸 四 边 形 EDCF 满足 E、D、C、F 共 圆 , 且 对 角 线 CE | FD. 对 其 应 用 前 述 必 
要 性 的 证 明 可 知 Saper = Sarn- 

另 一 方面 ,无 论 已 位 置 如 何 ,总 有 直线 PB 与 线段 AC 相交 ,可 知 E 到 直线 BP 的 距离 一 定 大 于 A 到 
直线 BP 的 距离 一 Seaap < Sa gs. 类似 地 ,直线 EP 必 与 线段 BD 相交 ,从 而 下 到 直线 PE 的 距离 一 定 
大 于 B 到 直线 PE 的 距离 一 SAEpm > Samp. AT, Sanr > Saa = Sanp. 与 前 述 矛 盾 , 故 假设 不 成 
立 . 故 必 有 PA = PD, 即 A、B、C\D 3M. 

综合 以 上 两 方面 知 ,A、B、C、D 四 点 共 贺 的 充 要 条 件 为 A ABP 与 A CDP 面积 相等 . 

9. 证 明 : 先 证 充分 性 

方法 一 :如 图 H - D - 4 - 145, 在 线段 AT 上 取 一 点 ,使 得 人 ABF = 人 EDP 

因为 P 在 人 ADE 的 外 接 加 上 ,所 以 有 人 BAF = 人 DAP = ZDEP,X AB = AC = DE, 故 Sas 
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$° AEDP. FJ, BF = PD,AF = PE 

连接 BT ,由 A.B.C.T 四 点 共 贺 和 A.、D、E、P 四 点 共 圆 得 人 CBT = 
LCAT = 人 EDP = LABF. 在 人 BFT 中 ,人 FBT = 人 FBC + ZCBT = 
人 FBC + ZABF = 人 ABC, 而 人 FTB = 人 ACB, 又 据 AB = AC 可 得 人 ABC 
= 人 ACB. 故 人 FBT = 人 FTB, 即 人 BFT 是 等 腰 三 角形 ,BF = FT 

从 而 ,AT = AF + FT = PE + BF = PE + PD 

方法 二 :连接 BT CT. A BTC 和 公 DPE 中 ,由 A、B、C、T 四 点 共 圆 和 
A.D.E.P 四 点 共 贺 可 得 CCBT = 人 CAT = LEDP,LBCT = LBAT = WI -D-4-14 
LDEP, FÆ, A BTC co ADPE, 从 而 ,可 设 


对 四 边 形 ABTC 应 用 托 勒 密 定理 ,有 

AC + BT + AB» CT = BC; AT 

将 上 式 两 端 同 乘 以 &, 并 用 前 一 比例 式 代入 可 得 

AC : DP + AB : PE = DE + AT 

注意 到 AB = AC = DE, 此 式 即 PD + PE = AT 

再 证 必要 性 . 

方法 一 :以 D.E 为 两 个 焦点 ,长 轴 长 等 于 AT 的 椭圆 与 直线 AT 至 多 有 A 
两 个 交点 ,而 其 中 在 DE 的 一 侧 , 即 线段 AT 延长 线 上 的 交点 至 多 有 一 个 ,由 <Z 
前 面 充分 性 的 证 明知 ,AT 的 延长 线 与 A ADE 外 接 圆 的 交点 Q ERNA M 
上 ;而 依 题 设 点 P 同时 在 AT 的 延长 线 和 椭圆 上 , 故 点 P 与 Q 重合 ,命题 得 S 
证 


A c 
方法 二 :如 图  - D— 4 - 146, 在 线段 AT 的 延长 线 上 任 取 两 点 Pi, P2, A 
易 见 当 
PIT < P iT HRX. 


P.D + P E < PD + PsE ®II -D-4 -146 
于 是 ,在 线段 AT 延长 线 上 满足 PD + PE = AT 的 点 已 至 多 有 一 个 .而 由 充分 性 的 证 明知 AADE 的 
外 接 圆 与 AT 延长 线 的 交点 即 满足 上 述 等 式 . 故 点 已 就 在 全 ADE 的 外 接 贺 上 . 


第 六 章 ”面积 问题 与 面积 计算 


A 组 
1. f: 2 D fE DM // AC, 交 BE FM, hiit P 为 AD 中 点 易 知 . 
APAE @ APDM 
所 以 PM = PE = 3,M 为 BE 中 点 ,于 是 了 为 BC 中 点 . 
过 DD 作 DN // AB, 交 CF 于 N, 则 NN 为 CF 中 点 , 易 知 


AAFP 2 ADNP 
所 以 

PF = PN = +CF = 5 
从 而 PC = 15 


在 全 PBC 中 , 因 PB = 9,PC = 15,PD = 6, 由 三 角形 中 线 公式 得 
2(PD2 + BD?) = PB? + PC? 
Bp 2(@ + BD?) = 92 + 152 
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解 得 ”BD = 3V13, 从 而 BC = 6V13, 由 BD? - PD? = 81 = PB? 
知 全 BPD 是 直角 三 角形 ,所 以 

Samo = 二 PB PD = 27 
又 由 PA = PD, 则 Seps = 27 = Sappc = Sapac, 故 

Saane = 4x27 = 108 

2. sing 


B} E 

3. 解 ,如 图 I-D-4-147 WY 
Saam = Sanc =1  -.BC / AD LN 
同 理 CD // BE,AE // BC 2 
设 AD 与 BE 交 于 O, 则 BCDO 是 平行 四 边 形 , 且 Sono = 2Seam = 2 BE I -D-4-14 
又 在 梯形 ABDE 中 ,显然 有 A AOE co ADOB, 
于 是 Se40E - OE _ / Sas 

Saaw OB ` "rei 
"Saaw = V Sas * Samo = V Sar 
{E Saa = Saaw - Sanm = 1- Saaw 
记 z = Sara Mz = VI-z zz+z-1=0 


= = 时 1( 全 去 负 值 ). 即 swwe = B 


5-1 5+5 


故 Saame = Soso + Saaw + Saaw = 2+1+ 
4. 证 明 :在 A BRC 中 ,由 正 弦 定理 ,得 


m= sin RCB _ sin( £C - 90“ 
= sinZ RBC ™ sin( ZB- %0) 一 z 


` Sanam > QR- R OR ed - sap ont 


~ Smupoer 一 RP- RC “oB 7 sinQ + cosB 
`: PQ / EF // CB,PR // g 

“LP = 180 - ZC 

同 理 ,人 Q = 180 - ZB 

. Smamamo _ sin(180" - ZC)oosC _ sin2C 


~ Smaa “ sin(180°- ZB)oosB ` sin2B 
又 EF // BC,ED // BA 
+ ZE = ZB 


`. Sminmannq : Sm 过 CDPR : Smawera = sin2C : sin2E : sin2 A 

5. 解 :如 图 H — D - 4 - 148 

假设 存在 点 P MERI ,连结 AP ,延长 交 BC + D E BP ,延长 交 AC 于 
E,W Saso = Saam, 得 BD = CD 

同 理 可 得 AE = CE 

于 是 ,已 是 全 ABC 的 重心 ,有 AP : AD = 2:3 

Ñ P fE GH // BC, 则 和 AAGHc AABC 


Bi Saa — (ay - (87-4 EI -D-4 -148 


于 是 ,Seaar : Smaacnc = 4 : 5, 即 GH 分 成 的 两 部 分 面积 不 相等 ,从 而 知 ,题目 所 设 条 件 的 点 P 
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不 存在 . 
6. 证 明 :如 图 下 -D-4-149,…~BED = ZABE + 人 BAE 
BAC = LCAE + Z BAE, X. Z BED = 人 BAC 


“LABE = ZCAE 
L n A 
BD _ Same _ ZAB: AEsSnZABE EE 
于 是 pC = Saa = 11 = AE 
aŒ LAC» AEsnZCAE / 


在 EB 上 截取 EF = FA ,连接 AF 

则 ZAFB = LFAE = 于 人 BED = 于 LA = LCED 

“LBFA = ZAEC 

X AB = AC, LABF = LCAE 

“人 AAABF 2 ACAE 

从 而 BF = AE = EF 

WA BE = 2AE, 故 BD = 2DC 

7. 设 EF 与 GH 相交 于 1,EH,GF 交 于 M. 过 M #YB|fE AB, BC 的 平行 线 MP,MI;MP 交 AD,GH， 
BC FP,O,N;MJ 交 AB,EF,DC + J,K ,L. Siowr = Sis, Sorou = Sra» Soene = Sra + Showc， 
Sass = Sione + Spak = Simk + Showc. 因 而 ,Sopvc = Sass, C 在 对 角 线 AM E. 

8. 证 明 : 如 图 H - D-4- 150, 作 辅助 线 ,其 中 O, .O;,.O, 表示 三 个 相等 
的 内 切 圆 的 圆心 ,由 切线 长 定理 可 知 : 

DE+EF+FD=DFI+FIE+EDI+DIF+FEI+EID 

= DC; + EC; + EA, + FA, + FB} + B,D 
BC; + CiA2 + A.B; 
= 020; + 030, + O,O; 

即 人 DEF 和 人 入 OO:O 的 周 长 相 等 . 

很 显然 ,AO1、BO,、CO3 的 交点 O 既是 A ABC 的 内 心 ,又 是 人 OO2O: 
的 内 心 ,所 以 ,r + ri = 及 ,这 里 mi 表示 人 OOzO 的 内 切 辆 半径 ,因此 ,要 证 图 下 -了 -4 150 
明 r + ro = 只 ,只 须 证 明 r, = ro, 由 于 已 证 人 DEF fü A O,O;O, 的 周 长 相 等 ,根据 三 角形 的 面积 公式 
S = pr(p 表示 三 角形 的 半 周 长 ), 只 须 证 : 

Saner = Sa0,0,0, 

事实 上 : 


Sanr = Saa = (SaagF + Sam + Sang) 


" 


= Sasse = +-r(AB + BC + CA + EF + DF + DE) 


= Sanc -Hr(AB+ BC + CA + O102+ 030; + 001) 


Saa = +r(AB + O,O;) - +-r(BC + 0:05) - +-r(CA + 0301) 
= Saase - Suo,o, ~ Sxo,o, - Soolo 
= Sao,o;o, 
rtr = R 
Ba 
1. 证明 :2S = AO? + BO? + CO? + DO? 
> AO - BO + BO - CO + CO : DO + DO : AO 


> -4 (1 AO : BOsnZAOB I+$ | BO - COsnZBOC I+ - | CO + DOsinZCOD 1+ 
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$ | DO - AOsinZDOA 1) 
=2S 
当 且 仅 当 AO = BO = CO = DO, ZAOB = BOC = COD = LDOA = 至 时 等 号 成 立 , 故 
ABCD 为 正方 形 ,O HP. 


2. 解 :如 图 ll — D-4-151 所 示 , 连 接 AO, 则 在 口 AHOG 中 ， 
有 AH = GO 


msasa = S: 
s Sı EI -D-4-151 
Saat = V S152 


于 是 Somo = 2Sas = 2 V S,S; 
同 理 , Somo = 2 V S152, Soowe = 2 V S253 
Am, Saa = Saro + Sacog + Saori + Soans + Sono + Sooœ 
= Sı + S; + Si+2VSiIS +2 / S15 + 2 / S;S; 
= (VS + / S; + V5} 
3. 易 证 :全 ABC 的 内 心 具 有 题 中 的 性 质 ,并 且 这 是 A ABC 内 满足 条 件 的 惟一 点 . 
4. 参考 例 5. 


5. 解 : 引 和 记号 :2 = a B = P a = c 
由 是 意 及 面积 变换 得 
1 
Q-a) =% 
ja- 4 
Ea 


这 个 方程 组 消去 5 与 后 得 方程 2 - 1)? = 0, 即 a = + 


同 理 得 5 = +, = 二 .从 而 得 出 本 是 结论. 

6. 证明; (1) 设 AiCi 分 别 为 BC、AB 边 的 中 点 ,车 C BC, E.A fE BA, L, W Sasse < 
Smaa sc p = F Sas 

# C # AC, E, A” 在 BA 上 ,由 于 CB' 与 BC 相交 或 平行 , 则 

Sanse < Sawe < Saam = + Saase 

同 理 , 若 C 在 EC 上 ,A-“ EAC 上 ,结论 成 立 ; 

车 C EAC E.A 在 AiC 上 ,由 于 CB 与 BC 相交 或 平行 , 则 

Sasse < Sange = F Saame < E Saa 


(2) # C MA 至 少 有 一 点 是 AB 和 BC 中 点 , 则 显然 Sarre = 二 Sone 


车 Saaac = 二 sanac, 当 C 在 BC 上 ,4 “在 BA 上 ,由 于 BA- 与 4B 相交 或 平行 , 则 Seaac < 
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Sahac = F Saas 
故 C = C, 
3 C EAC, E, A 在 BA 上 ,由 于 CB' 与 BC 相交 或 平行, 则 
Sanse > Saage =F Saa 
MA =A 
FIM, # C BC, E.A” ÆAC EMC = C, 
ËC EAC E,A' 在 AIC 上 ,由 于 CB 5 BC 相交 或 平行 , 则 
Sasse < Saare = F Saane 
AA =A 
7. 证 :如 图 I -D-4 - 152, 设 下. 上 分别 为 AB、CD 的 中 点 ,下 到 CD 的 距离 为 4 , F BIAB KREI 
为 da RERA 


L 
dı = TAB D 


F 
(1) 充分 性 , 当 BC // AD 时 ,EF 为 梯形 ABCD 的 中 位 线 , 有 EF // AD, A 
得 面积 Saar = Saner 


即 J AE d=} -DEd A 
把 D 代 人 得 图 工 -D-4-152 
二 

2 人 

得 a=} 


从 而 ,直线 AB 与 以 CD 为 直径 的 圆 相 切 . 


(2) 必要 性 , 若 直线 AB 与 以 CD 为 直径 的 图 相 切 , 则 4, = CD, fB a, = + AB 


得 Sangr = Saner = LAB , CD 


8 

故 AD // EF 

同 理 EF // BC, 得 BC / AB 

8. 如 图 工 -D-4-153, 由 反射 性 质 知 ,人 GOD = 人 GOB = 
人 HOD, 记 为 a;ZDOE = 人 BOF = DOF', 从 而 有 一 BOG = 
ZHOF ZAK p, FE 


®II -D-4-153 


BP OD,EH,G'F 共 点 于 J, 故 JO = OJ 
9. 证 明 : 设 C 和 DD 分 别 是 两 条 直角 边 长 ,a REAK, S 是 半 周 长 ,r 是 所 给 直角 三 角形 的 内 切 圆 的 


半径 ,那么 + = S- a. 所 给 直角 三 角形 的 面积 是 等， 
另 一 方面 ,任意 三 角形 的 面积 是 Sr, 联 立 两 式 有 & = 2Sr = 2S(S - a) O 
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四 边 形 BCDE 的 面积 = A ABC 的 面积 - 2 AED 的 面积 四 


be _& 
EDD 
PERDE UTS D 
MED 2 atb ete 
RAOR, E 
四 边 形 BCDE 的 面积 = He- 
1 be 
= tali- Pta r) 
ati a(a+b+c 
2 (a + b)(a + c) 
_ — aS 
= (a+b)(a +c) 9 
"(a + b)(a + c) = a(a + b + c) + be = 2aS +2S(s - a) = 2S2 
“…@ 式 可 以 写成 如 下 形式 : 


四 边 形 BCDE 的 面积 = SE. 

由 外 式 & = 2Sr, 得 四 边 形 BCDE 的 面积 = ar = 2 BIC 的 面积 

10. 证 明 :如 图 I — D-4- 155,8 OP OQ 的 半径 分 别 为 
r\R, 则 MC = /2r,MB = VIR， 

又 显然 有 PM L MQ,MN | PQ. 

LPQM = LPMN, 设 为 a, 则 MN = 2rcosa = 2Rsina , 


Sawa = +MN + MB - sin BMN 


= + + 2rexsa + f2 Rsin(90* + 45° ~ a) 
= 2 Rrcosacos(45° — a) 
Same = $MN + MC ,sinZCMN 


HLI -D-4- 155 


= + * 2Rsina * /2 rsin(45° — a) 
= f2Rrsina * sin(45 - a) 
“Samen — Same 
= YZRr[cosacos(45° — a) - sinasin(45 — a)) 
= 2 Rrcos45° 
= Rr 
X Saw: = +MB + MC .sing0' = + f3R .Vir -1 = Rr 
‘Samec = Saman - Same 
即 Sexac + Samme = Samy 
#k B.C.N 三 点 共 线 . 
11. 证 明 : 当 AD // BC RAB // DC 时 ,容易 明白 恰 为 四 边 形 ABCD 全 
的 对 角 线 交 点 ,此 时 和 人 APD 和 公 BPC 的 面积 之 比 恰 等 于 AD : BC, HEM. 
如 图 所 示 , 当 四 边 形 ABCD 的 两 组 对 边 都 不 互相 平行 时 , 据 前 两 种 特殊 情 N_A @ 
形容 易 猜 到 所 论 定 值 应 为 AD : BC, 即 Saam: Saarc = AD : BC, F: P 
到 AD 和 BC 的 距离 应 相等 , 即 P 在 直线 AD 和 BC 的 夹 角 的 平分 线 上 [图 卫 -D_4-156 
记 AD 与 BC 的 交点 为 Q , AQB 的 平分 线 与 AB、CD 分 别 交 于 M.N, 有 基本 结论 :人 AMN = 
人 DNM B AM : MB = CN : ND, 证 EF 与 MN 的 交点 为 P,, 作 EG // CD 交 MN 于 G, 则 人 EGM = 
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ADNM = 人 EMG,EG = EM; 利 用 AM : MB = CN : ND Ë AE : EB = CF : FD, 用 合 分 比 性 质 易 
得 ME:AB=NF:CD, 即 ME:NF=AB:CD, 于 是 PE:PIF=EN:FN=ME:NF=AB: 
CD, 再 由 PE : PF = AB : CD NIP, 与 尸 重合 , 即 忆 在 人 AQB 的 平分 线 MN 上 ,从 而 Saam : San 
= AD : BC. 


第 七 章 ”几何 不 等 式 


A 组 
工 证 法 1: 设 PAC 的 面积 为 ,人 PBC 的 面积 为 >, 人 PAB 的 面积 为 <, 则 部 = ZRA = 8C 


= 
z 


Saso SB. BQ x — 
Saac BA BC (r+y)(z+x) 


Sase _ Saia i ; 
同 再 ;Sewc Ty + 2) (y + a Saam T TaN + y): 售 证 的 结论 等 从 于 Sars + Sana + 


yz e-i zy 3 
MARERA: yara Gror erari 
证 明 此 不 等 式 等 价 于 要 证 明 不 等 式 
32 (z + z) + z2(y + z) + (z + y) > 6r © 
而 zzy + yz + r 23 Y ry ye cir = 3ryz 
ay + ya? + z) 23 V zy: ri xm = 3xzyz 
两 式 相 加 得 @ 式 , 当 且 仅 当 > = y = z 时 等 号 成 立 ,此 时 P 34 A ABC 的 重心 . 
g SA CR 
证 法 2: 设 轩 =a D = = y 


则 器 = 1-。, 贸 = 1- p ËA = 1-y, 且 a\B.y € (0,1), 由 平面 几何 中 塞 所 定理 有 
aßy = (1 - a)(1 - ))(1 - y) @ 
Sasa _ SA . AR _ 
Hza = AB AC = (1-7) 
Sa: Sage 
同 理 s 人 2 = B(1 ~ a), Sa =y- B), 于 是 有 
Sags _ Saam ~ (Sahgs + Sapgs + Sage 
Saam Saa 
= (1-a): (1-8) (1 - 7) + apy 
= 2af? 
=2:Vall-a): VPO = B) : /YG = y) (#IJ R) 


1 
4 


( 当 且 仅 当 a。= 8 = y= + 时 取 等 号 ,此 时 ,S、Q、R 分 别 为 三 边 中 点 ,P 为 A ABC 的 重心 ) 
2.【 证 明 )】 由 海伦 公式 , 原 不 等 式 等 价 于 


VI OG pG < (22) = 3(4) 
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3 
(p-ap -bp - < 5 
[而 由 G(3)<A(3),# 

ERN TS 3 w: 
(p-a)(p-b)p-o)< (80 e) =£] 


此 式 当 是 仅 当 户 ~- ae = p-b= p-c(Bla = b = c) 时 等 号 成 立 . 
š 1 b 1 1 
3, ERa < 6+e, 故 58 AEren: < 7 


pip 9A + bB + C 


atb+c 


对 左边 不 等 式 ,不 妨 设 A 2 B2C,Na 22 BAZI EBSA = 可 +8B= 


1 ~、 = = 
< 2(A+B+C)= 2 


本 -52,C= 可 -83, 这 里 986 过 0, 且 8 = à + 53, 于 是 
aA + bB + C 
- a [3 +a)+ (F -a)+ (3 - a) 
= (a+ b+ c) + alda + 5) — be — cy 
= (a+ b+ c) + (a = b)8y + (a — c)8s 


2 J(a+b+e) 
且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
(a - b), = (a-c)53=0, 即 a 
# B > 3 ,可 类 似 证 明 . 、 
4.(1) 证 明 :由 题 设 (a? + b? + c?)? - 2(ad+ bt + ct) > 0 
Bp at + bt + c* — 2a?b? - 2b?c? — 2c?a? < 0 
因 式 分 解 ,得 等 价 不 等 式 
(a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)(b+c-a)>0 
@(a+b-c)(b+c-a)(e+a-b)>0 
若 上 式 左边 有 两 个 因 式 为 负 ( 另 一 个 为 正 ) ,例如 , 设 a。+ b — c < 0,b + c - a < 0, 两 式 相 加 得 5 < 0, 
这 是 不 可 能 的 , 故 式 中 三 因 式 都 为 正 , 即 a + b > c,5b+c > avc+a>6, 所 以 ,ac 必 是 某 三 角形 的 
三 边 长 . 
(2) 利用 对 称 性 及 (1) 中 的 结论 ,只 须 证 2(af + a$ + a$) < (a? + a? + a3)? 
由 题 设 ,并 利用 带 参 数 的 柯 西 不 等 式 ,得 


(n= 1)laf + a3 + +at) < (af + ab + + a)? 


= [2at+ e+ L tahito]? R 
< [Xt ot ad) + ait tatl (hna) ° 
为 了 从 @ 中 消去 ad,as,…，,an, 只 须 令 


直 tn-3=n-l 


“a = TRAD 


得 (n 一 1)(af + af + + at) 


< [Fatt agtt a tatt. sat] - D 
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BD 2(aÍ + af + a$) < (al + ab + a3)? 


5. 证 明 : 设 APAC 的 面积 为 xz, 公 PBC 的 面积 为 y, 全 PAB 的 面积 为 =, 则 


SB_ y RA z QC Or 
SA zi'RC y'QB y 
Saso -SB BQ. yw ` 
Saac BA ` BC ~ (z+ y)(z + z) 


ma Sese z Sa 


g A 3 
GT 和 可 + 


此 式 等 价 于 ;yz(z + z) + z2(y + z) + 22(z + y) > bry (*) 
M ay + ye + er = 3zyz 
zy? + y + yr) 23 Y yr = 3ryz 
两 式 相 加 即 为 ( * ) 式 , 且 当 且 仅 当 r= y = z 时 等 号 成 立 ,此 时 PP 点 为 AABC 的 重心 
6. 证 明 : 若 三 个 正 数 a、b\c 可 以 表示 成 
a=ytzxz,b==z+z,c=r+y @ 
这 里 z\y\z > 0, 易 知 a,b,c 必 是 一 个 三 角形 的 三 边 长 .反之 ,利用 三 
角形 内 切 四 (图 l! - D - 4 - 157) ,可 以 把 任 一 三 角形 的 三 边 长 表示 成 O 
的 形式 .所 以 ,变换 @ 提供 了 一 种 证 明 关于 三 角形 中 的 不 等 式 的 代 换 法 . 
由 于 三 边 a、b、c 完全 确定 一 个 三 角形 ,从 而 三 角形 中 的 各 元 素 都 可 通过 
变换 @ 用 ryz RR. 


例如 p= 证 (a+ b+c)=z+ty+tz 
A=Vp(p-a)(p- bp-e) = V zyz(z + y + z) 


N 3 三 (4 为 三 角形 面积 ) 


abc _ (xz + y)(y + z)(z + z) .Wp B_r £ £ 
R=% = ; ==, ==, 
人 aei] 


于 是 例 4 作 变量 代 换 @ ,得 等 价 形式 的 不 等 式 


SE j (Gay 
z+ y) + 2) 29.5, Gr 


由 A(3) > G(3), 得 (z + y + z) 2 27zyz 
Ë x) + y) + z3 2 3ryz 


UO EY s << + +e 


7. 证 明 :四 边 形 P, P, Ps P, 的 顶点 落 在 A ABC 的 边 上 有 两 种 情况 .图 l| - D - 4 - 158 情形 说 明 
A ABC 有 一 边 上 没有 四 边 形 的 顶点 ,这 可 归结 到 [图 l! — D - 4 - 158 情形 来 讨论 ,可 以 去 掉 四 边 形 
AP1PsC, 即 把 A 移 到 Pi,C 移 到 P,, 此 时 公 ABC 的 面积 减少 了 .因此 , 若 证 明了 ] 图 l -D-4 - 159 情 
形 的 结论 成 立 , 图 H — D - 4 - 159 自然 也 成 立 . 

下 面 证 明 图 H - D - 4 - 158 情形 ,分 两 步 走 : 


„BP; _ AP, 
# P.P, // PaPa it pe = ac = 2(0< A< l) 
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®II -D-4- 158 ®II -D-4- 159 
MJ Sapre, = Saare, = ASaap c = A(1 ~ A) Saane 
31: 21-2) 工 
< 计 Sawe( 因 X(1 -< (UAY L, 


着 PP 与 PP 不 平行 , 设 P, 到 AB 的 距离 大 于 PP 到 AB 的 距离 ,过 P, 作 AB 的 平行 线 交 PP 
T D, 交 AC 于 EE, 则 Semimm Sarpe, 中 至 少 有 一 个 小 于 或 等 于 Sape,p, < Sam, 


同 理 EP; // AB, 于 是 Sarp, < E Sanc, EIER AP, P:P, 5 APPP, Z PARN, CT 
积 不 大 于 A ABC 的 面积 的 了 


8. 设 人 ABC 的 内 角 分 别 为 a、B.y, 则 a + B + y = x, E P =  R2(sin2a +sin28+sin27)( 因 P = 
Saos + Saosc + Saoca) 

由 于 SAABC Mima, A, Ae 

所 以 Q = 二 Rasn(B+ 7) + sin(a + 2) + sin(a + 有 

利用 平均 值 不 等 式 有 

16Q? = 2R5(sin(B + y) + sin(a + 7) + sin(a + 有 )]3 

> 2R° ,27sin(a + B)sin(a + y)sin(B+ y) = 27R4P 

9. 证 明 : 作 变 量 代 换 @, 代 入 原 式 左边 并 展开 ,化 简 ,得 

左边 = 2(z)z + y)z + zy- ry - yzr 一 z2zy) 

= 2[zy(y - z)? + yz(z - z)? + zz(z — y] 20 

等 号 当 且 仅 当 z = y= z( 即 a = b = c) 时 成 立 . 

10, 证 明 : 连 OA、OB, 设 LPAB = a, Z PBA = B, 则 人 AOC = 人 BOC = a+B, 设 OC = d, 则 CN 
= 2d + CM. 由 人 AEC, 公 BFC 及 ABOC 均 为 直角 三 角形 ,有 

tana = SE = GE tang = E anla + p) = ËE = BC 

再 利用 tan(a + 8) = Tn 

有 BC = BC(CE + CF) 

d ~ BC- CE + CF 

BI BC? ~ CE - CF = d(CE + CF) 

注意 到 BC? = CM ' CN = CM : (2d + CM) = CM? + d -2CM 

有 CM?- CE + CF = d(CE + CF - 2CM) ° 


即 (CM+ VCE CE)(CM-VEE CP) = 2a (SË + CE _ cu) 
再 由 CM+ VŒ: CF >0 及 d >0, 有 


(CM ~ VTE EE- m) >0 @ 
或 CM- VCE"CF = EHE M = 0 @ 
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由 P 不 与 M 重 合 知 CE 闫 CF, 故 /TECF < CEL CE 


从 而 @ 不 成 立 , 且 关 于 CM 的 二 次 不 等 式 @ 的 解 集 恰 为 要 证 的 结论 /CE CF < CM < 于 (ce 
+ CF) 
B 组 
1. 证 明 : 左 - 有 = z 一 2zx(ycosC + zcosB) + y? + z? 一 2yzcosA 
= (x — ycosC — zcosB)2 ~ (ycosC + zcosB)2 + y? + z? — 2yzcosA 
=>- (ycosC + zcosB)2 + y? + 2? — 2yzcosA. 
=- y?°cos? C - 2yzcosB + cosC — z2co#2 B + y? + z? — 2yzcosA 
= ysinzC + z?sin° B - 2yz[cosBcosC - cos( B + C)] 
= y?sin°C + z?sin?B — 2yzsinBsinC 
= (ysinC - zsinB)?2 > 0 
2. 证 明 :如 图 H - D- 4 - 160 fE BOC 所 在 圆 的 直径 OD, 连 AD, 有 人 OA'D = ZOCD = 9° 
04' = OD es/ADO = R : SLATO 
ÆR OD | BC 
于 是 人 COD = ZA 
LA'DO = 180° - ZCOD - Z COA 
= 180'- ZA -2⁄ZB = ZC - ZB 
= R . SC-B) 
eA 


' = R.A-C) oc = p. 9A- B) 
网 理 ,OB = R g OC = R. AE 


于 是 ,OA” OB' - OC 2 8R° 
œA- B) , (B-C) , (C-A) ~ g 
C sA cosB 


cos 
(A-B) _ cs(A-B) _ csAcosB+sinAsinB I -D-4-160 
oC —oos(A+B) © - cosAcosB + sinAsinB 
— L t cotA ,cotB 
1 — cotA + cotB 
记 z = cotA ° cotB,y = cotB + tC, z = cotC .cotA 
对 任意 人 ABC, 有 


<= + y + z = cotA(cotB + cotC) + cotB + tC 
sns sqa q Santis 


_ cotB ,cotC — 


IB OC + cotB + oC 


=1 
而 对 于 锐角 人 ABC ,x 、y、z 均 为 正 数 
“8(A-B)_1+z_ rtytztrz_(r + + (rtz), (z+ y)(z +z) 
à cosC “l-z z+ytz-=x `" ytz ytz 


同 理 ,SB 元 C) > 2 ， VCz+ )Gy+ z) 


ttz 和 


SCA) y2 VEEE 


x+y > 


Ta i eA 


AM, HANH A ABC 为 等 边 三 角形 时 上 式 等 号 成 立 . a c 
3. 证明: 若 A ABC 的 三 内 角 均 小 于 120", 设 下 为 人 ABC 的 费 马 点 , 即 F 点 MI -D-4-161 
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满足 人 AFB = ZBFC = ZAFC = 120'( 如 图 下 -D-4-161), 则 对 和 ABC 内 任 一 点 P, 有 


PA + PB + PC > FÀ + FB + FC, 
设 FA = z,FB = y,FC = z, A,B,C 的 对 边 分 别 为 a.b、c, 则 由 余弦 定理 有 
a=V y+tatw 


V+ TE iy t> +O) 


Fi > Ü, + x),e >, +y) 


即 e+b+c2Y3(z+y+z) 


W Sahac = Sarap + Sapa + Sara = (y ++ zr) 

Saa = 去 (oa+6+c)r 

y = Ü zayt mt zz < L zy+ yz + zz 
iés 2 a+b+c ~2 ztyłz 
但 (z+y+z)2 = x? + y? + z? + 2ry + 2yz + 2er 22 3(zy + yz + zz) 


(z+ y+ x), 代 和 人 (*), 得 


r< Yz + y+ z) = -ECFA + FB + FC)) < +(PA + PB + PC) 

故 PA+ PB+ PC 三 6r 

若 人 ABC 有 一 内 角 大 于 等 于 120", 不 妨 设 人 A 过 120", 这 时 当 己 与 A 重 有 
合 时 PA + PB + PC 最 小 ,上 面 的 证 明 仍然 成 立 ,只 需 注意 zx = 0,y = c,z = 
5, 并 将 证 明 中 的 一 些 “ 宇 "(或 “<") 改 为 "> "( 或 "< ") 即 可 . 

4. 证 明 :如 图 下 ~-D-4-162, 设 1 为 人 ABC 的 内 心 , 则 BI+ CI > BC, 
CI + Al > CA,AI + BI > AB 

相 加 得 ， 

2(AI + BI + CI) > BC + CA + AB 


BJ 2(AP - IP + BQ - IQ + CR - IR > BC + CA + AB BI -D-4-16 


从 而 AP+ BQ + CR > + (BC + CA + AB) + IP + IQ + IR 
但 可 证 :IP = BP = CP > + BC 
FJ IQ > 二 CA,IR > +AB 


‘IP + IQ + IR > + (BC + CA + AB) 

将 上 式 代 入 ( * ) 式 得 

AP + BQ + CR > BC + CA + AB 

5. 证 法 :以 直线 BE 为 对 称 轴 , 作 C 和 下 关于 直线 BE 的 轴 对 称 点 C" 和 
F (WA I — D-4- 163). 于 是 全 ABC M ADEF 都 是 正三 角形 ;G 和 万 
分 别 在 这 两 个 三 角形 的 外 接 贺 上 .根据 托 勒 密 定理 : 

C'G - AB = AG-:CB+GB:CA 

因而 ,CG = AG + GB 

同 理 ,HF = DH + HE 

于 是 ,AG + GB + GH + DH + HE 

= G'G + GH + HF 

CF = CF 


上 面 最 后 一 个 等 号 的 依据 是 :线段 CF MCF 以 直线 BE 为 对 称 轴 . 

证 法 2: 以 直线 BE 为 对 称 轴 , 作 G 条 的 对 称 点 G MH (图 l| -D-4-164), 
这 两 点 分 别 在 正 ABCD ME A EFA 的 外 接 贺 上 ,因而 

OG = DG + G'B 


HF = AH + HE B, z 
我 们 看 到 b 
AG + GB + GH + DH + HE = DG' + G'B + G'H + AH' + HE 
= CG' + GH + HF> CF A 

6. 证 明 :下 面 的 求 和 范围 均 为 从 i = 1 到 i = 4, 设 A1A2A3A4 的 外 接 球 的 球 

OH OBH R, WAFER, H £ 
GA”, * GA; = R2 - OG2(1< i <4) 
于 是 ,所 要 证 的 不 等 式 等 价 于 d 
(R? - OG?) > GA, + GA, * GA; © GA; Om I -D-4- 164 
及 (R? - 06%): 2 gg > DCA; © 
其 中 四 式 可 由 4(R2 - 0G?) = DGA? @ 


利用 算术 一 几何 平均 不 等 式 得 出 . 
ME, H P RRMA O 到 点 P 的 向 量 , 有 


EG- A) = Da- Do+265)(G- AD) @ 

O 与 外 等 价 ,因为 @ 式 的 最 后 一 项 为 0( 由 于 G 是 重心 ,对 空间 任 一 点 0, 曾 有 OG = L X) OA,) 
利用 柯 西 不 等 式 ， 

45)GA?> (31GA,2 E S1GA, >) x > 16, 得 

1 

+ 2264127 ae DAD 2, TA, > DOA, 

这 样 ,利用 @ 式 又 证 明了 OR. 

7. 证 明 :(1) 充分 性 ,如 图 有 -D-4-165, 若 人 A+ 人 LC > LB+ 人 人 D， 
MI ZB + ZD < 180°, D 点 在 公 ABC 外 接 图 的 外 部 ,有 a > a’,8>B,0> 
0 ,p> g. 


Ra + Re = 二 (2g + Zang )* (2 + A) 
> 14+ 2) 去 (2 + 
= Re + Ro 


(2) 必要 性 ,将 下 面 已 证 得 的 LA + ZC > ZB + ZD= 

Ra + Rc > Re + Rp 'PH A,B,C,D 作 一 轮换 ,得 到 

ZB+ ZD > ZC + ZA=Rəa + Ro > Rc + RA(*) 

# Ra + Rc > Rg + Rp 

#ZXZA+ZC< ZXB+ XD 

如 果 LA+LC<LB+LD 由 (*) 可 得 矛盾 ; 

如 果 ~A+ ~C = LB+ 人 D, 则 A、B、C\D NARE, 

Ra + Rc = Rs + Rp, F. 

8. 证 明 : 设 下 各 顶点 依次 为 A1、A2、…、A,,O 〇 点 到 边 AsA4+1 所 在 直线 的 垂 线 的 垂 足 为 Hk = 
2,…,n( 视 Ani = A) HARER, A ` 
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= AHi,O4i - OH} = AnH? 
:4(D2- H?) = ((D+ H) + (D+ H)) - ((D - H) + (D - H)) 


= (oa, + 家 op + (Soa + SoH) - (Coa - Zoo + (DOA, - 
Jon) 

= LŠ (OA, + OH) + Ñ (OAs + OHD] [六 (oa + OR) + Ý (OA = OAD) 

> [$ (OX + OHD COA- OH) + 5 V Or + ORN OA = ORO ] ° 

= (AB + SAn HD > DAA) = P 

即 p-> 

9. 证 明 :注意 利用 点 G 是 A ABC 重心 这 一 特殊 地 位 , 取 BC 中 点 DD, 连 DB1, DC, M 

Sunioc + Sa, 

= 2Sacaic + SaaciB + Sac, 


= 2SAaa o, + 2Sapa,c, = 2Scaipci 
= sam + Sapoc,) 


(Sam, + Samc) (oy 
过 作 直 线 平行 于 分 别 交 AB AC FB: Ci, hF G S A 在 1 的 同 全 ,所 以 B, RE AB: 内 ， 
C, ERB AC, 内 ,为 便于 综合 考察 , 设 人 2 = 1,4C = p M 


"AC 
—— i 
Wasa a N ° 


Some _ Same , Seen - y (Same , Ses) 
Saa  Saac Saa 2 


SaAB;C, 


Saam — Saape 


paa yao ° 
tH @ .@ 8 
M= 40 +) 
L 3 
ml, 
从 而 + = (T+ 1)a+0> + @ 
# O.@ í8 


Saicc + San, > + (Saa, + Saang) = (ASA Am + Saane) 
= LO + p) San >$ Saa 


当 且 仅 当 4 = Ap = 2 , 即 直线 ! 过 定点 G 且 平 行 于 BC 时 取 等 号 . 
10. 证 明 : 将 Z BAC, Z CHA ,人 ACB RIH a, B, y, HN DEF 与 边 BC,AC 分 别 另 交 于 点 HH， 
G. 显 然 ,人 FGA = 人 FDE = 60',ZFHB = 人 FED = 60*, 因 而 有 
LGFH = 360°- ZFGC - ZFHC - Y 
= 360° — 120° - 120° -7 = 120° - y 
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' 
设 AF = z, 则 由 正弦 定理 有 
有 ss - 2 aaa BL - 
T T no T GVO = Zang 


HG? = $ l z?sina + (c — z)°siP8 ~ 22 (c — z) sinasing * cos(120° — y) } 


= + |La? -2Mez + Ne?! ° 


其 中 ,L = sina + sit 8 + 2sinasinfcos( 120° — y). 
M = sin28 + sinasinfoos( 120° — y) © 


"(Ë M) e. zM O 


设 贺 DEF 的 半径 为 P, 由 正弦 定理 有 
— TE: 2P = DE 
sinZ GFH ™ sin60 


k: 
= 号 .二 可- @ 
由 四 有 NL- M° = sin?asin?psin?(120° — y) @ 
由 正弦 定理 有 

sina _ sing _ siny _ L 

a b + 2R 

其 中 R 为 图 ABC 的 半径 ,因而 有 


L = sina + sin B - sinasinB(oosy — V3siny) 


° 


a? + b? - ab E +V3absiny| 
= 4R? 
= fa? + b? + c+4/3SI/8R? © 
回 -@ 得 
PE = ; $ aan- 5” 3 : g ` Nz Meaz - y) 
= 2. 2 ip 8s? 
arb + +4J3S a? +b + c? +4/3S 
两 端 同 时 开 方 得 


22S 
”io+ 刀 +c+43S 注 
11. 证 明 :如 果 O fE AC 上 , 则 ABCD, AKON 与 OLCM 相似 , 且 AC = AO + OC ,这 时 可 得 VS = 
VS + 
如 果 O 不 在 AC 上 ,可 假定 O 15 D 在 AC 的 同 侧 .一 条 过 O 点 的 直线 分 别 交 BA .AD CD 与 BC 于 
W .X.Y 与 Z 各 点 .开始 时 , 令 W = x = A. a = 1, 而 88 > 1, 然 后 围绕 O 旋转 该 直线 ,不 得 
通过 已 点 ,最 后 到 Y = Z = C 时 结束 .这 时 2 > 1, 而 用 = 1, 因 而 ,在 旋转 过 程 中 , 必 存在 某 一 位 置 ， 


tn = 和 ,将 直线 固定 在 这 一 位 置 . š Ti. Ts.P. .Ps.Q..Q; 分 别 为 KBLO,NOMD,WKO， 
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OLZ,ONX 与 YMO 的 面积 ,所 要 证 明 的 结果 等 价 于 Ti + T, >2 - / S152. 

由 于 WBZ, WKO 与 OLZ 都 是 相似 三 角形 ,有 VEFi + VP = V Pit T, + Ps. (WO + Z) = 
V Pi + Ti + P; 

它 等 价 于 Ti = 2 V P.P; 

类 似 可 得 T = 2 VQ 

Ow _ OX P, _ Ow2 _ Oo _ Q, 
由 于 Oz = OY' 引 得 p, = oz = OY: Q 
MRTG = S 的 共同 的 比值 , 则 有 


2 PP, +2V Qe =2VPP(l+k) 
= 2 /(1+P)P (1 + k)P; = 2 V (Pi + QI) (P+ Q) 22 / S55 
12.[ 证 法 1] 如 图 H - D- 4 - 166, 顺 次 以 BC.CA AB 为 反射 轴 , 将 公 P1BC、 公 PiCA、 人 PIAB 反 
射 成 人 DBC、 人 ECA 、 人 FAB. 连 接 PE, PF. PD, W 


Ti+T 


Sane, = +AF + AP; ` sinZFAP; 


十 aiazsinZFAP; 


Sanm, = 到 BF * BP; + sin FBP, 


" 


Ñ bibysinZ FBP: 


Same, 二 BD + BP, , inZ DBP, = 去 obasnZDBP2 


nO oe ne 图 工 -D-4-166 


去 CE . CP, - inZ ECP; = +-cicasin Z ECP; 


Saam, = 二 4AE， AP; inZ EAP; = $ aranin EAP; 


HBH —- D-4- 1664 


(Saam, + Saam) + (Sag, + Same,) + (Siah, + Saar,) = 2Saasc © 


Saar, 


Sanm, + Sane, = Faiazsinc FAP: + + avaasinZ EAP: 


" 


J avay( sin FAP, + sinZEAP;) 


ZFAP; + 了 2. EP — LEAP, 
= aain z 


A ZEAP, 
2 


ayaasinAcos 
和 alazsinA 

FIH, Samp, + Same, < bib2sinB 

Saax, + Saar, < clczsinC 

把 @.@.@ 代 入 @, 有 

aiazsinA + bib2sinB + clczsinC > 2 + Saane 


eee 


H aar h t bb gh t a ag> ss 
«aaar + bbib + cica > abc 
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下 面 再 给 出 一 个 代数 证 法 ,为 此 ,首先 引 和 “多项式 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) AR”: 
任何 一 个 次 数 不 超 过 次 的 复数 系 多 项 式 /(z) ,都 可 以 用 任意 (n +1) 个 互 异 复数 zx(i = 1,2,…， 
n + 1) 及 其 对 应 的 多 项 式 值 来 惟一 地 表示 , 即 


z 
f(z) 


[< 
mi ea 
证 法 2: 设 在 复 平面 上 ,A、B、C 三 点 对 应 的 复数 为 1 +2、zx3,P1、P2 对 应 的 复数 为 p1 ,2, 构 成 二 次 
多 项 式 
f(z) = (z — pi)(z - pz) 


据 拉 氏 公式 得 
f(z)= 2 I Şa) = (z - p)(z - p) @ 
TE REG S F 
比较 @ 式 两 边 z? 的 系数 ,得 
La) F f(x2) flz3) = 
(zL za)(zi C (za zi) (za a) (zy aas za) T E 
L fC) 1 
Li>! @ 


I (z1 = Pi)(aíi- p2) |= ajaz 
! f(z2) |= bibx, | f(z3) |= clcz, 且 
lzi- za |= c, | z2- zyl=a,l z3- m |= b HERA OR 
和 
ËD aaa + bbib> + cerc > abc 
从 证 法 2 中 看 到 ,点 P, Pr 不 一 定 限于 A ABC 内 部 ,可 以 在 A ABC 外 部 ,也 就 是 说 ,只 要 点 P, Pa 
在 全 ABC 所 在 平面 上 ,结论 就 成 立 . 这 样 便 得 到 第 27 届 IMO 中 国 集训 队 试题 (题目 略 ). 


BANE RAA RAE Hit 


A 组 
1. 证 明 : 如 图 H — D-4- 167, A.A” ZEF 引 垂 线 AB、AB'， 


AA' 交 EF 于 E, 则 AB= QÈ . AE,A'B' = OE. AE 


于 是 ,AB . 4B' = (EY . AE. A'E 


OE 
= (E)r ee- 2) f N: 
其 中 + 为 OC 的 半径 . B <— 


设 G HAA 的 中 点 , 则 CGF E WAIN. s. 
4B+4B' = BE(AE + A'E) 


图 -D-4-167 
=2. DEGO + OE) 

2: OF 
DE? 
= 20E OÒ - OF + OE?) 


(GO + OE + OE?) 


= ZOFTCO(CF - CO) + EF? + (CF - CO) 


= (CF? + EF? - CO : CF) 


Rh L 1 2 solas ayres= m= r. 

2. 显然 MN 为 定 长 而 ZA. ZB 都 为 定 角 . 因 此 ,a =r- ZA- LB 也 
为 定 角 . 

ZANM = z, 则 人 BNM = a - z, 由 正弦 定理 ,有 


AM = MNsinz MB = MNsin(a — z 


sinA ’ sinB 
ú (2z - a) - JMN? 
故 AM MB -AS 
上 式 右 端 除 cos(2z - a) 与 z 有 关 之 外 ,其 余 均 为 定 值 . 
所 以 , 当 x = 号 时 ,AM ° MB 最大. LD 


可 见 , 只 要 以 N 为 顶点 ,NM 为 一 边 作 Z MNA = 区 =x- ZA -人 B, 另 一 边 交 圆 于 A ,连接 AM 
并 延长 交 另 一 圆 于 B, 则 线段 AB 即 为 所 求 . 

3. 先 考虑 定点 的 位 置 ,如 图 l! — D- 4 - 168. 设 OC 上 4, 由 1 关于 OC 的 对 称 性 ,可 以 猜测 :定点 在 
PC 所 在 的 直线 上 ,1 上 任 一 点 A 引 OO 的 切线 AE 、AF,E、F 为 切 点 , 设 EF 交 OC 于 已 ,只 要 证 明 P A 
位 置 是 一 定 的 ,连续 AO、OE .OF , 设 EF 与 AO 交 于 B, 则 由 AO | EF,OC 上 1, 得 人 OPB 人 AOCA， 


OF - OB ka BS L. E 
TEGA = OC: OP = .在 RtAOEA 中 有 OE? = OA + OB, 从 而 OP = QE = Ge km 


r 是 @O 的 半径 ， OC BN O Pl HER, 都 是 定 值 .所 以 OP 是 定 长 ,又 已 在 线段 DC 上 , 则 己 是 定点 ， 
这 样 , 切 点 连接 EF 必 过 定点 P. 


4. IÑ A.B.M.N 四 点 共 贺 , 则 ZANM = ZABM, APAN o APMB, 于 是 只 f = PB y ZPAM 
= LPNB, 人 LP 为 公共 角 , 则 人 PAM co APNB,AM - PA 


BN = PN 
AM: MB _ PM PN _ PM _ 
mm, AM MB PM 1 ,又 已 是 定点 ,PM = a 为 定 值 , 设 加 的 半径 为 R, 
AM: MB -PM _ 
MWAN- BN ao 5 为 定 值 . 


5. 证 明 : 如 图 [一 SD: 4 一 169, 设 OF = a,@OO 的 半径 为 R ,连接 EA 、 
EB,OA、OB、OM、AB, 因 AB 交 OM 于 G, 交 OE 于 Q, 则 OA | MA,OB 
上 MB,OM | AB. 

由 射影 定理 得 ”OG* OM = OB?, 又 易 知 M.E.Q.G 四 点 共 圆 . 

OQ + OE = Oe OM = OB? = R? 

从 而 知 OQ = ,OEB co AOBQ 

Z= AL2= “° 

“ZLMEB + Z MAB = 180° 图 工 -D-4-169 

“…A、B、E、M 四 点 共 圆 . 

作 EN L AB 交 AB 的 延长 线 于 N, 由 西 姆 松 定理 知 C.D、F、N 四 点 共 线 . 

又 A、N、E.C 与 A.O\E、M 均 四 点 共 圆 , 则 人 ENF = ZEAM = ZEOM 

而 EN // OM>ZEOM = 人 NEF 

于 是 LENF = 人 NEF 

易 知 点 F 为 EQ 的 中 点 (在 Rt 人 NEQ 中 ,等 角 对 等 边 ) 
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1 a- R2 
因此 EF = + EQ = F ( 定 值 )(EQ = OE - OQ). 
# 下 的 位 置 不 依赖 于 M 的 位 置 . 
6.LBAD + ZCAE = 180° - ZDAC - ZABE - ZAEB 
1 一 1 一 
= 180" - > ADA” - + ACA’ 
1 一- 1 一 
= (90 — + ADA’) + (90° - + ACA’) 
= ZO;AA' + ZO,AA' 
= /OAO:( 定 值 ) 
7. 设 PQ 的 中 点 为 M, 过 M 引 AB,AC 的 平行 线 分 别 交 AC、AB 于 Mi、M2 ,梯形 POQ P, 与 梯形 
PQQ; P; 的 面积 和 为 S, 则 S = PQ(MMisin 人 LB + M + MMzsin£ C), 


以 BC 为 轴 建 立 坐标 系 , 则 M(z,0) 到 AB MBER dz, MM = 可 区 二 都 是 的 一 次 函数 ,从 
而 S 也 是 x 的 一 次 函数 .由 于 在 P = B 及 Q = C 时 ,MMisin 人 B+ MMbsin C 取 相同 的 值 h, 即 BC 
边 上 的 高 ,所 以 上 述 两 梯形 面积 的 和 S = PQ - h2( 为 常数 ). 

8. 当 M 点 运动 到 B 点 的 极限 位 置 时 ,回忆 成 为 以 AB 为 边 的 正方 形 , 圆 Q 退缩 为 零点 , M 、N 重合 ， 
R 应 在 过 B 点 所 做 圆 P 的 切线 上 ,同时 可 知 R 点 应 在 AB 的 垂直 平分 线 上 , 故 猜想 R 点 为 以 AB 为 斜 边 
向 另 一 侧 作 等 腰 直 角 三 角形 ABR 的 直角 顶点 . 

因 X RAC = 90", 因 此 ,PA WBP FA, FI, RB 切 圆 Q 于 已 , 连 RM, 并 延长 RM 与 贺 P 交 于 N,， 
与 图 Q 交 于 Na, 于 是 有 RA? = RM . RN,,RB? = RM + RNa, 但 RA = RB, 故 RN, = RNg. 

这 说 明 N, 与 Na 是 同一 点 , 即 直线 RM 经 过 圆 已 与 圆 Q 的 另 一 个 交点 N, 也 就 是 直线 MN 恒通 过 
EAR. 

9. 设 D 点 是 BC 边 上 任 一 固定 点 , 现 分 别 在 AB、AC 边 上 确定 点 巨 \ 点 下 ,使 ADEF 是 入 ABC 中 以 
点 D 为 顶点 的 所 有 内 接 三 角形 中 周 长 最 短 的 

作品 点 关于 AB、AC 的 对 称 点 Di、D:, 连 接 D, D, Z AB、AC + E .F ,RJ A DEF 的 周 长 最 短 ,证 明 
这 一 点 并 不 困难 ,因为 

ADEF 的 周 长 = DE + EF + FD = DIE + EF + FD; = DiD;. 在 AB、AC HERE, Fi, W 

ADEF, WAK = DE, + E) Fi + FID = D,E, + EIFI+ FiDz 二 DiDz, 当 且 仅 当 E .F, 分别 
与 E.F 重合 时 取 等 号 ,所 以 当 点 D 固定 时 ,上 述 ADEF AKRE. 

转 而 考虑 点 D 在 DC 边 上 的 合适 位 置 ,基于 人 D1AD, = 2 人 BAC,AD, = AD = AD;, 根 据 余弦 定 
理 , Di D; 的 长 度 仅 与 AD 有 关 , 当 AD 取 最 小 值 时, D, D> 也 取 最 小 值 ,此 时 A DEF 为 A ABC 中 周 长 最 
短 的 内 接 三 角形 ,可 见 点 D 应 为 BC 边 上 高 线 的 垂 足 . 

再 考察 点 EF 的 合适 位 置 , 根 据 对 称 性 ,可 以 猜想 ,E、F 是 A ABC 另 两 个 高 线 足 .事实 上 ,利用 大 
家 部 知 的 垂 足 三 角形 DEF HEA : A ABC 三 条 高 平分 人 DEF 三 内 角 , 有 人 AFE = ZDFC = CFD}, M 
而 知 EF D: ZARR. FA, D E.F 三 点 共 线 . 

综 上 所 述 , 垂 足 三 角形 DEF 为 所 求 三 角形 . 

B 组 

1. 解 :因为 Spers = Saam- Saane = Samo + SaMNF, 而 其 中 Saan 5 Sanr 为 定 值 ,所 以 Spero 
取得 最 大 值 当 且 仅 当 

Saaw + Sams 取 最 小 值 . 

J AB = a,CD = b,MN = c, 并 设 AN = pla +c), 于 是 MB = (1- Ap)(a +c), 不 妨 设 梯形 的 
高 为 1 ,容易 看 出 

1 la+ c) 


Sare = y pla + c) +ib 


s eR w. 1- ula + c)? 
AMG = 2 '(1-p)Xa+c)+(1-A)b 
因此 有 Saare + Same 


1 2 a) 
= [rr] ° 
由 柯 西 不 等 式 有 
pu a-y? 
pateta (l-p)Xla+c)+(1-A)b 


Ë : a ; < i 
~ [re rs re] [elae+c+MW+(G-Aarco+rd 
1 1 
Vol ash (ti par = rs o 
将 四 代入 @, 即 得 


a+c) 
Saane = Same > Ma + b+c) 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 @ 式 中 等 号 成 立 , 而 这 又 当 且 仅 当 


u aas l-g @ 
pae+b)+M (1-A)(a+c)+(1-2)5 
由 此 解 得 = y, 即 当 X — p = AB AN 时 ,四 边 形 PEFG 的 面积 取 


E 
得 最 大 值 [N 
2. 如 图 J — D- 4 - 170 所 示 , 先 考虑 当 Z ABC 为 直角 的 特殊 情况 ， LAN, 
此 时 AE = AB, AC? - AB? = BC?, 知 2AE(AC - AB) = BC - (4AC Z >! 


D B c 
- AB)?, 定 值 应 为 
= (BC+AC- A AB) WI -D-4-170 


2(AC - AB) 
下 面 对 一 般 情况 给 予 证 明 : 
H O 为 重心 ,AO 是 LCAB 的 外 角 平 分 绕 ,OF L CA,DE / OF, AÉ = BE T Same = Sao 
+ Sao = Saaw, X Saan = Saam - Saaw 
所 以 Saam - Saam = Same + Saosc = Saow 
左边 aa ev sean: 0 
a DE. AC+ BC -AB 
右边 = -7 (AC - AB) DE ,#Ë PE AC 一 AB W) 
XAF = CF - CA = +(AB + BC - CA) = 定 长 ,所 以 : 
AC + BC — AB)(AB + BC - AC) 
2(AC - AB) 为 定 长 
3. ee 直线 DK 交 1 于 1, 由 A、B、K.D 四 点 共 加 及 BK // EI1 知 A、E、T.D 共 
B, B. GD. GA = GI - GE, fB GD - GA 为 定 值 ,GE 为 定 值 , 故 I 为 定点 ,又 人 BHF = 人 HBK = 
人 CDK , 则 C.D.I、H 共 圆 , 且 FI FH = FC FD, 但 FC - FD 为 定 值 ,FI 为 定 值 ,所 以 FH 为 定 值 ， 
BD H WEA. 
XË K 在 AD 弧 上 , 同 理 可 证 得 若 K 55 D 重合 , 则 DK 为 OO 的 切线 仍 可 证 得 . 
4. 设 A4 ,BB 为 OO 的 直径 ,P',P 分 别 是 已 点 关于 OA4 及 圆心 O 的 对 称 点 ,显然 ,P',P 在 OO 


EHH B 是 劣 弧 P'P- 的 中 点 (P 关于 BB' 的 对 称 点 为 已 ) ,从 而 ,直线 PI 过 8 点 ,由 于 
ZOIB' = ZB'PP” + ZPOI 


= TZB'oP + + ZPFoA' 


= 于 ZBOa' = = = ZOAB' m 
所 以 ,I 的 轨迹 是 A OAB” 的 外 接 圆 上 的 一 段 劣 弧 OA . 
5. 因 人 XYB + 人 YBZ = ZAOB + LABC = 二 2x+ 全 x = 元 则 X、Y、B\Z 四 点 共 国 . 
从 而 人 XBY = 人 XZY = 人 OBY, 即 X 在 BO WEKRE. 
X Saxw = + BX .BYsin 人 XYB = 二 XY - BYsinZ XYB, F 

_ XYsinZXYB _ XYsinZXYB 

sin YBX 和 n2 Ed 

而 ZXYB 的 变化 范围 是 元 2 < /xyB < r- 2E 


所 以 ,点 X 到 中 心 O 的 最 大 距离 是 


xY a (1-8 =) 
“uE Z) A wE 
27n n 


其 中 a 为 正 = 边 形 的 边 长 ,足见 当 点 Y 在 AB 上 变化 时 ,点 X 恰 好 在 BO 的 延长 线 上 由 O 点 出 发 描 
绘 了 [长 度 为 d 的 线段 两 次 ,这 样 X 点 的 轨迹 是 由 正 n 边 形 的 中 心 背 向 每 一 项 点 的 ,] 长 度 为 d 的 线段 
所 组 成 的 “ 星 形 ”. 

6. Üt AABE 的 外 心 为 01, 连 接 O,O,O1A,O1E,OA、OD,AD, 则 人 AOD = 2 人 ABD = LAOE, 


W AAOD 2 AAOIE, Ap = AG .ZDAO = ZEAO,.ZDAE = LOAO1, 从 而 AADE o AAOO;, 
于 是 ZAO1O = ZAED = + ADC 为 定 值 , 且 易 知 O, 一 定 在 CO 的 右 侧 , 作 AO, | AC, B AABE 的 
外 心 轨迹 是 对 OA 的 张 角 为 二 AC( (90) 的 一 段 贺 弧 . 

7. 如 图 一 D-4-171, 设 MN、R、T、S、Q、O 和 PP 都 是 相应 直 
线 与 贺 的 切 点 , 则 CE = CO - EO = CQ - SE,CE = CP - EP = CR 
- ET, 故 2CE = CQ + CR - ST. 

X. CQ + CR = CA + CB - (AM + BN), ST = MN, 则 2CE = CA 


R 
+ CB - AB, 故 点 的 轨迹 是 以 C 点 为 图 心 ,十 (CA + CB - AB) 为 半径 S7 
BE AAC AMBA, dN 人 

8. 设 两 圆心 为 0, 过 OOM 与 BC 垂直 , 且 交 BC 于 M', 设 AP = a Oi DÝ > 
2t, Hit OM = !. 于 是 BC = 2BM = 2 / R? - t? , Bj BP? + CP? = 2(R2 
+ r?) - 42, FE, BC2 + CA? + AB? = BC? + (PC? + PA?) + (BP? + 
PA2) = 6R2 + 2r2. 

这 是 一 个 常数 ,与 B 的 位 置 无 关 (即使 在 A = P 的 特殊 情况 ,表达 式 BC? + CA? + AB? 也 是 取 同 -一 
值 ). 故 表达 式 取 值 的 集合 为 |6R? + 2r2} .这 就 回答 了 问题 第 一 部 分 . 

现在 来 解 第 二 部 分 . 

过 A 作 直线 平行 于 CB, 交 大 图 周 于 C 及 B' 两 点 ,这 时 易 见 PBB'A 为 一 矩形 ,因此 线段 AB 的 中 点 
也 就 是 线段 PB” 的 中 点 . 当 B 在 大 圆周 上 变动 一 周 时 ,B“ 也 在 大 圆周 上 变动 一 周 ,这 说 明 ,轨迹 是 以 线 
Ë OP 的 中 点 为 图 心 ,以 R 2 为 半径 的 一 个 图 周 . 

9. 设 BC = a,AC = b, ZBCA = ,车 A.B 在 直线 m 的 同 侧 , 令 9 EER m 与 CA RRM, I m 


与 CB 的 夹 角 是 x-y 一 9,AB 两 点 到 m 的 距离 之 积 为 cbsingsin(x- y- 0) = Ploy- cs(y+ 26)]， 


图 工 -D-4-171 
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BKMD cosy + 1), 它 对 应 于 9 = EZZ, m 是 ZACB 的 外 角 平 分 线 . 同 理 , 若 A.B 两 点 分 居 
两 侧 , 则 最 大 值 为 银 (~ cosy + 1), 它 对 应 于 m 是 ZACB 的 外 角 平 分 线 ;若是 印 角 , 则 mn 是 ACB 的 


平分 线 .1 + cosy > 1 - cosyeəy < 子 . 显 然 , 若 7 是 锐角 , 则 m 是 人 ACB 的 平分 线 ;车 y 是 直角 , 则 m 
是 人 ACB 的 平分 线 或 外 角 平分 线 ,m 不 惟一 . 


, 10. 不 妨 设 人 ABC 中 ,a = 2 >b = 2, ¿= 5 wmn- D-4-172 
所 示 , 设 BC 中 点 为 D,AE | BC, A an MN 折 生 时 重 委 部 分 面积 取 到 最 大 
值 . 则 易 知 ,M 在 D 和 EE 之 间 . 设 C 关 于 MN 的 对 称 点 为 C ,CN AB = 
G, 令 DM = z, 则 BC’ = 2z. 如 图 所 示 

在 全 ABC 中 ,由 余 引 定理 得 csC = TŽ oB = 4 


Pà 2 图 T-D-4-172 
FÆ ZC = 45',sinB = < 
是 入 5 


在 ABCG 中 ,sinG = sn(ZABC - ZC') = sin(B - C) = 


由 正弦 定理 得 CG = BLSN = 4V5z, 于 是 Samo = 42, Ñ Saon = Sacus = 
+ ( + z) ,所 以 重生 部 分 MBGN 的 面积 为 


j 2 2 a 
Sem = Sacia = Sasco =- z(=- f) tct 


因此 , 当 z = i = 38 Pt, Sos RG = A FERES + = Š AH, MED E ZISE, AE 
= AC : sinC = 1,#& DE = CE - CD = AE - CD = -F.M EDE ZIAK DM = À at, MER 
ARAKI 


11.(1) 由 图 H -D-4 - 173 不 难 推 知 , 对 于 给 定 边 EF 的 所 有 人 DEF, 其 最 大 边 中 取 最 小 值 的 三 
MERGE 人 DEF. 因 此 ,我 们 只 要 就 等 腰 人 DEF(DE = DF),D 在 BC 边 上 ,给 予 讨论 即 可 . 

(2) 取 O WEF 的 中 点 (图 上 -D-4-173. 图 卫 -D-4-174, 过 点 O 作 GH // BC, 作 GP // AE, 
JJ HE = GF = PG, 从 而 人 FPE = ZFQH = LGPF + ZGHA > LGPF + ZFEH = APFE ,所 以 
GH < EF. 

如 图 I — D- 4 - 175, 在 等 腰 全 EFD' 和 GDH 中 ,GH // BC,D 为 BC 边 上 的 中 点 ,GH 过 EF 的 中 
点 0, 那 4DF = VOFTTOD? > V OGF OP = 


A 


N 
lN 


E 5 


图 卫 -D-4-173 MI -D-4-174 HI - D-4-175 


所 以 原 问题 进一步 转化 为 讨论 底 边 平行 于 BC 的 等 腰 三 角形 , 且 顶 点 在 BC 边 上 ( 即 中 点 ) 
(3) 设 人 DAC = a, ZFDC = B,DF = z,AD = h,BC = a, 著 a 之 60', 作 DF | AC,DE | AB, 
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E.F 338, HMA I — D- 4- 176, 则 DF = - cosa È ADEF 的 最 大 边 (DF > 2DFecse = EF). 由 
于 F 在 其 他 位 置 时 , 值 均 增 大 ,所 以 号 cose 就 是 所 求 的 最 小 值 、 


WI -D-4-176 图 TI-D-4-177 

车 a < 60", 在 有 > 60' 时 ,z 仍 为 最 大 边 ( 如 图 正 -D-4-177), 将 下 移 向 C(FE 仍 保持 与 BC 平 
行 ),B、z 随 之 减少 ,直至 有 = 60" 时 ,x = EF ,因此 只 需 考虑 p < 60' 的 情况 ,这 时 
2zeas8 _ h — zsing 即 2zeos8 - 24 

a h ' a “ tnB+2h 
F = = ah, > = "时 jv 一 2 一 Ë 

最 大 边 EF = 2zoosp = oa egg 随 有 的 增 大 而 减 小 ,在 8 = 60 时 取 最 小 值 -- 广 % 37 ,这 时 ， 
ADEF 为 正三 角形 . 

12. 解法 1: 设 QR 在 直线 ! 上 ,M 为 其 中 点 ,QR 与 圆周 C 切 于 B 点 ,连接 BO 并 延长 交 圆周 C 于 
D. (其 中 O 为 C 的 图 心 ), 过 刀 作 圆 的 切线 交 PR PFP Q A, mE I -D-4-178, 则 QR’// QR, 


连接 PD 延长 交 QR FE, TEA QD = 能 ,又 QIPR' co AQPR,OO E APQ R MIIN, FIE QD 


= +(Q'R + PR' - PQD),DR' = 去 (QR'+ PQ' - PR”) 
=L š QD _ BR z= 
又 因为 QB = 2 (PQ + QR - PR), BP = 2 (QR + PR - PQ) MDR = QB’ TÆ QE = BR 从 


而 M 为 EB 的 中 点 . 因 B、D、M 均 为 定点 ,从 而 EE 为 定点 ,所 以 满足 题 意 的 P 点 在 ED 的 延长 线 上 (不 包 
A DA) HER PHRA. 


Ó a M D aR 
E I -D-4-178 WI -D-4-179 

解法 2: 设 @O 与 人 PQR 三 边 切 点 分 别 为 DE、F,©O 的 半径 为 r,MD = z,DR = a,PE = b, 

则 MQ = a+z,FQ = a + 2z,Saro = Samm- Sm = F Sarn- Frl +a tata) = Tr 


为 一 常数 . 设 工 是 DO 与 OO 的 另 一 个 交点 (如 图 卫 -D- 4- 179), 那 么 Serov = 去 MD "OF = + rz 
= Sarow, 所 以 PT // OM. 由 于 MOT 均 为 定点 , 故 P 点 集合 为 过 工 且 平 行 于 MO 的 一 条 射线 . 
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第 一 章 ”整数 问题 


A 组 
1.5 2. 略 3. 略 4. 略 5. 略 6. 略 7. 略 8. 略 9. 略 10. 赂 11. 不 存在 12. 
略 13. 略 
B 组 
1.3 2. 略 3. 略 4. 略 5. 不 能 6. 略 7. 不 可 能 sw 9. 两 类 2p 中 为 偶数 一 
类 , 为 奇数 一 类 
10. 略 11.30 
12.(/3 + /2)% = (5+ 2/6) 
为 去 掉 其 小 数 ,考察 
A = (5 + 2 /6)% + (5 一 2V6)9% 
由 二 项 式 定理 ,A 为 整数 ,而 0 < (5 - 2/6)% < 1 
所 以 
[(/3 +/2)%] = [(5 + 2/6)29?] = A -1 
再 由 二 项 式 定理 知 ， 
A - 1 = 2(5% + Choo + (2/6)? + -= + (2V6)®™) = 1 
= 10k + 2(2/6)° — 1(k € N) 
A - 1 = 2(2/6) ° % - 1(mad10) 
X 2(2V6)™ - 1 = 2- 245 -1 
p =2(20+4) -1 
= 10m +2.4%—1 
A-1=2.4%-1=2.4-1=7(mad10) 
CIGS) = G(43) = 4) 
因此 ,[(V3 + /2)1%] 的 个 位 数字 是 7. 
13. #: AKA RENEREDOM NLiit sa HB1<a KaLa < Z,1<i<k. 


因为 天 平 两 端 都 可 以 放 硅 码 ， BIRIN Y) za, € l- 1,0,1| ,着 利用 这 上 KREE EI PR H R it 
为 1,2,3,…,n 的 物品 ， 则 上 式 表示 中 含有 1， 2, “ma 由 对 称 性 易 知 也 含有 0, — 1, — 2，…… — n, BJ 
|X za; | z; € l- 1,0,11 }2 10, +1,--, +n} 
各 


i 
FD2n +1=110, +1 Enl ISI |D za; 1 a € ILON pI 3, n <E 
= 


<n< 


lm>1, m €Z), W k>m,H k= m 时 ,可 取 al = 1,a2 = 3,=",a,, = 3" 


由 数 的 三 进 制 表示 可 知 ,对 任意 0 之 P<3" - 1, 都 有 P= Ss “3771, 其 中 y; € 10,1,21 WN 


Žo- 
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* = = 


;一 1, 则 z; € 1 一 1,0,11 ,因此 ,对 一 切 一 S iH NELA Sas 
.31 其 中 心 E |- 1,0,1 iF n < EH - n < ! 过 的 整数 1 也 有 上 述 表示 . 

综 上 ， amaaan (te <=). 

OAA < < 3 lap BGD 3D91.3,--.3w1,3" 就 是 一 种 破 码 的 组 成 方式, 下 面 
我 们 证 明 1,3,… 5 558 种 方式 : 

着 1<1<2l T AOTM = e 31 € 1-1,0,1},0 = D371+0. (3" -Di 
z 


ea 


LMH < AO Sa 31 E x 


€ l- LOIBA zan = 1,( 否 则 4 过 D3 -1 = H PR). = Da3 1 G" 
fi 


一 1 所 以 当天 =l at, O) 块 破 码 的 组 成 方式 不 惟一 


CD 下 面 我 们 证 明 : 当 n = H at, SOn) = m 块 破 码 的 组 成 方式 是 惟一 的 , 即 a; = 3-M(1 i 
<m). : 


着 对 每 个 -21 < < Z=, BEI = Dram € 1- 10.1, B 
各 


[$ za l a; € 1-1,0,11}2 10, +1, 
= 
注意 左边 集合 中 至 多 有 3" 个 元 察 , 故 必 有 
“Isa la € 1-1,0) = 10, +41,, £ Sal 
z 


Miq, - l< < 3 于 1, 都 可 以 惟一 地 表示 为 1 = 六 ex z, € 1- 1,0,11 ,因而 


Da = 2 "abu + Dai = Èra: + De = Èra: +I, e y = r+ M y € l0, 


1,2} 


由 上 可 知 ,对 每 个 0 过 ! < 3”- 1, 都 可 以 惟一 地 表示 为 ! = 六 ya 其 中 x€ 10,1,21 ,特别 地 ， 
= 
易 知 1<al< az<…< an 
下 面 用 归纳 法 证 明 a, = 30 < i < m): 


当 i = 1 时 , 易 知 ya: 中 的 最 小 正 整数 是 a1, 故 a, = 1; 假 设 当 1 < < p 时 ,a; = 31, 由 于 
Ssa igi Èo 3i, y; € 10,1,21 就 是 数 的 三 进 制 表示 , 易 知 它们 正好 是 0,1,2,…,3? -1, 故 apt 应 


在 除 上 述 表示 外 | Za, 1 € 10.1.21 中 的 最 小 的 数 ,因此 apa = 3?, 由 归纳 法 知 wu = 310 <; 
<m) 


综 ( 1 )( i ) 可 知 , 当 且 仅 当 n = S mt, E ACn) RERA REREN. 


第 二 章 ”整除 问题 


A 组 

1. 证 明 : 因 240 = 2 .3.5,24.3,5 互 质 ,pt 一 1 = (p?+1)(p 一 1)(p+1), 所 以 只 需 分 别 证 明 2:、 
3.5 可 整除 (p? + 1)(p -1)(p + D). 

H p > 5, 且 为 质数 , 令 p = 2m +1(m 宇 3), 可 推 得 2:1(p?+1D)(p-D(p+1); 令 P=3k+1(k 
三 2), 可 推 得 31p+1 或 31p-1; 令 p= 5g+1, 或 5g+2(g € N), 可 推 得 51p+1 或 51p 一 1， 
或 51p?+1, 从 而 获 证 . 

2. 证 明 : 用 尾数 方法 来 证 .“=>”: 若 41n, 设 n= 4k, 则 G(1"+2"+3"+4")= GCG”) + G(2") 
+ G(3") + G(4")) = GO + G(2*) + G(3*) + G(4:)) = G(1+6+1+6) = 4, 显 然 511" +2"+3" 
+ 4", 与 已 知 矛 盾 , 故 41 n. 

“e” 4 n 时 ,可 设 n = 4k + 1 或 4t + 2 ER 4k + 3. 在 这 三 种 情形 下 分 别 计算 GO" + 2" + 3" 
+ 4") 的 结果 均等 于 0, 故 511"+2"+3"+4". 

3. 证 明 : 由 性 质 9 知 ,只 需 证 明 数 /(n,k) 不 能 被 一 个 很 小 的 自然 数 n 整除 , 因 

f(n,k) = 3n + 35 — n + nè + 10 = 3(n + nè +3) - (m - 1)(0 + 1) +1,3 1 3(n 3: + 
nt +3),3 1 në Cnt -1)( +1),3Y1,8& 33 ACn, k) W /(n,k) 不 能 分 解 成 三 个 或 三 个 以 上 的 连续 
自然 数 的 乘积 . 

再 证 f(n k) 不 能 分 解 成 两 个 连续 自然 数 的 积 . 

由 上 知 ,f(n,k) = 3q + 1(g € N), 因 而 只 需 证 方程 :39+ 1 = rla +1) 无 正 整数 解 .而 这 一 点 可 
分 别 具 体 验算 zx = 3r,3r + 1,3r + 2 时 ,z(z + 1) 均 不 是 3g + 1 形 的 数 来 说 明 . 

故 Cn k) 对 任何 自然 数 n、k 都 不 能 分 解 成 若干 个 连续 自然 数 之 积 . 


4. 证 明 ; 

S p L; ETE E RE E E E | 
P+ 22 E 20 a EET A 
-ü(+1+1 ++ 8) (++ ++ do 


_ 1 生生 
= (660 1319) + (661 + 1318) * + (gg + 990) 
= 1979x ( 


&05 D + TX + + 3892%9%) 
两 端 同 条 以 1319148 1319! x -Ê = 1979 x M(M € N). 

此 式 说 明 1979 | 1319! x p. 由 于 1979 为 质数 , 且 1979 x 13191, 故 1979 | p. 
5. 解 :容易 验证 p = 2.3.5.7 均 满足 条 件 , 现 来 讨论 质数 p > 11, 若 p 满足 条 件 , 则 有 
(1 )p -4 没有 大 于 4 的 质 因 数 ; 
Ci )p -8 没有 大 于 8 的 质 因数 ; 
(ü )p - 9 没有 大 于 9 的 质 因数 ; 
由 (i ) 及 p -4 是 奇数 推出 . 
p-4=3".4a>2 
由 上 式 及 p - 8 是 奇数 知 ,p - 8 不 能 被 2 和 3 整除 .因此 ,由 (ii ) 知 
p-8= 57 
H Q 和 式 @ 得 
ST -3+4= 0,22 
式 @ 两 边 被 3 除 后 得 (一 1)* + 1 = 0, 所 以 
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1<b=21+1,1>0 ® 

由 于 65 之 1, 由 式 @ 推出 5 整除 3 + 1, 所 以 

2<a=4m+2,m20 © 

AROM p-9 = 5°7° -1, 显 见 p -9 不 能 被 3 整除 ,由 于 4b > 1, 所 以 也 不 能 被 5 整除. 

我 们 来 证 明 必 有 c = 0. 

若 不 然 , 设 c 宇 0, 则 p - 9 也 不 能 被 7 整除 .因此 ,由 (前 ) 知 必 有 

p-9=57-1=2,c>0 

由 此 推出 7 整除 22 + 1, 而 这 对 任意 非 负 整数 d 都 是 不 可 能 的 . 

ARO, R c = 0 推出 

$=3 -4= (Pm -2)(3"" +2) 

设 3"*1 -2 和 32"*1+2 的 最 大 公约 数 为 g, 显 见 ,g HAM, H g BRG? +2) - (3-2) = 
所 以 g = 1, 由 此 及 5 是 质数 推出 

Bmt 2 1.221 + 2 — 5 

因而 m =0,b=1,a=2 

所 以 ,由 式 知 ,满足 条 件 的 质数 仅 有 13. 

综 上 所 述 ,满足 本 题 条 件 的 全 部 质数 是 :2、3、5、7、13. 

6. 解 : 设 n 个 连续 正 整数 中 最 大 的 为 m , 当 nn = 3 时 ,如 果 m 是 m - 1,m -2 的 最 小 公 倍数 的 约 数 ， 
那么 m1 (m - 1)(m 一 2), 则 m12, 与 m >2 矛 盾 . 

当 n = 4 时 ,由 于 
m | (m - 1)(m - 2)(m - 3) 

所 以 m 16, 而 m > 4, 故 这 时 只 有 一 组 正 整数 3,4,5,6 具有 上 述 性 质 . 

当 > 4 时 ,由 于 m1 (m - 1)(m 一 2)…(m 一 +, 所 以 m1(n 一 1)1, 取 m= (n - 1)(n — 
2),MJ(n-1)1m-(n- 1) (n-2)1m-(n-2),#8 n -1 与 -2 互 质 ,mm -( -1) 与 m - 
(n - 2) 互 质 ,所 以 m = (n - 1)(n 一 2) R m — (n — 1) 58 m 一 (n -1) 的 最 小 公 倍数 ,因而 m 具 
有 题 述 性 质 . 

类 似 地 , 取 m = (n 一 2)(n 一 3), 则 m 整除 m - (n - 2) $ m - (n -3) 的 最 小 公 傍 数 ,因而 m R 
有 题 述 性 质 ， 

所 以 , 当 ” 之 4 时 ,总 能 找到 具有 题 述 性 质 的 一 组 正 整数 , 当 且 仅 当 n = 4 时 , 恰 有 惟一 的 一 组 正 整 
数 解 . 

7. 证 明 :由 已 知 得 a + 6 = a, EHE = cs(+,s € N) ARAR èst = a? + P = aP + (at = 
a)? = PP — pact? + a. + par lct, 于 是 cs = el? pach? +... pa?! ic A pa, 

(1) 现 用 反 证 法 来 证 明 (c,a) = 1, 若 (c,a) = k > 1, 令 q 是 的 一 个 质 因子 , 则 有 g(c,g)a, 因 < 
1a+b, 则 gl1a+b, 从 而 910, 于 是 9 是 ac\b 的 一 个 公约 数 ,这 与 (a,b) = 1 矛盾 , 故 (c,a) = 1. 

(2) 因为 c | po 和 1,(c,a) = 1, 所 以 c | p. 而 为 质数 且 p 宇 3, 故 c = 1 或 c = p. 

8. 解 :通过 具体 计算 可 猜想 

s 5242+ n) = (2D Sa ) 


此 式 不 难 用 数学 归纳 法 获 证 . 

为 求 4 = (sn San) ,对 n 分 奇偶 来 讨论 . 

(ia = 2 时 ,d = (2[2t + ] ,2[ 欠 64+D] ) 
= (2k*(2k + 1)4,2 x 81k (6k + 1)). 由 于 2k+1 和 6k+1 互 质 ,所 以 d = 2k*((2k + 1)4,81). 而 因 
H k = 3t + 1Bf,(2k + 1)* = 81(2: + 1): ,k Z 3: + 1 B$, (2k +1)4 与 81 互 质 ,故此 时 有 
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4, 


= 


4 
s 
g< 


24t = nt, n = 6t +63 6t +4 时 (+ 之 0) 

(ü) 34 n = 2k+1 时 ,d = (2[(2k + 1)(k +1)]*,2[3(2k + 1)(3k + 2)]*. I 3k +235 2k +1,k 
+ 1 互 质 ,所 以 d = 2(2k + 1)*((k + 1)4,34). 而 当 = 3t +28f,k + 1 =3(t+1),k 2 3k +2Bt,k 
+ 1 55 3° EA, tA 

_ |2(2k + 1) x 3: = 2n° x 3 = 162n*, M n = 6t + 5 Bf 
 |2(2k + 1D4 = 2n*,2 n = 6: + 1 #& 6: + 3BÍ 

9. 证 明 ;: 设 (m,n) = 1, 则 有 uw,v € Z, 使 得 un = um + 1 = v(m 一 1)+(u+1l), 此 式 说 明 : 对 盒 
子 连续 加 球 “次 ,可 使 m - 1 个 盒子 各 增加 了 v 个 ,一 个 增加 了 (v + 1) 个 .这 样 可 将 多 增加 了 一 个 球 的 
盒子 选择 为 原来 球 数 最 少 的 那个 ,于 是 经 过 x+ 次 加 球 之 后 ,原来 球 数 最 多 的 盒子 中 的 球 与 球 数 最 少 的 盒 
子 中 的 球 数 之 差 减少 1 ,因此 ,经 过 有 限 次 加 球 后 ,各 盒 球 数 差 为 0, 达到 各 盒 中 的 球 数 相 等 . 

用 反 证 法 证 明 必 要 性 . 若 (m ,mn) = d > 1, 则 只 要 在 m 个 盒 中 放 m + 1 个 球 , 则 不 管 加 球 多 少 次 , 例 
如 ,加 球 大 次 , 则 这 时 m 个 盒 中 共有 球 m + 1+ kn( 个 ); 因 为 d 1m,d 1n,d >1, 所 以 m+1+ kn 不 
可 能 是 d 的 倍数 ,更 不 是 m 的 倍数 ,各 僵 中 的 球 决 不 能 一 样 多 ,因此 ,必须 (m,n) = 1. 

10. 证 明 : 因 对 一 切 整数 n EH 6n = (n + 1)3+(- n)? + (= n)? + (n 1), 即 能 被 6 整除 的 任 
何 整数 都 可 以 四 个 整数 的 立方 和 .又 因 6n = 6n +0P,6n+1=6n+13,6n+2=6(n—1)+23,6n+ 
3=6(n-4)+3,6n+4= 6(n + 2) + (— 2)2,6n + 5 = 6(n+1)+(- 1)’, 故 得 证 . 

11. 证 明 :(1) 当 n 志 8 时 ,N = 25 +2" +27 = 2"(25 "+21"+1), 因 […] 为 奇数 ,所 以 要 使 N 
为 平方 数 ,n 必 为 偶数 .逐一 验证 n = 2.4.6.8 知 ,N 都 不 是 平方 数 . 

(iü) 3 n = 9 时 ,NN = 2+2" +2° = 28x 11 不 是 平方 数 . 

(H) 4 n >108}, N = 23(9+2"), 要 NN 为 平方 数 ,9+2" 应 为 奇数 的 平方 ,不 妨 假 设 9+ 2"8 
= (2k+1)?, 则 2"- = (一 1)x(k+2). 由 于 一 1 和 +2 是 一 奇 一 侦 , 左 边 为 2 的 竺 ,因而 只 能 
-1 = 1, 于 是 得 = 2. 由 2" = 22 知 nn 一 12 为 所 求 . 

12. 80:43 < n 志 5 时 ,n! 中 有 一 个 因数 3, 当 7 二 m < 14 时 ,n! 中 有 一 个 因数 7, 所 以 这 两 种 情 
形 ,n! 不 能 表 成 两 整数 的 平方 和 ,故此 时 方程 无 解 . 

Pn = 2 时 ,显然 有 解 a = 1,b = 1 

当 n = 6 时 , 因 61 = 122(1 + 22) = 122 + 242, 故 有 解 ac = 12,b = 24. 

B 组 


= 
1. EB: 4 n = 2m B}, F(2m,1) = Xor = m(2m + 1) 


FGm = Drai 


= pe + Don Tt 
气 = 


= Dr + (2m + 1 — na 
由 于 […] 能 被 + + (2m + 1 —-r) = 2m + 1 整除 ,所 以 (2m,k) 能 被 2m + 1 整除 , 另 一 方面 ， 
FOm,k) = SHUA- + Qm = r1] + mt (2m) 


= 
上 式 中 […] 能 被 > + 2m — r = 2m 整除 ,所 以 F(2m ,k) 也 能 被 m 整除 . 因 m 与 2m + 1 互 质 ,所 以 
F(2m,k) 能 被 m (2m + 1)( 即 F(2m ,1)) 整除 . 

类 似 可 证 当 z = 2m + 1 时 ,F(2m + 1,k) 能 被 F(2m + 1,1) 整除 . 

故 F(n,k) 能 被 F(n,1) 整除 . 
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2. 解 :(a + b)'- a)- b) = Tab[ (a5 + b5) + 3ab(a? + b°) + Sa2b2(a + b)] = Tabla + b)(a? + 
b? + ab)? 

根据 题 设 要 求 (i )( H ) 知 ,75 | (a? + b? + ab)?, EIT? | a? + b? + ab 

S a? +b? + ab =P, 即 (a +b)? — ab = 343, a + b = 19,W ab = 192 - 343. 故 可 令 a = 18, 
b = 1 即 合 要 求 . 

数学 归纳 法 在 整除 问题 中 也 有 广泛 应 用 . 

3. 解 :存在 .用 数学 归纳 法 证 明 它 的 加 强 命题 :对 任何 正 整数 m ,存在 m 个 连续 的 整数 ,使 得 每 一 个 
都 含有 重复 的 素 因 子 . 

3 m = 1 时 ,显然 成 立 ,这 只 需 取 一 个 素数 的 平方 . 

假设 当 m = 上 时 命题 成 立 , 即 有 上 个 连续 整数 n+ 1,n + 2,…,n + 它们 分 别 含有 重复 的 素 因 子 
bibori P ERTS pipa", p 都 不 同 的 素数 oa BREE), 当 + = 1,2,…, pla 时 ， 
tp pP + n t (+1) 这 记 ,1 个 数 中 任 两 个 数 的 差 是 形 如 apfp3…?pr(1 Sa < pha - 1) 08, 
不 能 被 ph. 整除 , 故 这 pia 个 数 除 以 所 ,1 后 ,余数 两 两 不 同 .但 除 以 pia 后 的 余数 只 有 0,1,…, pta- 
1 这 如 1 个 ,从 而 恰 有 一 个 数 io(1 < to 过 pha) BE opto p+ n + C + D) 能 够 被 pl, 整除 .这 时 ， 
(+ 1) 个 连续 整数 ; 

topipi pi + n+ 1,t0p? pkp + n+ 2,° 

topipi pl + n+ k. bli p+ n + (k+1) 
分 别 能 被 pi, p3 Pi, pha 整除 , 即 m = k + 1 时 命题 成 立 . 故 命题 对 一 切 自 然 数 m 均 成 立 . 

4, 解 :n = 1, 恒 有 Fn(a)= a 

Fné(a) = 1,a € 11,2,…,Ael, 这 里 Be = 1,Bs = Aç 

要 使 As 尽 可 能 大 ,不 能 取 ne = 1( 此 时 Ac = 1), 取 nç = 2 得 A6 = 2 

当 n6 之 3 时 ,Fn6(2) = 2 > 1, 所 以 只 能 取 ns = 2, Aç 的 最 大 值 为 2, Fns 将 11,2,…,A6l 变 为 |1， 
2l. 

易 知 As = 4,ns = 2 或 3;As = 10,ns = 3 或 4 

如 果 Ani = B, = q + m 2, 那么 

A<w +m -2= Cut n -2< (B33) -2 

Bi+6B,+1 
4 

XA 是 整数 ,A4,i 是 偶数 ,从 而 有 

A < A. lu +6) 

易 让 上 述 右边 为 偶数 , 且 A, 可 以 取得 ,此 时 取 . 

m= AAH l an = ul, =m-2 

WR B, = Ava = q +m -1,884 

A, = qm +n -1= (gtl) -1 

< (2427 AN Bi +45, 2 Ala Aa 


Az (Ak; 
所 以 A = 和 +) 


由 上 式 易 得 As = 40,A = 460,A = 53590 
5. 解 :满足 条 件 的 自然 数 集约 定 称 为 好 集合 . 


设 有 一 个 好 集合 ,显然 ,如 果 1a,5,c,d1 EDERA WAEA, ,是 | 也 是 一 个 好 集合 ,其 
P k a,b,c, d 的 最 大 公约 数 .因此 以 后 设 = 1. 
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设 ae,b,c,d 中 之 一 a 有 奇 质 类 数 p, 则 和 b+ c,c + d,5+ 坟 也 有 质 因数 请, 因而 56,c,d 可 被 户 整 
除 (例如 2d = (b +d) + (c +d)- (b + c)),55 k = 1 矛盾 .这 表示 a,b,c d 是 2 的 和 

将 已 知 数 按 递增 顺序 排列 ,得 a = 2",b = 2",c = X,d =X, EPOS mnr, 

假设 + 隆 0, 即 7 之 1, 就 有 (a +c)? = (1 + 2r): 是 奇数 ,不 能 被 偶数 整除 ,矛盾 ,所 以 r = 0, 得 m 
=n=r=0. 

故 结论 成 立 . 

6. 证 明 : 用 反 证 法 - 

假设 结论 不 成 立 , 如 果 a,b,c 有 公约 数 d, 则 可 转 为 讨论 生 , 各 ,说 .所 以 ,不 失 一 般 性 ,可 设 除了 二 
1 之 外 ,再 无 其 它 整数 可 同时 整除 a,5b,c. 由 于 结论 不 成 立 , 故 a,b, 中 必 有 一 数 不 等 于 + 1, 不 失 一 般 
性 ,可 设 a 即 如 此 . 

W p Ea 的 任 一 个 质 约 数 , 则 

ak [£ + + £)= a?c + ba + c?b 
可 被 p 整除 .因此 ,p 整除 c?5, 故 p 整除 5 Re. 

不 妨 设 p 整除 b ,于 是 ,在 假设 之 下 ,p PER c. 

设 是 可 整除 a 的 p 的 最 高 方 寺 ,是 可 整除 b 的 p 的 最 高 方 赛 . 


FE r < s FA p 可 整除 abc (全 + 和 + 之 ) = ab + a + be 

LBR, p 可 整除 a2b. 由 于 7 < s, 所 以 prt: 整除 b?c. 

FE, p 整除 c?a. 

但 p 不 整除 c, 所 以 p 整除 a. 

然而 ,pr 却 是 整除 a 的 p 的 最 高 方 赛 , 巴 盾 . 

故 结论 成 立 . 

7. 解 :容易 验证 p = 2,3,5,7 均 满足 条 件 . 

现 来 讨论 质数 p >11 

若 户 满足 条 件 , 则 有 

(1)p -4 没有 大 于 4 的 质 因数 ; 

(2)p - 8 没有 大 于 8 的 质 因数 ; 

(3)p - 9 没有 大 于 9 的 质 因数 . 

由 (1) 及 p- 4 是 奇数 推出 户 - 4 = 3",a 222 

HERR p - 8 是 奇数 知 ,p - 8 不 能 被 2 和 3 整除 ,因此 ,由 (2) 可 知 p -8 = 5°7° 

h ORA ORE ST -3+4=0,a 过 2 h 

图 式 两 边 被 3 除 后 得 (- 1)* + 1 = 0, 所 以 

1<b=21+1,1>0 

由 于 6b 之 1, 由 @ 式 推出 5 整除 3* + 1, 所 以 

2>a=4m+2,m>0 

HORA p-9= 5s7° - 1. 显 见 p — 9 不 能 被 3 整除 ;由 于 三 1, 所 以 它 也 不 能 被 5 整除. 

我 们 来 证 明 必 有 c = 0 

车 不 然 , 设 c > 0, 则 p — 9 也 不 能 被 7 整除 .因此 ,由 (3) 知 必 有 

pp-9=57-1=2d4c>0 

由 此 推出 7 整除 24 + 1, 而 这 对 任意 非 负 整数 4 都 是 不 可 能 的 (为 什么 ). 

h DORRE c= 0 推出 5 = 3° — 4 = (32"+! — 2)(322*1 + 2) 

BPH -2 和 3"*1+2 的 最 大 公约 数 为 g, 显 见 ,g 为 奇数 , 且 g ERG?! +2) - (32" 人 1 一 2) = 
4, 所 以 g = 1. 由 此 及 5 是 质数 推出 3"*1 — 2 = 1,32"m*1+2=5s 
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因而 m = 0,b = l,a = 2. 

所 以 ,由 Q 式 知 ,满足 条 件 的 质数 仅 有 13. 

故 满足 本 题 条 件 的 全 部 质数 是 :2,3,5,7,13. 

8. 证 明 : 设 M = iai,az,…,a4e}. 因 不 大 于 10 的 质数 只 有 四 个 :2,3,5,7, 分 别 记 为 pi, p2» P3» ps， 
则 M 中 的 每 个 元 素 a,(k = 1 ,49) 都 可 以 表示 为 

a = Ph Ph P% Pa Ph, y, à 都 是 非 负 整数 ). 

由 于 每 个 指数 都 只 有 两 种 不 同 的 奇偶 性 ,因此 数组 (os ,B,7,6) 共 有 2 = 16 种 不 同 的 奇偶 性 .这 
样 ,在 M 中 任 取 17 个 元 素 ,其 中 必 有 两 个 对 应 的 指数 组 (ax ,B ,7; ,6 ) 的 奇偶 性 相同 , 设 为 a, ,aj (1 < 
ij <49), a; a = p a h h ph h ph h = 如 (bi € N). 在 剩 下 的 47 个 元 素 中 ,又 任 
取 17 个 元 素 , 其 中 必 有 两 个 元 素 ob ,使 ai。 = blz € N) 

因 49 = 17 x 2 + 15, 故 在 M 中 可 选 出 17 对 这 样 的 正 整数 对 :(a ,ai ),(aisya)，…(ainvan) 使 
ov = BURRIS ija <49, b E N,k = 1,2,---,17) 


在 17 个 正 整数 b 中 同样 可 选 出 两 个 整数 b,,5, ,使 得 b,* b, = BBE N) ,因此 ,在 49 个 整数 中 ， 
存在 四 个 互 不 相同 的 元 素 as ,aj ,a ,ay 使 它们 的 乘积 cs， ar a, * ax = bl. 好 = B+, 故 得 证 

9. 解 :由 平方 数 的 简单 性 质 (1),(3),(4) 分 别 知 ,尾数 只 能 为 1,4,5,6,9( 除 0 外 ) ,最 末 两 位 数字 不 
能 是 11,55,99 和 66. 因 此 ,最 末 几 位 数 是 相同 的 非 零 数 只 能 由 4 组 成 .但 不 能 由 四 个 4 组 成 (因为 ,车 设 
104 + 4444 = (2m)2(k,m € N), 则 有 m? = 2500k + 1111, 即 m? 的 最 末 两 位 数字 是 11. 这 不 可 能 )， 
故 一 个 平方 数 的 最 末 几 位 数字 是 相同 的 非 零 数字 ,最 多 可 达到 三 个 4. 又 因 444 不 是 平方 数 ,而 1444 = 
38? , 故 所 求 的 最 小 完全 平方 数 是 382 = 1444. 

10. 略 . 

11. 解 :假设 满足 d(n)? = 4n ,对 于 每 一 个 素数 p, it ap RIR n 在 质 因数 分 解 中 p 的 指数 ,因为 4n 
是 一 个 立方 数 ,所 以 

aa = 1+3p,an = 3p» 

其 中 素数 p 23,B P,P3,…,B。… 是 非 负 整 数 . 

由 于 d(n) = ya + ap), 这 里 p 取 遍 所 有 素数 ， 

所 以 d(n) = (2 + 3p,) ya + 3p,) 

因此 ,d(n) 不 能 被 3 整除 . 

XAH dln) = 4n, 所 以 n 也 不 能 被 3 整除 . 

因此 ,p= 0 

d(n)? = 4n 等 价 于 

2+38 - | te © 

20m, = pas 1+38, 

RHF p> 5,# P 25, = (1+4)6 >1+ 48, 

所 以 式 @ 的 右边 大 于 等 于 1, 等 号 当 且 仅 当 对 于 所 有 素数 p> 5,8, = 0 时 成 立 . 


2+3p2 
FE pE >l 


m2+36220+D6>2is p + ED] a p+ e 

所 以 ,2B > B, pa <2, h = 0,1,2 

如 果 p = 0 或 2, 则 2 名 = LARO 的 两 边 都 等 于 1, 再 当 户 > 58.8, = 0.23 n HHE 
一 素 因 数 . 当 p = 0 时 ,n = 2,B = 2 时 ,n = 27 = 128 
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DR p = LWE = F AROM, g > 0, 若 局 之 2, 则 卫生 > 到 ,因此 所 = 1 

将 [人 二 = I RARO 

B, = 0, 其 中 素数 户 > 7. 

所 以 ,n = 2* x 53 = 2000 

综 上 所 述 ,n = 2,128,2000 

12, 解 : 设 n? + (n + 1)? = k( 为 正 整 数 ), 则 (n,n + 1,k) 是 勾 股 数组 ,又 …(n,n+1) = 1. 
由 已 知 结论 知 存在 正 整数 s. (s > +) ,使 得 


n = 2st 

Luzea ° 
k= #+@ 
juran © 
k= + 

车 @ 式 成 立 , 则 s- 26 - (2 + 1) = 0, 解 得 
s= r+ 28 +1 


2 + 1 是 完全 平方 数 ， 

` n < 200, ~. st < 100 

< 100, -t < 10 

经 检验 知 : = 2, 此 时 推 得 * = 5,n = 20,n + 1 = 21,k = 29 

WRORLW s? -2s - (2 - 1) = 0, 解 得 
=+ /2ë 1 

2 - 1 是 完全 平方 数 ， 

“n + 1 <201,-.2 < 100,: < 10, 经 检验 得 上 

当 !:=1 时 ,:=2,mn=3in+1=4k=5 

M t = 5 时 ,s = 12,n = 119,k = 169 

综合 知 满足 题 设 的 n 为 20,3,119. 


1.5 


第 三 章 ” 同 余 问题 习题 解答 


A 组 

工 略 证 :(1) 由 于 f(z) = SEESE ETE A 325 + Sa? + Ta = OCmod 15). 由 于 15 = 3x5， 
(3,5) = 1,3z5 + Sz3+5z3+7z=0(mod 3)(:“ z2 == r(mod 3)),3z5 + 5z2 + Tx = 0(mod 53)(…z5 
= r(mod 5). 故 得 证 . 

(2)504 = 7 x 8 x 9,7,8,9 两 两 互 质 ,只 需 证 :nm? 一 
三 0,+1,+2,+3(mod 7) BÍ, n° =0, + 1(mod 7),n 
理 可 证 其 他 . 

(3) 因 2434 = 3 人 = 129 = 49(mod 4) ,243% = ( - 7) = 4921 = (— 1) = 49(mod 25), 而 
(4,25) 2434 = 49( mod 100) , 即 243° 的 最 末 两 位 数字 是 49. 

(4) E 6!° = 1(mod 11) ,Ëk(6!9)59 = 6%9 = 1(mod 11) ,6%2 == 62 = 3(mod 11). BI 6° 除 以 11 的 


Page EE 


0(mod 7) 或 (mod 8) 或 (mad 9). 因 当 n 
+£ 1(mod 7) ,#& n° — n? == 0(mod 7). 同 


余数 为 3. 

(5) í p = 2,5 时 ,可 直接 验证 命题 成 立 . 现 设 质数 p = 2k + 1 天 5(k 为 某 些 自然 数 ). 由 于 2 + 3” 
= (2+ 3)(22 - 2241.3+2242 .32-…+38), 因 而 22+3? 含 有 因数 5, 故 要 22 + 3? RRENA, 
必须 至 少 还 有 一 个 因数 5, 然 而 由 于 2(mod 5), 

22 2-1 .3 1222.3... + 3 

=æ 22 - 2p-1(— 2) + 222-2(— 2 — e + (— 2) 

k 4 DE + 22k +... + 22 
2k + 1)222 

= p * 2P! (mod 5) 

X. p  0(mod 5) ,222-1 Æ 0(mod 5) ,#& P - 2?”1 Æ 0( mod 5). 于 是 ,224 — 24! 3 + 2222.2 - 
… + 3% 不 含 因数 5. 故 命题 得 证 . 

2. 由 已 知 1978" = 1978” ( mod 1000), 而 1000 = 8 x 125, 所 以 


1978" = 1978” (mod 8) ° 
1978" = 1978” ( mod 125) (o) 

W n > m > 1,81978" ,125) = 1, 则 由 @ 式 知 
1978"-" = 1( mod 125) © 


又 直接 验证 知 ,1978 0 8&1K y 0 4 fg f 8,4,2,6 循环 出 现 的 ,所 以 只 有 n- m 为 4 的 倍数 
时 ,@@ 式 才能 成 立 ,因而 可 令 m — m = 4k, +. n + m = (n - m) + 2m = 4k+2m, 因 而 只 需 确定 出 
k Hm 的 最 小 值 

先 确定 上 的 最 小 值 :因为 1978: = (79 x 25 + 3)! = 3* = 1(mod 5),1978! 三 3 三 6 关 1(mod 25), 
故 可 令 19784 = Se + 1,0 54t, AT O= 19787" 一 1=1978* -1 = (5t + 2-1 = ÈD (Gs, 
+ k > St(mod 125) ,显然 ,使 - 式 成 立 的 k 的 最 小 值 为 25. 

再 确定 m 的 最 小 值 , 因 1978 = 2( mod 8) , 则 由 Q) RM, 

2" == 2" (mod 8) © 
H T n > m 宇 1,@ 式 显然 对 m = 1,2 不 成 立 , 从 而 m 的 最 小 值 为 3. 

故 合 于 题 设 条 件 的 n + m 的 最 小 值 为 106. 

3. f: a = b(mod 3) , W| a° = b°(mod 3), 因 此 ,由 (1+k) 三 (4+k)(mod 3) 81, (1 + k)5 = (4 
+ A)5(mod 3),k = 0,1,2,…. 这 说 明 数列 | m5| 是 以 3 为 周期 的 模 3 周期 数列 . 

H 15 + 25 + 35 = 0(mod 3),1990 = 663 x 3 + 1,1990 = 1(mod 3) ,Ë& S = 663 x 0 + 1 = 1( mod 
3). 即 所 求 的 余数 为 1. 

4. 证 明 : 因 1986 的 四 个 数码 的 7 种 不 重复 的 排列 :1869,1968,1689,6198,8691,1986,1896 是 模 7 的 
一 个 完全 剩余 系 , 对 任 给 的 正 整数 N, 若 N = r(mod 7)(0 < "入 6), 则 可 在 上 述 完全 剩余 系 中 选 一 个 
四 位 数 s02ia203 = 7 - r(mod 7), 因 而 N + asarazas = 0(mod 7). 故 命题 得 证 . 

5,. 令 数 集 G= IKIK=arta t3+ayt322 + + ani 3",a € |- 1,0,11,i = 1, 

au- 
2 


2, + 1 .显然 maxG = 1+3+3+.…+3"= 

minG =-1-3-3-.…-3"=-H 
H G 中 的 元 素 个 数 有 3"! = 2H + 1 个 .又 因 G 中 任意 两 数 之 差 的 绝对 值 不 超过 2H, 所 以 G 中 的 数 对 
模 2H +1 不 同 余 .因此 ,C 的 元 素 恰好 是 模 2H + 1 的 一 个 绝对 值 最 小 的 完 系 ,于 是 , 凡 满足 - H< K < 
H 的 任意 整数 都 属于 G, 且 可 惟一 地 表示 为 :ai + az ,3+ a3 ' 卫 +…+ ans t 3" 形式 . 

当 n = 7 时 , = 3280 > 1985, 而 n = 6 时 ,H = 1043 < 1985. 故 ml = 1,ma2 =3,…,ns=3 为 
所 求 . 

6. 解 :(1) 因 (6,15) = 3, 而 3 人 10, 故 (1) 无 解 .(2) 因 (6,15) = 3, 而 319, 由 9 = 3X3 知 ,方程 有 
3 个 解 . 原 方程 化 为 2z = 3(mod 5) ,此 方程 有 解 = = 4(mod 5). 故 原 方程 的 三 个 解 为 :ri 三 4,z2 = 4 
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H 


+ 1x5=9,zr,y=4 + 2 X 5=14(mod 5). 

7. 解 :2zx = 3(mod 5) WEH z = 4(mod 5), 而 10x = 4(mod 2) 的 解 为 x = 0(mod 2), z = 
1(mod 2). 因 此 原 方程 组 同 解 于 

三 4(mod 5) == 4(mod 5) 

D |a= otma DD |, = 1(mod 2) 

(I) 显然 有 解 ” 由 z 三 4(mad 5), 知 xz 三 4+5t(t € Z) ARA z =0( mod 2) 44+ 5t ==0(mod 
2) B 5t = 0(mod 2). 因 而 + 二 0(mod 2) Ë] z = 2s(s € Z),#& z = 4 + 5t =4+10s, 即 zz 二 4(mod 
10) ,于 是 可 得 (I ) 的 一 个 解 x = 4(mod 10). 

(l) 同上 可 得 解 z = 9(mod 10) 

综 上 , 原 方程 有 两 解 :zi = 4(mod 10), x, = 9(mod 10) 

8. 简 解 :对 n 归纳 .n = 1 时 易 证 .如 n- 1 时 结论 成 立 , 即 az = 1+ 2*+lz(z 是 一 个 整数 ), 两 边 
平方 , 即 知 a2”= 1 + 2*+2z'(z' 是 一 个 整数 ). 

9. 解 :由 费 马 小 定理 ,条 件 意味 着 a = b(mod p), 即 a = b + pz ,Ëk a? = (b + pr)?, 由 此 易 知 a? 
= + 加 z'(z 是 一 个 整数 ). 

10.(1)z = 13(mod 56) 

(2)z = 113( mod 120) 

11. 简 解 :我 们 有 2% — 1 = (209 - 1) 291 + 29"! - 1,338 p,q 得 另 一 个 等 式 , 可 见 问题 中 的 两 
方面 都 成 立 . (用 费 马 小 定理 ). 

12. 提示 : 设 q 是 2? + 1 的 任 一 素 因 子 ,考虑 2 模 q 的 阶 & ,证明 = 2 或 2p( 参 看 例 6). 

13, 提示 : 设 9 是 2? - 1 的 任 一 素 因子 ,考虑 a 模 g 的 阶 , 证 明 = 1 或 p( 参 看 例 6). 

B 组 


AR) 2.( 略 ) 3,( 略 ) 4.( 略 ) 

5. 因 (K,n) = 1, 又 0,1,…,n -1 是 模 的 一 个 完 系 ,所 以 0,K,2K,，……(n -~ 1)K 也 是 模 n 的 一 
MRR BUK = r,(mod n) th 1< r, S< n - 1, = 1,2,--,n - 1) WJ M = [rors ral F 
只 需 证 nja 与 mj 同色 (1 < j < n - 2) ,因为 , 若 如 此 , 当 ri 的 颜色 确定 后 , M 中 所 有 都 与 同色 . 

和 由 于 (j + DK = rj=i(mod n) ,W r, + K = r,,i(mod n), Aik, 

(1) # r, + K < n,W r, = r; + K, FEBRE ) Ara 51ra- KI= 1 r + K- K = 
r 同色， 

. Q) 8 rj + K > n B| rj = r+ 一 n, 于 是 ,由 条 件 (1 ) 知 ,K -rj = n — rj n- (n = rj) 
= 同色 ,又 由 条 件 (中) 知 ,K -rn 与 1K - rj = K |= ryja AE ya 5 r, J. 

BEA, rja 与 r, 同色 . 故 命题 得 证 . 

6. 证 :如 果 有 一 组 a (1<;i< n)Rb(1< ¿< n) iE a + bian + bn 是 模 n 的 完全 剩余 系 ， 
则 

142+ + n= (a+b) ++ (a, + b,) 

= (ai t + an) + (bi + + b,) 
=2(1+2 +: + n)(mod n) 


Mn i ED B, 为 偶数 ,这 不 能 成 立 . 


7. 证 : 设 m = pia pt 是 m 的 标准 分 解 . 则 只 须 证 明 , 对 任意 与 m 与 素 的 ,有 ar(”) = 1(mod 
paG = 1 


由 p(m) 的 计算 公式 有 ,只 要 证 明 ,对 素数 p 及 整数 4 > 1, a” OD 二 1( mod H) ARER a 
归纳 来 论证 ,a = 1 的 情形 就 是 费 马 小 定理 . 


8. 简 证 :由 k! (P21)= Cp - D--(p = k) = (= Di#1(mod p) 
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并 注意 ptk! MHAR. 
9. 用 同 余 方法 是 证 明 不 定 方程 无 解 的 有 效 途径 . 


事实 上 ， 
"e (2k)? == 0(mod 4). (2k + 1)? = 1(mod 4) 
un? + 2 = 2 R 3(mod 4) 


f(z) 三 2 或 3(mod) 

—.(- 1)2f(z) = 2,3,7,8(mod 10) 
X z2=0,1,4,5,6,9(mod 10) 

由 @,@ 知 ， 

x? + (~ 1)”f(z) Æ 0(mod 10) 

… 不 定 方程 无 整数 解 . 

10. 设 每 个 数 的 数字 之 和 等 于 * = 9k + n,h = 0,1,…,8, 则 所 有 这 些 数 被 9 除 时 有 余数 n, RR 
19n = 18n + n = 1999( mod 9) RSL, AT n = 1( mod 9). Ë] n = 1 

(1) 令 &= 0, 即 * = 1, 研 究 5 个 数字 和 为 1 的 最 小 自然 数 ,这 些 数 是 1,10,100,1000,10000. 但 是 
它们 之 和 大 于 1999. 

(ü) 令 =1, 即 s = 10, 研 究 19 个 数字 和 为 10 的 最 小 自然 数 .这 些 数 是 19,28,37,46,55,64,73， 
82,91,109,118,127,136,145,154,163,172,181,190. 它们 之 和 1990 < 1999. 数 字 和 为 10 的 下 一 个 自然 
数 是 208, 它 比 前 面 19 个 数 至 少 大 18, 所 以 它们 之 和 不 小 于 1990 + 18 = 2008 > 1999. 

(和 ) 令 三 2, 即 :之 19, 但 是 ,数字 和 不 小 于 19 的 最 小 数 是 199, 任 意 19 个 这 样 的 数 之 和 显然 大 
于 1999. 

因此 ,满足 条 件 的 19 个 数 不 存 在 . 


11. 由 条 件 ,显然 ,al = 0, 并 且 ann = Ha, -2,n >2 
R b, = y Han BERBEREN nb, = (n + 1b, - 2,n 之 2 
Mina = 2) = (n + (8, - 2) 85 n 228. bani -2 = Heo, -2) 


n 
n a-i.. 3 2) = [Ë 
mA 0, -2 = (2-1)a 


ee 


所 以 ,b, - 2 = 


n 


从 而 ov = (a -D[(2-4i)x+ 2]. 22 


HH lan) 为 整数 数列 ,可 知 字 € Z, 设 a, = 2k, 这 样 . 

an =(n-1)[(k-1)n+2],n>2 

结合 2000 | ao Ri 

1998(1999k — 1997) = 0(mod 2000) 
BIC- 2)(- k + 3) = 0(mod 2000). IERIE, K k = 3( mod 1000) ,于 是 ,as = (n — 1) + [10007 
+2)n +2],n 之 2, 这 里 m € Z,m 为 常数 . 

由 上 述 结果 ,可 知 2000 | a, 的 充 要 条 件 是 1000 | (n — 1)(n + 1). 这 要 求 n 为 奇数 , 设 n = 24+1， 
n € N,, 则 250 1 z(t+1), 注 意 到 (t,t+1) = 1, 而 250 = 2 x 53, t + 122125, Ai, n > 249. X. i 
前 讨论 可 知 2000 | az. 

故 最 小 的 满足 条 件 的 自然 数 n 为 249. 

12. 证 明 : 实 际 上 ,因素 数 有 无 穷 多 个 ,取出 n 个 互 不 相同 的 素数 户 ,…, 户 , 则 p1?,…, p. 两 两 互 
素 , 故 同 余 方程 组 

z = (mod p17),…,z =- n(mod p?) AM n > 0. 取 出 一 个 正 整 数 解 z, 则 z+1,…,z + 分 别 
B pire ph 整除 . í 
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13. 证 明 : 先 用 归纳 法 证 明 265") — 1 被 5" 整除 ,但 不 被 5"*! 整除 ,由 此 便 易于 证 明 结论 .实际 上 , 设 
2 模 5" 的 阶 是 k, 则 1g(5"). 又 2 模 5 的 阶 是 4, 故 由 2 三 1(mod 5) 知 41k, 从 而 = 4x5 = 4(5'). 
如 果 / <, 则 由 2?59 = 1(mod 5") 得 275) = 1(mod 351) .与 上 面 的 结论 相 韦 . 

14. 证 明 : 设 户 , 表示 (2n + 1)? 个 互 不 相同 的 素数 , -n < ij < n, 则 同 余 方 程 组 z = ¿(mod 
ba), n< i,j< n. 

ËR y= i(mad pij) — n < i,j < n 

AM r= a,y = 0. 如 有 一 个 既 约 整 点 (zx“,y ) lab) ZEN < n WT a - r = ib- y 
= 让 其 中 ni,j 志 nn, 即 xz =a-i,y = b-j dB p. 1a -i,pi,;16 一 j, 从 而 (x',y ) 不 是 既 
约 整 点 

15. 所 给 条 件 等 价 于 满足 (a n) = 1 的 每 个 整数 a.a? == 1( mod n) e 

事实 上 , 若 a = b(mod n) 等 价 于 ab = 1(mod n). Mjh ab = 1(mod n), b = a i}, MH a? = 
1(mod n) ,反之 ,着 oz = 1(mod 1). 对 任意 满足 (a,n) = (b,n) = 1 的 整数 a,5, 由 a 三 b(mod n) 可 
1(mod n). H ab = 1( mod n), Ji} a? = 1 = ab( mod n). JÁ a = b( mod n). PIE, Br 


Pile 之 1) 是 n 的 质 因数 分 解 ,我 们 证 明 QD 等 价 于 
@ 

其 中 i= 2... Blap) = 1 

# D 成 立 ,我 们 只 对 i = 1 给 予 证 明 . 

Mitla, pi) = 1, 若 素数 p2,p3,…, pi PARTNER a, KW po, pa, pa WRR a, pisis Pi 
不 能 整除 a, 则 (a + pipri Perr Pen) = 1 

AROR 

(a + Pt bra © Priz Pi)? = 1(mod n) 

所 以 ,(a + pi Piri Pasa Pi)? = 1(mod pü) 

从 而 可 得 

= 1(mod pt) 

反之 ,着 式 四 成 立 ,假设 (a,n) = 1, 则 a 与 每 一 个 p; 互 察 ,由 式 四 可 得 a? 三 1(mod pii) F i = 
1,2,1, l IL. PLA, a? == 1(mod pü * p2 pi). ORRE. 

假设 ”= pü pe ph MERE WME p; = 2, 由 式 OBRA, d: = 1,W 32 = 1( mod 25). 所 以 ， 
e, < 3, 反 之 ,对 所 有 奇数 a H a? = 1( mod 8). 如 果 p; > 2, 由 式 O, BH(2, p) = 1, 则 22 = 1(mod 
D) V, pj = 3,6 = 1. 反 之 ,对 所 有 与 3 互 素 的 整数 4a, 有 a= (mod 3). FE, n 满足 所 给 条 件 当 且 
D n ERD? x3. 所 以 ,n = 2,3,4,6,8,12,24. 


第 四 章 “不定 方程 


A 组 

1. 解 : 设 (z 一 1)zx(z +1) = F,r y JERKE r 过 2. 将 方程 变形 为 (zz - 1)z = ,由 于 (zx,zx? 
一 1) = 1 故 z 和 zz-1 都 是 正 整 数 的 上 次 者 . 即 zz = (w?)*,z? -1 = 过 ,wu 为 正 整 数 , 易 证 这 不 可 
能 .( 略 ) 

2. 解 : 方 程 可 变 为 (2r + 1)? = 4(% + y + + y) + 1 BT 

Alyt +y +y +y)+1= (2y:+y+12- 2 +2y= (2 + y)? + 3y? + 4y+ 1,89 y >2 时 
或 yY<-1 时 ,有 (2 + y) < (2x +1)? < (2y + y + 12. 从 而 y > ?或 >< 工时 方程 无 解 3-1 
< v< 28,530 0834 6 组 整数 解 . 
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3. 解 : 设 三 角形 边 长 为 整数 a,5,c 由 海伦 公式 易 知 ,问题 等 从 于 求 方程 
4(a +6+c) = (a+6b-c)(a+c-6)(5+c-a) 的 所 有 正 整 数 解 .上 式 右边 三 个 因数 的 奇偶 性 
相同 ,左边 被 2 整除 ,所 以 右边 的 因数 都 是 偶数 . 令 z = T (b+ ca), = 二 (a+c -5),z = hla 


+b- c). Ehta < b < c.W| z > y> z, z + y + z = zyz. 由 此 得 yz 莹 3, 这 样 可 求 出 zx = 3, 
y=2,z= 1.BBa = 3,b = 4,c = 5. 
4. 证 明 : 设 (z,y,z) 是 方程 + y? = = ®© 


的 一 组 本 原 解 .因为 z、z y zz E 都 是 整数 ,并 且 


(3 
gp £ xy 
=- (3) 


MAST EE 都 是 完全 平方 , 即 有 整数 > b > 0,(a,6) = 1, = 2, rE = p, 
y= 2ab, 即 

r= a? - b2,y = 2ab,z = a? + b? ° 

因 z 是 奇数 , 故 a,b 一 奇 一 侦 . 

反 过 来 , 当 a,b 满足 上 述 条 件 时 ,我 们 证 明 @ MHAC, yz) 是 D 的 本 原 解 , 且 2 | y. 

首先 , 易 验证 @ 给 出 的 (z,y,z) 满足 ,又 显然 有 2 1 y. RREA, y) = 1. 设 (z,y) = d, 
则 d 1z,d1z, 即 d | (a?-6?),d | (a?+ b?) ġid |2a?,d |2b?, Hth d | (2a?,2b?). Bp d | 2(a2, 52). 
因 (a,6) = 1, 故 (az,b2) = 1, 所 以 d 12. 但 a,b 一 奇 一 偶 ,这 意味 着 x 是 奇数 ,从 而 d = 1. 

5. WEB]; z 必 是 奇数 ,而 方程 可 化 为 2 + 1 = (z +2)[(z -1)? + 3], 由 引 理 易 知 夏 盾 . 

引 理 pE Ak +3 RAREN z? +1 = 0(mod p) 没有 整数 解 . 

换言之 ,对 于 素数 +,z? + 1 的 素 因 于 或 者 是 2 或 者 三 1(mod 4) 

简 证 :假定 有 z 满足 zz + 1 三 0(mod p), 则 z? =- 1(mod p) 


Ë a97! = (- 1) P (mod p), 但 p 信 zx, 于 是 由 费 尔 马 小 定理 知 ,z?"! 三 1(mod p) ,进而 (- 1 = 
1(mod p) ËB) — 1 = 1(mod p), 得 p = 2, 这 不 可 能 . 

6. 显然 z3 > y) z > yM r> y+ KA y +2 +1 = Sly), 2 + 3y< 0. 
-3< y<0,y=-3,-2,- 1,0. y 的 值 分 别 代 人 原 方程 即 得 整数 组 (z,y) 为 

(-2,-3)(1, - 2)(1,0) 

7. 由 x,y 的 正 负 性 可 知 需 分 情况 讨论 . 

(i)33z20By208,#z2+ 2 = 1, 则 0 入 rz,y 坟 1. 若 zx<1 且 ><1, 所 以 [z]+[y] = 
0, 矛 盾 . 故 zx = 1 或 y = 1, 从 而 方程 组 有 解 

Pas ss 

y=0 y=1 

(ü)3qz20By<08,# 2-2 = 1 

X[z]< :,.[y]<yf8z+y2[z]+[y] =1,Wz-y>r+y21 

Har- 2 = (a-y) (z+ y) >1.FN. 

同 理 , 当 z < 0 B 三 0 时 可 导出 矛盾 . 综 上 所 述 ,方程 组 的 解 为 
z=0 Ë =1 
y=1 y=0 

8. 若 正 整数 对 (a ,5) 满足 ab?+ 5+71a?b+a+65, 则 

ab? +b+7 | a(ab?2 + b + 7) -— b(a2b + a + b) = Ta — b? 

(i) 当 7a -b° = 0 时 ,得 716. 设 b= 7k(k € N). 代 入 得 a = 7k? EET a?b + a + b = klab? 
+ b+7). 故 (7k?,7k) 是 解 . 
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(i) 4 7a — b? < 0 Bf ,#f b? — Ja > 0,f8 52 — Ja 之 ab?+6+7. 但 这 是 不 可 能 的 . 
(H) 3 7a — b? > 0 Bf,#f Ta - b? Z ab? + b + 7,f8 7a > ab?, 则 5 = 1 或 2. 

若 5=1 则 oa+8iaz+u+l 

Ñi a? + a +1= (- 8) + (-8) + 1(mod (a + 8)) 

= 57(mod (a + 8)) 

所 以 a +8 = 19 或 57, 从 而 a = 11 或 49 


此 时 又 得 两 解 

a=" a= 49 

b=1 b=1 

F b =2,H ab? +b +7 | Ta - b? 4 
4a+917a -4 


由 于 2(4a + 9) > 7a - 4, 故 只 能 4a + 9 = 7a — 4, 但 这 也 不 可 能 . 

综合 ( 1),( D O) 知 ,所 有 解 为 

(11,1),(49,1), (7k?,7k),(k € N) 

9. 设 z+1=ay+l1=bz+1l=c, 则 apic 二 2, 且 a,bocE N 

原 式 化 为 as + 1 = (a +1) ° 
对 四 式 两 边 取 modla + 1), 则 有 (- 1)° + 1 三 0(mod (a + 1)), FÆ b UEN. 

实际 上 , 若 6 为 偶数 , 则 a = 1 矛盾 . 


@D 式 ,h(a + (a! alt a t1) = (a+l),Bpa!l -a ?+ -atl= lat) 


° 
对 @ 式 两 边 取 modla + 1), 则 有 
1-(-1)+-- (-1)+1 = b= 0(mod (a + 1)) 
故 (a +1)16 
因为 5 是 奇数 ,所 以 a 为 偶数 
由 中 式 , 有 
aœ =(a+1) -1 
= (a+1-1)[(a +1) + (a +1)? + (a +1) +1] 
Bpa! = (atlD) t+(atl) ++(at+l)+1 图 
对 图 式 两 边 取 moda H 0=1+1+ +1 = c(moda). fka | c. 
所 以 c 为 偶数 
设 a = 24(k € N,t 为 奇数 ).c = 2d,(d € N). 
OREN 


20 = (2k) = (2 +1) -1 
= [Qh +1)4 + 1][ 2k +1) - 1] 
因为 ((24 + 1)4 + 1,(24 + 1)4 - 1) = 2, 于 是 只 有 下 面 两 种 情况 
(1)(26 +1)4 +1=2w,(24 +1) 一 1 = 222 th 2tu,2ku,(u,u) = 1,uv = +, 此 时 有 
2 + CYA 所 以 ,w= 1. 
于 是 ,(24 + 1)4 = 1 不 可 能 . 
(H (2e +1)4 + 1 = 261 (2% +1) 一 1 = 2 如 ,其 中 xn 满足 的 条 件 同 (| ). 
此 时 有 24 1 2 好, 即 24um 12 巡 ,所 以 ,上 = 1,v = 1 
从 而 ,2 = 297 — 2u’, Bp uè + 1 = 2-2 
故 w=16=3a=2c=2 
综 上 所 述 , 原 方程 有 唯一 一 组 解 z = 1,y = 2,z = 1 
10. 若 上 三 0, 则 应 有 zl9%(z — 1) = 1999 x 2000, TR z -1 > 0, 从 而 利用 z! + (x — 1) 为 
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单调 增 函数 ,可 知 只 能 是 > = 2000. 
若 z< 0,@ r=- yy > 0,l| y!%9(y + 1) = 1999 - 2000! ,注意 到 1999 为 质数 ,又 y 为 整数 ， 
故 1999 | y 或 1999 | y +1, 分 别 讨论 可 知 ,此 时 无 解 ,所 以 ,方程 只 有 一 个 整数 解 z = 2000. 
B 组 
1 解 : 当 m <48, AHCm, n) = (1.1),(3,3). 4 m 22 S BF, 5 : 1! + 2! + 3! + 4! = 3(mod 
5), Mk SSR}, k! =0( mod 5). TË m 2258, 1! +2! + ---+ m! ==3(mod 5) ,ÍB n?=0, + 1(mod 
5). 
2. 不 失 一 般 性 , 设 2: = e(t € N). 依 题 意 [30V2] = :+ 81, BB 
t+81 和 30Vi < t + 82 
转化 为 不 等 式 组 
£? -738t + 6561 < 0 
t? — 736: + 6724 > 0 
解 之 ,得 此 不 等 式 组 的 解 集 为 
Irit = 988727< t <729,: € N| 
故 只 有 + = 9,727,728,729 这 4 个 值 满足 题 设 ,从 而 原 方程 也 只 有 4 个 解 . 
综 上 所 述 ,得 原 方程 4 个 解 为 : 


z1 = laza = 3,23 = 让 log3728,z4 = 十 log3727 

3, 解 : 设 1< z < … < z, WE ri z, = zl+…+ zw. 我 们 有 

Zn (n= 1)! Kai z, = z+ == + z, < nz,,BBl(n — )1 < n,Ë n = 2 35% n = 3. 由 此 易 
知 解 只 有 zi = 1,zz = 2,z3 = 3 


= T= 
4. 原 方程 等 价 于 (z+ 2y)(z - 2y) = 3:x5, 即 等 价 于 | + 27 一 | Rha, 


z-2y= b 


b € Z,ab = 3* x $ 

为 使 = 5 y 是 整数 ,必须 目 只 需 a 55 b 除 以 4 有 相同 的 余数 , 数 。 可 能 为 上 3+ x 5" ,其 中 = 0,1, 
2,3,4,m = 0,1,2, 这 时 六 = 土 34X 5m, 

因为 与 4 - 有 相同 的 奇偶 性 ,所 以 二 (- 1)* 53 + (— 1 相等 ,从 而 土 3+ 与 上 34 除 以 4 的 
余数 相同 

又 因为 对 于 任 一 非 负 整数 ,5' 除 以 4 的 余数 都 是 1, 所 以 上 述 a 与 5 除 以 4 的 余数 相同 . 

因为 满足 ab = 3° x 5? WEM a,b 有 2 x 5 x 3 = 30 对 ,所 以 符合 要 求 的 整数 对 (z,y) 有 30 个 

5. 证 明 : 易 知 z,y,z 中 至 少 有 一 个 偶数 ,再 模 4, 推 出 z,y,z 都 是 偶数 , 设 z = 2z1,y = 2y, = 
2z1, 代 入 原 方 程 ,重复 上 述 论证 ,可 知 x1,y4,z1, 都 是 偶数 ,如 此 进行 ,推出 z,y,z 均 被 2 的 任意 正 整 数 
KEER RA z = y= = = 0. 

6. z - 1 < [r] <z, m 

a> ($-1) (4-1)+ (#-i)= a -3 

a< 呈 + 和 + 号 = 中 

MOa < 90. 

又 是非 负 整数 , 故 <>> (4-4) (#-2). (2 -4)aa <s 

由 题 设 可 知 ， 


ltk islig] 


且 | 生 |=0, 二 ,| 委 |=0, 志 ,地 ,| 等 |= 0. 于, 二 ,时 ,二 , 故 共有 (2x3x5) = 304. 


X 15i + 10; + 6k(i = 0,1,j = 0,1,2,k = 0,1,2,3,4) 


2 F£ L ad k Š Š 
7. 证 明 : 设 m = r,r 为 奇数 , 则 同 余 方程 有 解 x = Hy = 4H 
8. 我 们 证 明 : 若 n > 1,n € N, 则 方程 x(z + 1) = y 无 正 整 数 解 . 
显然 ,> 天 1, 设 靖 是 y 的 一 个 素 因 子 , 则 加 1z(z+1l) 
Xr=a,zr+1= 如 ,a,b 是 自然 数 ,显然 a < b. 
着 n>1,b" — a" = 1, 则 
(b-a)(0"!+ "22 + +a") = 1 
Bp b- a 2 1,p""l + b'2a +…+a"!>1, 蔬 盾 . 故 结论 成 立 . 
9. 证 明 ; 设 人 5 二 全 = (4 是 正 整数 ), 则 
a? + b? = q(ab + 1) 


© 


将 中 看 做 a,b 的 二 元 方程 ,显然 a。 = 5 将 推出 g = 1. 我 们 设 a > 5, 并 且 在 这 些 解 中 , 取 a 达到 最 


小 的 一 组 解 (ao,bo) .考虑 z 的 一 元 二 次 方程 
x? — qbox + bọ? -q =0 


@ 


CBAM r = ao, 另 一 解 是 ai = qbo- co, 这 是 整数 , 若 q 不 是 平方 数 , 则 aoa) = bo? -q 天 0, 故 


al 天 0, 若 al 是 负数 , 则 


aĵ — qboaı + bo? — q >- qboai -q> q - q = 0.55 z = al 是 @ 的 根 矛盾 .于 是 , 若 q 不 是 平方 


数 , 则 ai 是 正 整数 , 即 (bo,at) 是 QD 的 正 整数 解 , 且 
b2-q 好 -1 
Sb 
又 bo < ao, 故 (bo,a1) Æ O 的 “更 小 " 的 解 ,矛盾 .从 而 q 必 是 平方 数 . 
10. n = 18 a[b] = bla] 
B a,b 的 分 数 部 分 分 别 为 lal ,15| , 则 
allb]n +[lb} > n]) = blla]n +[laln]) 
HADR, Walldln] = b[lal n] 
lal < L,G n = 人 由 回 式 得 
a[kl|b|] = 0 


若 a 天 0, 则 由 回 式 ,得 16| < 士 ,于 是 当 a 为 整数 ( 即 1al = 0) H, UA b 为 整数 . 


同样 ,车 6 头 0, 且 151 <E Wla < + 
因此 , 当 a,b 都 不 是 整数 时 ,有 上 ,使 得 


i 
phH<lah < 1 


令 n=k+1, 则 
1<nlbl < EH <21<nlal <2 


Amh ORF a=b 
故 本 题 的 解 为 (0,a),(a,0),(a,a),a 为 任意 实数 及 (a,5),a,b 均 为 整数 . 


11. 证 明 ; 用 反 证 法 .假设 结论 不 对 ,我 们 在 所 有 面积 为 平方 数 的 色 股 三 角形 中 选取 一 个 面积 最 小 
的 , 设 其 边 长 为 = < y < =, 且 去 是 平方 数 .与 例 2 类 似 ,现在 必 有 (r,y) = 1. 因 za + 2 = z2, 故 存 


在 整数 a > b > 0,a,5 一 奇 一 偶 ,(a,5b) = 1, 使 得 (无 妨 设 为 偶数 ) 
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r= a - b2,y = 2ab,z = a? + b? 
由 于 十 zy = (a — b)(a + b)ab 是 平方 数 ,而 易 知 a b.a + 5,a 浅 两 两 豆 素 , 故 它们 都 是 平方 数 , 邵 
a = pþ?,b = @,a+b= u, a-b= v © 
FAVA u? - v? = 292, 即 (x - v)(u + v) = 20°. R u,v BERB, DAC - v)u + v) =2. FË u 一 
u fu + v 中 有 一 个 是 2r2, 另 一 个 是 (2s)2 ,而 g? = 4r ah O 8 
1 


P = a = 二 (+ = TUG + o) + (u — 921 


a 
= LUO) + Qs] = rt + 4st 
所 以 ,以 2.22. p 为 边 的 三 角形 是 直角 三 角形 ,其 面积 等 于 二 2 -22 = (rs)? 是 平方 数 ,但 


(G= G = Ë < (at bd)ab = Tay 

于 是 我 们 造 出 了 一 面积 更 小 的 勾 股 三 角形 ,矛盾 ! 

12. 设 3" = Z + Y IEP a Sy EROR x > y),k > 1,n 是 自然 数 ,显然 ,z,y 中 的 任何 一 个 
都 不 能 被 3 整除 . 

如 果 大 是 偶数 ,那么 Z 和 >/ 被 3 除 时 余数 都 是 1 这样, 区 与 的 和 除 以 3 时 余数 是 2, 而 不 是 3 的 
BEKE. TEMETI A 不 是 偶数 . 

MI k Ay B k > 1, 那 么 3" = (z + y) 

(zt -+ 六. 这 样 ,z+y=3”,m 过 1 

以 下 证 明 :n 之 2m 

因为 上 可 被 3 整除 , 取 ri = z$ ,ys = 将 代 人 后 ,可 以 认为 上 = 3, 这 样 ,z3+ y=3",z+y = 3". 

要 证 明 n > 2m ,只 要 证 明 z3 + y > (z + y) BREH z? - ry + 22 r+ y 

HF z > y+1,M 

a? -ax = z(z - 1) > zy 
(z - x- zy) + (ẹ}? - y) >20 


不 等 证 n > 2m 得 证 . 

由 便 等 式 (z + y) - (z3 + y?) = 3zy(z + y) 推出 

Fl 3- = zy o 
而 2m - 12 1,B n- m - 12 n -2m 2. 0 © 


因此 ,如 果 @ 式 中 至 少 有 一 个 不 等 是 严格 不 等 号 ,那么 D 式 中 的 左 端 可 被 3 整除 ,但 右 端 不 能 被 3 
整除 ,推出 矛盾 . 
如 果 m-m -1=a-2m=0, 那 么 m=1ln=2 且 3=2+18. 故 = 2. 


第 五 章 ”存在 性 问题 


A 组 
1. 提示 : 考 虚 边 长 为 3k,4k,5k 的 三 角形 . 
2. 提示 :注意 到 A,B - A.B 是 一 勾 股 数组 ,不 难 找 出 三 组 解 ,再 证 明 不 存在 其 他 解 . 
3. 提示 :考虑 模 4 


a.o [E Jln? DL A 所 得 的 商 , 即 


m= [A+ ro<r<a. 


z [F] aa -a-n © 
BRAZ n IN A = ,就 有 
nif] nti. 
于 是 ,以 "为 界 , 对 A WHE. 
2 


(1) 当 0< A<n 时 ,由 四 式 及 a1 [E] ma lar @ 
而 0<A-r<n @ 
ROSROFA WREE < A < n 的 A. 


Gss <A<ma[5]< 2 <, 

风 [ 吾 J+1< ntl © 
又 …n 1 [2] reme 

[a] i= nB © 


AHROR nB < n+l 
RM B = 1 时 ,此 式 成 立 . 


由 式 回 有 [ 宇 ]+1 = n, 代 人 中式 有 
n? = nA 一 (A~7). 则 


" nl @ 
若 1 关 rr < nn, 则 rr 一 1 < n 一 1,A 不 是 整数 . 


车 之, 则 5 二 之 1, 由 式 加 有 A 三 n.5A > n F. 
所 以 ,只 有 r = 1, 从 四 得 4A= n+1 
于 是 ,存在 惟一 的 A = n+ 1 满足 题 上 要求. 


5. 要 证 明 A(n) = 19x 8" + 17 是 合 数 ,就 要 考虑 ACn) 能 被 哪个 素数 整除 ,那么 ,对 于 不 同 的 应 


选取 哪个 素数 为 模 进行 讨论 呢 ? 这 要 从 简单 的 数 n 试验 着 手 . 


3 n = 0 时 ,A(0) = 36,8221 A(0),3 1 A(0). B% n >18, A(n) 是 奇数 ,所 以 选择 mod 2 不 


太 适 当 , 可 以 考虑 选择 mod 3. 


当 n = 1 时 ,A(1) = 19x8+17 = 169,13 | A(1) 

X n = 2 时 ,A(2) = 19 x 8 + 17 = 1233,3 | A(2) 

Ë n = 3 时 ,A(3) = 19 x 8° + 17 = 9745,5 | A(3) 

M n = 4 时 ,4(4) = 19 x 8° + 17 = 77841,3 | A(4) 

X n = 5 时 ,A(5) = 19 x 85 + 17 = 622609,13 | A(5) 

由 试验 可 知 , 其 一 , 当 n = 0,1,2,3,4,5 时 ,A(n) 都 是 合 数 ,它们 依次 有 守 因 数 3,13,3,5,3,13. 其 


KH n 是 偶数 时 ,A(n) 能 被 3 整除 , 当 nH 4k + 1 型 的 数 时 ,A(n) 能 被 13 整除 , 当 ” 为 4k + 3 型 的 
数 时 ,A(n) 能 被 5 整除 


于 是 ,我 们 可 以 对 不 同 的 n 选取 不 同 的 模 来 证 明 A(n) 是 合 数 . 
证 明 : 设 A(n) = 19x8" +17 

(1) 3 n = 2k(k € {0} U N) 时 

A(n) = 19x8" +17 = 19x 8% +17 

18 x 8% + 64t +17 

18 x 8% + (63 +1) +17 


" 
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== 0(mod 3) 
于 是 ,3 | A(2k). A(2k) 是 合 数 . 
(2) 当 n= 4k + 1(& € {0} U N) Bf, 
A(4k+1) = 19x8%1 + 17 
= 13x8%*1 + 6 x 64% + 17. 
= 13x8%*1+39x64% +9(65-1)2+13+4 
=9(- 1) +4 
= 0(mod 13) 
于 是 ,13 | A(4k +1), A(4k +1) 是 合 数 . 
(3) 当 "= 4k +3(k € iolUN) 时 ， 
A(4k+3) = 19 x8%*3 + 17 
= 20 x8%* _ g+ + 17 
— 512 x 642 + 17 
-2(65-1)* +15+2 
-2(-1)* +2 
= 0(mod 5) 
于 是 ,5 1 A(4k + 3),A(4k + 3) 是 合 数 . 
由 上 可 知 ,对 所 有 非 负 整数 n, Aln) 是 合 数 . 
6. 只 须 找到 n 个 连续 正 整数 ,其 中 每 个 都 至 少 有 两 个 不 同 质数 约 数 即 可 ,如 取 n 个 连续 正 整数 . 
a=[(n+D!Ë +k (k=2,3,-,n +1) 


显然, las ma = [Dr DI. J 
< X LEDE gy 


2 
ppl DIE, 


所 以 , HAARLE DUE + 1 的 质 约 数 .从 而 ,ok 至 少 有 商人 不 同 质 约 数 . 
B 组 

1. 提示 :问题 相当 于 从 数列 | "2 + 3| 中 选 出 一 些 项 ci ,使 a, 的 质 因子 整除 该 项 前 面 的 某 一 项 . 

2. 提示 : 作 变 换 y = z+u,z = r+. 

3. 此 题 有 两 个 关键 ,其 一 ,是 n = 2*"! 的 问题 ,因为 对 任意 一 个 给 定 的 正 整数 ,总 会 存在 人 ,使 
24 之 ”< 24, 本 题 是 na = 24-1. 因 此 ,24-1 恰 为 满足 这 个 不 等 式 条 件 的 一 个 整数 ,所 以 不 等 式 24-! < A 
< 2 是 一 个 出 发 点 ;其 二 ,是 2"! 能 整除 n RAR n th 2 的 因子 的 个 数 恰 为 2"-!, 这 又 是 一 个 出 发 点 . 

注意 到 n1 中 含有 因子 2 的 个 数 m 为 

"= [3] [a] [25] 

如 何 估计 上 式 呢 ?在 高 斯 函数 的 性 质 中 ,有 一 个 和 式 不 等 式 . 

[z]+[y]<[z +y] 


据 此 ,有 m< | (到 + 去 +…+ 动 i)] 
一 [.(- 去 )]- [r-z] 
CEMETI s <2 


Mm< [n-z] 


如 果 2"-! 能 除 n1, 则 由 上 式 必 有 m = 一 1, 从 而 ,Ei = LB n = 2 
反 过 来 ,如 果 n = 2:-!, 此 时 由 m 的 表达 式 
i aii 
m- [Fh [2] + [25] 
= 242+243+…+2+1 
mage 


=n-1 
即 n! 中 有 n 一 1 个 约 数 2, 故 2"! nt. 
4. 本 题 是 证 明 存 在 无 穷 多 组 相继 三 自然 数组 ,它们 的 素 因 数 的 个 数 是 递增 的 . 
解答 本 题 的 一 个 自然 想法 , 即 希望 w(n) 尽量 小 ,显然 ,n 是 一 个 素数 的 自然 数 备 , 比 如 n= 2* ,3 ， 
Silk € N) 等 等 ,就 必然 有 w(n) = 1. 但 是 ,是 不 是 对 于 每 个 素数 的 每 个 自然 数 赛 ,” 都 具有 题目 要 求 
的 性 质 呢 ? 
不 妨 以 2 的 等 进行 试验 . 
Wn= 24,E N 
= 1 时 ,w(2) = 1,w(3) = 1,w(4) = 1, 有 w(2) = w(3) = w(4) 
k = 2 时 ,uw(4) = 1,w(5) = 1,w(6) = 2 
有 w(4) = w(5) < w(6) 
k=5 时 ,w(32) = 1,w(33) = 2,w(34) = 2 
有 w(32) < w(33) = w(34) 
k = 6 时 ,w(64) = 1,w(65) = 2,w(66) = 3 
有 w(64) < w(65) < w(66) 
由 以 上 可 看 出 , 当 n = 22 时 ,对 w(n),w(n + 1),w(n + 2) 有 四 种 可 能 : 
wn) = w(n +1) = w(n +2) 
wln) = wln +1) < (n +2) 
wn) < wln +1) = w(n +2) 
wn) < wln +1) < wln +2) 
我 们 期 望 第 四 种 情形 出 现 ,那么 ,具有 哪些 条 件 的 上 才能 出 现 第 四 种 情况 呢 ? 
若 研究 wln) 与 w(n + 1), 这 时 只 有 两 种 情况 :w(n) = w(n+1) 及 w(n) < w(n+1). 为 了 研 
究 这 两 种 可 能 的 情况 , 先 做 试验 : 
假设 n= 2k € N 
k= 1= 2 是 ,w(2) = w(3) 
k=2= 2 时,w(4) = w(5) 
时 ,w(8) = w(9) 
= 2 时 ,w(16) = w(17) 
5 时 ,w(32) < w(33) 
6 时 ,w(64) < w(65) 
时 ,w(128) < w(129) 
= 23 时 ,w(256) = w(257) 
k = 9 时 ,w(512) < w(513) 
k = 10 时 ,w(1024) < w(1025) 
由 以 上 试验 ,我们 获得 什么 启示 呢 ? 
3 k = 3 和 A= 2 时 ,z(n) = w(n+1) 
HEIA k Z 2° Bt, wln) Z wln + 1) 
为 此 ,我 们 可 换 一 个 角度 去 思考 , 即 有 了 哪些 ,使 得 w(n) = wha +1) = 1? 
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我 们 需要 证 明 :是 否 当 且 仅 当 k = 3 及 所 有 的 & = 2°,q € |0| U N 时 ,n = 2 都 具有 w(n) = w(n 
+1)=1? 
如 果 这 个 结论 成 立 , 那 就 意味 着 存在 无 穷 多 个 n = 24( 只 要 不 具有 29 R k = 3 的 形式 ). 满足 
*e(n) < wn +1). 
证 明 : 设 = 2:, 则 w(n)=1 
问题 化 为 求人 ,使 这 (2 +1)= 1 
这 时 有 2 + 1 = p” 
其 中 p HERK, m HARM. 
对 m 进行 奇偶 性 分 析 . 
当 m 是 偶数 , 即 m = 21( € N) 时 ,有 
2=p"-1=p -1=(#-1X# +1) 
由 于 2 是 素数 , 则 y — 1 55 p' +1 EHE +52 -— 1483 2, RA 
g-is 
2(+1=4 
由 此 解 得 p= 3,1 = 1,p = 3,m = 2, 即 
2+1= 加 = 子 
因此 ,k= 3 
当 m 是 奇数 时 , 若 m > 1, 则 当 
2=p"-1 
=(p-1)(0” l+ n. + p+) 
及 加 + p”?+… + p+1 是 奇数 个 奇数 之 和 ,上 式 不 可 能 成 立 . 
因此 ,只 能 有 m = 1. 此 时 ,2 + 1 = p 
设 k = 2°. ,其 中 二 为 奇数 . 
车 r >1, 又 有 
p=2+1=2 +1= (2)r+1 
= 0(mod (2” + 1)) 
这 与 p 是 素数 相 蔬 盾 . 
所 以 ,只 有 r = 1, 即 上 = 2° 
由 以 上 看 出 , 当 且 仅 当 h = 3, 或 & = 2? 时 ,zw(24) = zw(24+ 1) 
至 此 ,我 们 已 证 明了 :存在 无 穷 多 个 kE N, k AIRE kA € l0 U N). 均 有 
w(2*) < w(2 + 1) 
下 面 的 任务 就 是 证 明 在 满足 w2*) < w + 1) 的 无 穷 多 个 n = 2* 中 存在 着 无 穷 多 个 ,同时 也 
满足 ww(24 + 1) < w(2: +2) 
用 反 证 法 
设 适合 w(2*) < w(2* + 1) 的 上 中 只 有 有 限 个 也 适合 ze(24 + 1) < w(24 + 2) 
这 样 ,可 以 找到 足够 大 的 ko = 2% ,使 得 对 每 个 
k= kot 1,ko +2, ,2ko ~ 1< 2%*1 
HA w(2* + 1) > w(2* + 2) 
= w[2(2-! + 1)] 
=1+w( +1) 
由 此 可 得 
w20 +1) S1 + w2? + 1) > -e ko — 1) + w(2to +1) > ko. 
因此 ,如 果 用 pi,p2,…, Ph (Pi < Pa < … < b) 表示 相继 ko 个 素数 , 则 
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226"! + 12 pipz Pe 
= Q x3x5x7x11):(pe" p.) 
> 45. 45 = 22 > 2-1 +1 
引出 矛盾 . 
所 以 ,有 无 限 多 个 ,适合 
w(2: +1) < w(2 +2) 
于 是 ,存在 无 穷 多 个 ,使 得 
w(n) < w(n + 1) < w(n + 2) 
S. 改 证 :存在 y,z E S, 使 
r+y=2z ° 
#x= 22 G TRAW). z, € 10,1,2,31, 取 t = Z ,由于 ter 多 一 位 , 则 z+4 的 首位 


< 


u=r+t= 2) uu € l0,1,2,3l 
< 
则 z=u-t= 2> (u - 14 
< 


设 要 找 的 数 为 = > y4iz D =4 则 外 式 等 价 于 
< 


< 


D (u - D4: = D (2z - y) 
£<. < 


Er -y = u - (3—4 i <m +1) @ 
对 每 个 ui 可 依 下 表 定 义 满足 式 @ AY yi zi: 


M yz E S 合 要 求 (注意 u; - 1 为 负 , 相 应 2z; - y, 为 负 ,不 影响 结论 ) 
6. 先 证 引 理 :对 任意 满足 d? 1 (cz + 1) 的 c,d € N.E b E N, 使 
a(d? +1) | (8? +1) ° 
ERE, d? 1 (2 + 1) 
“dil((ctdict+d)+1) 
又 (e+dzc+d32+1l=c(dz+l)+2c(d2+1)d3+d6+1 
(d? + 1) | (le + d?e +d’)? +1) 
Qb = c+ dèc + d’, B(a2,d2 + 1) = 1, 故 式 @ 成 立 . 
$d, = 2" + 1,C, = 2™(n = 1,2,…), 则 
C2+1=(d,-1DU%+1 
再 将 右边 用 二 项 式 定理 展开 , 知 
d? i (C+ 
由 引 理 , 令 b, = C, + d2C+ d},a, = d2( 因 |C,| Bid, ! 严格 递增 , 则 | an l Blb} 严格 递增 ), 有 
anlan + 1) | (bs + 1)(n = 1,2,--) 
7. 法 1: 归 纳 构造 合 要 求 的 无 穷 系列 {2 -3| (k = 1,2,…) 
令 n = 3, 归 纳 假设 nsnm 已 取 定 ,使 个 数 25 -3G = 1,2,…,) 两 两 互 质 . 设 这 大 个 数 
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的 全 部 质 约 数 为 pis D2» p (p. 2 2), 
ma = (pi = 1)(p2- 1) pa 1) +2 
为 证 2% 一 3 与 25 — 3(j = 1,2,…,) 互 质 ,只 须 证 
户 二 (200 一 3)( = 12m) 
事实 上 ,由 Fermat 小 定理 ,p; | (2 — 1) 
pi | (20 Dor DnD — 1) 
而 2% -3 
= 4[2(pr-D(P-D(ps-D -1]+1 
pi (2n - 3) 
法 2. 仍 ma = 3, 设 从 数列 |2" — 3) 中 已 取出 项 两 两 互 质 , 记 为 urruz, u. F 
ua = 26008 一 3 
这 里 u = uur u plr) 是 欧 拉 函数 . 
“(2,u) = 1, 故 由 Eurle 定 理 ,27(*) = 1(mod u) 
270 = 1(mod ui). (i = 1,2,",k) 
“uA Z= 2 — 3==— 1(mod wu) 
BD uya = Aml A; € N),Au; — usa = 1 
um) = 1 
8.(1)… 对 所 有 k,l(1<k<1<p), 有 Ni - N, = (L-k) ppr” pri 
“Ni - N, 的 全 部 质 因 子 均 小 p,. 
所 以 ,p, pa Pa 均 不 是 | N,N,,…, Ny | 任 两 个 整数 的 公 因数 . 
n 一 了 十 1 个 质数 pr, Pris Pa 中 每 个 数 均 至 多 是 Ni,N，,…,N。 的 一 个 因数 , 且 户 > n - r 
+1 
"存在 N (1< j < p,), 使 得 pr, pris, Pa IRER N. 
由 N, 的 定义 知 ,pi,p2,…，,p,-1 也 均 不 整除 Nj. 故 pi + Ni = Jipa 1 一 1,Vi=1,2,…,n. 中 
(2) AR O 有 
Pani Sjpipr Pra — 1 < pip" p, @ 
Wr <4,MWf72 p >n-r+12n-3 
ED ”< 10, 矛 盾 , 故 r > 5 
由 归纳 法 , 易 证 p- >r +2,V r >5, Wí 
rSp-i-2<n-(r-1)+1-2=n-r 


RIE, pipri p, < Pri Priz Pa © 
ARO, OH n > 10m, 
Pini < (Pipro p)? < pipr Pa @ 


易 验证 , 当 n = 4,5,…,9 时 , 式 @ 也 成 立 ,但 n = 1,2,3 时 , 式 @ 不 成 立 . 
综 上 ,可 得 对 V m 过 4, 有 bhri < pip2 pm 


第 一 章 ”集合 映射 ”映射 法 


A 组 


1. 解 :最 大 体积 是 号 3. 

因 三 角形 两 边 之 差 小 于 第 三 边 , 按 题 设 数据 ,一 边 是 2 的 三 角形 ,其 余 两 边 只 可 能 是 : 

(A)3,3; (B)5,5; (C)4,5; (D)3,4. 

从 而 , 题 设 四 面体 中 ,以 2 为 公共 边 的 两 个 侧面 三 角形 的 其 余 两 边 只 可 能 有 下 列 三 种 情形 : 

ONA) 与 (B), 这 时 ,在 图 I-D- 6- 1( 左 ) 所 示 平 面 四 边 形 
ABCD 中 ,把 人 ABC 沿 AB 边 折 押 ,使 得 CD = 4, 可 得 题 设 四 面体 ;由 
对 称 性 ,这 样 的 四 面体 只 有 一 个 . 因 3+ 和 =5, 故 CD L AC,CD | 
BC ,因而 CD 就 是 这 个 四 面体 以 ABC 为 底面 时 的 高 ,所 以 体积 V, = 


4 B 
samc: œ = 县 
(2)(A) 与 (C) ,这 时 由 对 称 性 ,两 个 平面 四 边 形 ACBD 沿 AB 边 CST A 
HAE CD = 5. 得 两 个 题 设 四 面体 ,它们 体积 相等 , 记 为 Vy. 因 22 + 
2 < s, MW ZABD 为 钝 角 , 即 BD 与 面 ABC 斜 交 , 所 以 V < BD 图 IT-D-6-1 


.Samc = $ Sane = Vi 

(3)(B) 与 (C) 这 样 的 四 面体 也 有 两 个 ,体积 也 相等, 记 为 V3, 则 V< LCD. Saw = Saaw < 
JAD- AB=3< $4 = V, 

2. WEI :3 B, C 分 别 作 AC,AB 的 平行 线 交 于 吕 , 则 ABCD 为 一 平行 四 边 形 ,用 两 组 分 别 平行 于 AC 


及 AB 的 直线 把 它 分 成 9 个 全 等 的 小 平行 四 边 形 , 它 们 每 个 的 面积 都 是 总 , 设 M,N 是 BC 的 三 等 分 点 ， 
分 两 种 情况 讨论 : 


(DE P ÆBM E, Same > Sanc = + Somm = $ 
同 理 , 若 已 在 NC 上 , 则 Sapra > + 


wa H — D- 6 -2(1) 
(2) # P ÆMN 内 (如 图 下 -D-6-2(2))， 


EG E E 
则 图 中 带 阴影 的 各 平行 四 边 形 面积 相等 , 即 ol = AE A ç 
02 = o5, BVA Sonar = Si + Sa + Sy + as = S, \V 
4 4 > F' 
tlta) tS = 4 + s. >+ = VN Ñ 


3. 解 : 若 满足 题 设 条 件 的 直线 族 存在 , 则 由 w @ 
(I) 82 HIRNY -1 = k, (2-1), i a, =1 


一 二 ,bn = 1 k, k £0. MRC) kkas 
> 0, 即 诸 k, RESHIT, ARC) kasi = an 5b。 = k, -È 


kn 
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P b, > 0 时 ,数列 1&,i 单调 弟 契 而 有 下 界 0 

当心 < 0 时 ,数列 | 单调 递增 而 有 上 界 0 

所 以 n 一 时 ,和 ARREN k, FEH limk, = lim (k, -下 ), 即 上 = k — 二 ,但 这 是 不 可 能 
的 ,所 以 满足 题 设 条 件 的 直线 族 不 存在 . 

4. 证 ; 设 坐 标 平面 上 任 两 不 同 整 点 A(a,6) 和 B(c,d), 分 三 类 情况 讨论 ， 


(Da Z c,b 2 d 8 M(T-(a +e), 十 (6+4)),AB 的 中 季 线 方程 为 y- 直 (b+ a) = 


-a 
£4(y 


-二 (a+o)) 


(2)a = cb 关中 点 Mla, (b + d)),AB PERTEN y = (b + d) 


(a 天 cb = d PÄ MO (a + c),b), AB 的 中 生 线 方程 为 z = 二 (a + c) 


显然 ,只 有 在 上 述 三 类 直线 上 的 点 才 有 可 能 到 平面 上 某 两 整 点 的 距离 相等 , 若 取 P(/2,/3), 则 必然 
不 在 上 述 三 类 直线 上 , 即 P(V2,V3) 到 任意 两 个 不 同 整 点 的 距离 都 不 相等 , 现 将 所 有 整 点 到 点 已 的 距离 
从 小 到 大 排 成 一 列 :d1,d2,d3,…, 显 然 , 以 P 为 图 心 ,以 di ,da,ds,…, 为 半径 作 的 同心 圆 集合 即 为 所 
*. 

5. 解 令 S= 112…,141,S = l1,2,---,101 

T = |(a1,a2,a3) | a1,a2,a3, E S,az - a 23,as - az 2 3| 

T = (ao az az’) l ai ,az say, € S',a( < ay < as 作对 应 (alyuz,as) 一 (aa ay), 
这 里 ar = ayay = aa -2,a = az - 4(a1,a2,a3 € T) 

容易 验证 这 是 工 与 T 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,从 而 1 T |= T 1, 从 而 问题 转化 为 求 | T | , 即 为 在 
S 集中 选取 三 个 不 同 元 素 的 组 合 数 Cio. 

6. 解 〈 工 )S, 的 子 集 有 2" 个 ,可 分 为 两 类 :CD 不 含 元 素 1 的 子 集 (包括 2), Q 含有 元 素 1 的 子 集 ， 
对 @ 中 任 一 集合 又 ,对 应 着 O 中 的 集合 X, = X, U 11| ;反之 ,@ 的 任 一 元 素 zi 都 是 Q) PHTK z 
的 象 ,并 满足 zl = z, U 11|, 且 O 中 不 同 集合 也 对 应 着 @ 中 不 同 的 集合 ,因此 O, O 的 集合 可 建立 一 
一 对 应 ,又 若 X 是 S. 的 偶 子 集 , 则 X, U 11| 是 奇 子 集 ;反之 , 若 XI 是 奇 子 集 , 则 X, U 111 是 个 子 集 ， 
因此 S, 的 奇偶 子 集 均 为 2"…! 个 . 

(H) A,(B,) R S, 中 全 体 奇 ( 偶 ) 子 集 容量 之 和 ,又 a, lbn) 表 S, 的 奇 ( 偶 ) 子 集 的 个 数 . 

(i) 车 n(n S3) 为 奇数 , S, 的 所 有 奇 子 集 可 由 下 列 两 类 子 集 组 成 :DS,_, AFROS,- 的 每 
个 偶 子 集 与 集 1n| 的 并 ,于 是 A, = A,-1+ (Bi+ bs-1) = Ani + Bp-i + n 2"2. 类 似 可 得 B, = 
An-1 + Bp-i + n*2"2, 因 此 A, = B,- 

(i) # n(n 24) 为 偶数 , S, 的 所 有 奇 子 集 可 由 下 列 两 类 子 集 组 成 :D S，; HARTE: OS,- 
的 每 个 奇 子 集 与 集 |nt 的 并 ,于 是 A。 = Ani + (Ani +n an1) = 2An-1+ 22. 类 似 地 可 得 p, 
=2B,-ı + n 2 由 (| ) A-1 = B,-a- P A, = B,, 故 对 任何 nn 之 3,A, = B,- 

(H) 设 X ES, 的 补 集 为 叉 , 则 x 55 X 的 容量 之 和 等 于 S, 的 容量 , 即 1+ 2+ +n = ncn + 


1) ,因此 S, 中 所 有 子 集 的 容量 之 和 是 2“ “n(n +1)=2"2.n(n+1), An = Bn, 故 三 3 时 、 
n = 2" 3 n(n + 1). 
B 组 
LA ”分 两 种 情况 讨论 ,(1) 如 果 存在 甲 队 , 甲 胜 A, 又 胜 B, 则 对 甲 .B 两 队 来 说 ,由 于 甲 胜 也 ,而 
且 有 及, 它 胜 B 负 于 甲 ,所 以 由 @ 至 少 有 一 队 乙 , 它 胜 甲 而 负 于 B, 取 乙 为 C, 甲 为 D 队 , 即 获 所 证 . 
《2) 车 存在 甲 队 , 甲 负 于 A, X f + B, 则 对 和 A、 甲 两 队 而 言 , 仿 (1) 推理 ,至 少 有 一 队 乙 , 它 胜 A 负 于 
甲 , 取 甲 为 C 队 , 乙 为 D 队 即 可 . 


(3) 如 果 (1),(2) 两 种 情形 不 出 现 , 则 其 余 P — 2 个 队 中 每 一 队 或 者 胜 A 负 于 B, 或 者 胜 B 负 于 A. 
HT P - 223, Bi ©, t A fi T B 的 队 数 大 于 等 于 胜 B 负 于 A 的 队 数 ,所 以 胜 A fh + B 的 队 数 大 
于 等 于 2, 由 此 知 ,至 少 有 两 队 甲 . 乙 都 胜 A 负 于 ,对 甲 , 乙 来 说 或 者 甲 胜 乙 ,或 者 乙 胜 甲 , 若 甲 胜 乙 , 取 
甲 为 C 队 , 乙 队 为 DD 队 ; 若 乙 胜 甲 , 取 甲 为 DD 队 , 乙 为 C 队 , 两 者 都 合 要 求 . 

2. 证 : 设 人 ABC 中 ,人 A = 90°,ZB = 60°,ZC = 30°, Ñ A1,A2, A3; B1, B2, B3; C1, C2, C3 分别 
T AB, BC, CA 的 四 等 分 点 ,下 面 作 三 级 分 类 讨论 : 

(O) 点 A,B,C 同色 时 ,结论 显然 成 立 . 

(2) 点 A,B,C 异 色 时 , 记 A 为 红色 ,写作 A( 红 ) ,其 余 各 点 染色 记号 类 同 

(1)A( 红 ),B( 红 ),C( 蓝 ) 时 ,由 人 ABC co 人 BiBA co AGBC co ACG,;AAs V AAA3Bi o 
A AAC; co AC;B;C co AA;AB; 知 , 若 结论 不 成 立 , 则 有 Bi( 蓝 ) — C3( 红 ) — A3( 蓝 ) 一 As( 红 ) 一 
Caz( 蓝 ) 一 Bs( 红 ) — A( 蓝 ), 这 与 A( 红 ) 矛盾 . 

(DA( 红 ),B( 蓝 ),C( 红 ) 时 ,由 A ABC co 人 BiAC co AA3BB1 co AAGA; co ACOB, co 
A C;B;C co A ABB; 人 AA2C; 知 ,着 结论 不 成 立 , 则 有 Bi( 蓝 ) — A3( 红 ) — C3( 蓝 ) 一 Car) 一 
Ba:( 蓝 ) — A2( 红 ) — A( 蓝 ), 这 与 A( 红 ) 矛盾 . 

(而 )A( 红 ),B( 蓝 ),C( 蓝 ) 时 ,又 分 两 种 情形 : 

(a) 当 Bi( 红 ) 时 ,由 公 ABC o ABBA co A B;C;Cco AAA;C; AABB: 81, RERE, 
则 有 B:( 蓝 ) 一 Cz( 红 ) -> Az( 蓝 ) 一 B( 红 ), 这 与 BOE) 矛盾 . 

(b) 5 Bi (E) R}, hi AABC o ACB, Co AC,AAs Go 和 AsBB! 知 , 若 结论 不 成 立 , 则 有 C3( 红 ) 
一 A3( 蓝 ) -> B( 红 ), 这 与 BOE) 矛盾 . 

3. 解 :如 图 H - D - 6 - 3 所 示 的 七 点 间 连 有 九条 线段 满足 条 件 ( Í ) 

不 让 任何 满足 要 求 的 连 线 至 少 要 连 9 条 线 . 


图 TI-D-6-3 

(1) 设 有 一 点 A 至 少 引出 4 条 线 ,考察 其 余 6 点 的 连 线 ,6 点 间 共 可 组 成 20 个 不 同 的 三 点 组 , 按 题 中 
要 求 ,每 组 三 点 间 至 少 连 有 一 条 线 , 共 20 条 线 (包括 重复 计数 ) ,每 条 线段 恰 出 现 于 4 个 三 点 组 , 故 必 有 5 
条 不 同 连 线 , 此 时 至 少 有 9 条 线 . 

(2) 设 有 线 最 多 的 一 点 A 引出 3 条 线 , 设 为 AB,AC,AD, 因 E,F,G 三 点 均 与 A 无 连 线 , 故 三 点 中 
的 任何 两 点 间 均 有 连 线 . 

(1 ) 若 下 ,F,G 中 有 一 点 与 B,C,D 均 无 线 , 则 B,C,D 三 点 中 的 任何 两 点 都 有 连 线 . 

Ci) 车 EE,F,G 每 点 都 至 少 与 B,C,D 之 一 有 连 线 , 则 也 至 少 有 3 RR. 

综 上 ,符合 要 求 的 任何 连 线 法 至 少 连 9 条 线 . 

4. 解 ”答案 不 能 一 下 子 看 出 来 ,可 先 试验 .我 们 按 从 小 到 大 分 组 的 原则 来 处 理 . 

Ar :1,2,3,4,5,7,9,11,13,48,60,72,80,84,90， 

Ay':6,8.10,12,14,---,47,49,---.,59,61,---,71,73,---,79,81,82,83.85,---,89,91,---95. 

容易 看 出 ,无论 96 属于 A TEA ,都 将 出 现 三 个 数 ,其 中 两 数 之 积 等 于 第 三 数 (2 x 48 = 96,8 x 
12 = 96) ,下 面 用 反 证 法 证 n = 96 为 所 求 . 

设 11,2,…,961 = A) U A2,A1 N A; = 纪 , 并 且 Ai(i = 1,2) 中 任意 两 个 数 的 积 都 不 在 A 中 . 

不 妨 设 2 € Ai: ` 

Æ 3,4 € Al, 则 6,8,12 € A2,48 € Al,96 无 论 在 A R A; 中 , 均 有 等 式 2x 48 = 96 或 8x 12 = 
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96,#'8. 

33 € Al4E A2, 则 6 € A2,24 € A1,48 E A2,8 € Az, (3 x 8 = 24) fB 48 = 6 x 8 F. 

3⁄4 € A,.3€ Azs, 则 8E€ A2,24 € A1,96 € A;,32 € Ai,( 因 3x32 = 96),16 € A2,48 € A), 
但 48 = 2x 24 矛 盾 . 

若 3E A2,4€ A2, I] 12 € A1,6 € A2,24 € Az, 但 24 = 4 x 6 F. 

所 以 总 有 一 个 A; 中 有 两 个 不 同 的 数 ,它们 的 积 仍 在 A H. 

其 次 ,由 前 面 的 A RA 知 95 不 再 具有 题 述 性 质 . 

5. 解 (1) 设 正 整数 K 能 使 集合 Z 分 成 满足 题 中 要 求 的 子 集 A 与 B, 则 乙 中 所 有 元 素 之 和 为 偶数 . 


4 
即 > (1990 + n) = 19900 + 1) + -FRC + 1) 为 偶数 .于 是 必 有 A(A+ 1) = 0(mod4). 由 此 可 知人 二 
0(mod4) 3È k = 3(mod4) . 换 句 话说 ,k = 4m + 1 55 k = 4m + 2(m = 0,1,2,…) 都 不 是 本 题 的 解 . 
(2) Ë k = 3(mod4),W 4 | (k + 1), 故 只 须 令 
A= |1990 + jsj = 4m,4m + 3,m =0,1,…,[ 专 ]| 


B= |1990 + jsj = 4m+ 1,4m +2,m = 0.1…,[ 生 ] 
即 可 ,所 以 对 所 有 非 负 整数 m k = 4m + 3 都 满足 题 中 要 求 . 
(3) i k = 0(mod4), k = 4m, 因 Z 的 项 数 12 | 为 奇数 , 故 A 121 有 1, 不 妨 设 1A1>1B1， 


2" 
于 是 有 1 A !> 2m + 1, | B IS 2m .这样 ,A 中 元 素 之 和 不 小 于 2 (1990 + n); B 中 元 素 之 和 不 大 于 
= 


= 了 = a 
2 (1990 + m) .由 此 即 得 >)(1990 +n) < $3 (1990 + n) = (2m)? + Èa n. AEI 2m? > 995, 
EE = "A £ 
解 得 m > 23, > 92. 

FUE, k = 0(mod4) H k > 92 it, Z 存在 满足 要 求 的 分 解 ( 即 充分 性 ). 

M k = 92 时 ,由 (2) 可 令 A, = |1990,1991,---,1990 +46], B, = 11990 + 47,1990 + 48，…,1990 + 
921 .两 集 元 素 之 和 分 别 为 Sa, = 1990 x 47 + 1081, Sa, = 1990 x 46 + 1081 + 2116, Sa, ~ Sa, = 126. 

再 令 A = A, U 12053} - 119901,B = Bı U 11990] - [20531 , 则 集合 A MB 即 为 满足 要 求 的 分 
m. 

当 > 92 时 ,我 们 将 前 93 个 数 分 组 如 上 ,而 将 后 面 的 k — 92 = 4m 个 数 每 相 邻 四 组 按 (2) 的 办 法 

处 理 即 可 得 满足 要 求 的 分 解 . 

综 上 可 知 ,所 求 的 人 为 上 = 4m + 3,m = 0,1,… 和 k= 4m,m = 23,24,…. 

6. 证 车 不 然 ,从 圆周 上 任何 一 个 黑 点 出 发 , 沿 任何 方向 的 第 ~ 1 个 点 都 是 白 点 ,因而 ,对 于 每 一 
个 黑 点 ,都 可 得 到 两 个 相应 的 白 点 ,这 就 定义 了 一 个 由 所 有 黑 点 到 白 点 的 对 应 ,因为 每 个 黑 点 对 应 于 两 
个 白 点 , 故 共有 2n 个 白 点 (包括 重复 计数 ), 又 因 每 个 白 点 至 多 是 两 个 黑 点 的 对 应 点 , 故 至 少 有 个 不 同 
的 白 点 .这 与 共有 2n - 1 个 点 矛盾 , 故 知 命题 成 立 . 

7. 解 (I) 延 长 AB 至 B',AC 至 C”, 使 1 BB'1=1CC'1= È | BC1. 作 出 人 AB'C' 的 n+1 格 


点 阵 (图 略 ), 边 BC 上 有 n+2 个 点 ,依次 编号 为 0,1,2,…n +1. 在 人 ABC 中 边 长 为 二 1 BC | HWW 
可 以 按 边 不 平行 于 BC,AC 与 AB 分 成 三 类 ,容易 看 出 ,这 三 类 中 萎 形 个 数 相同 , 边 不 平行 于 BC 且 边 长 
为 二 | BC | 的 所 有 姜 形 集合 记 作 S. 由 正 整数 1,2,…n 组 成 的 所 有 有 序数 对 (i,j) ,i < j 所 构成 的 集合 


WE T, 很 明显 | T 1 = Ch REE EFGH € S ,延长 它 的 两 条 邻 边 HG 与 GF ,分 别 交 BC 于 点 i 与 j， 
1<i< jn, 则 (i,j) € T, 令 (i,j) EEE EFGH 在 S 到 本 的 映射 p 下 的 像 ,这 样 便 建立 了 S 到 了 


的 映射 9, 容 易 验证 ,yp 是 一 一 映射 ,因此 1S1=1T1= C3 所 以 所 求 的 边 长 为 二 1 BC | 的 菱形 个 数 为 
30: 
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( ll ) 将 平行 四 边 形 按 边 不 平行 于 BC、AC 与 AB 分 为 三 类 ,这 三 类 的 平行 四 边 形 个 数 应 相同 . 边 不 
平行 于 BC 的 所 有 平行 四 边 形 集合 记 作 V. 非 负 整数 0,1,…n + 1, 构 成 的 所 有 有 序 四 元 数组 (i,j,&,/)， 
0 三 i<j<k< 1 三 n+ 1 构成 的 集合 记 作 W ,很 明显 | W | = Che B a Æ V 中 平行 四 边 形 ,延长 
它 的 四 条 边 ,分 别 交 BC 于 点 i,j,k,1, 其 中 0 过 i<j<kn+1, 则 B= (i,j,k,1) € W, 令 B 是 
a fE V 到 W 的 映射 p 下 的 像 ,这 样 便 定义 了 V 到 W 的 一 个 映射 p, 容 易 验证 ,yp 是 一 一 映射 . 则 | V | = 
1 W 1= C%42. 故 所 求 平行 四 边 形 个 数 为 3C3,，. 

8. 证 ”对 于 M 的 任 一 十 元 子 集 T, 若 存在 K € T, 使 得 FT NIKI) = K ,就 称 了 为 “好 集 ”. 

作 映 射 fR T— T\ 1K1,(K € T), 则 这 个 映射 显然 是 一 个 从 所 有 好 集 的 集合 到 M 的 九 元 子 
集 的 集合 单 射 , 从 而 好 集 工 的 个 数 < Ch. 

又 M 的 十 元 子 集 的 个 数 为 C 思 , 且 CH > Co ,所 以 M 中 必 存 在 一 个 十 元 子 集 不 是 好 集 , 也 就 是 存在 
一 个 十 元 子 集 T, 对 于 任何 KE T, 都 有 f(T NIKI) 天 天- 

9. 解 ” 设 朋友 最 多 的 人 有 KTA, BR, k >m, ği k > m, 设 A 有 k 个 朋友 B1,B,,…,Bi, 并 
WS = 1B1,B2,…,Bl. 

设 B. B; ina 是 从 S 中 任 取 的 m -1 个 元 素 , 则 A ,Bi ,Bi,,…,B;， ,这 m 个 人 有 唯一 的 一 
个 公共 朋友 , 记 为 C;, 因 C, 是 A 的 朋友 , 故 C, € S, 这 说 明 :S 中 的 每 m - 1 个 元 素 对 应 着 S 中 的 唯一 
Ren TOE: 

LH |B, B, B | IB. B, B ,1, 且 1A,B; i 51A,B, 0e 
唯一 的 公共 朋友 分 别 为 G.C, € s, WARG # 0, 否则 |Bi,,B;,， `B, JU IB. „B, 
少 有 个 元 家 ,而 它们 至 少 有 两 个 朋友 A MC 此 与 已 知 不 居 .这样 一 米 ,我 们 上 述 的 对 应 是 一 个 单身 
因此 S 中 的 m - 1 元 子 集 的 个 数 CR-: < 天 ,但 mm 之 3 时 ,mm - 1 之 2, 这 时 CF-! > C = k. EFIR. 
这 说 明 > m 不 能 成 立 . 

故 朋友 最 多 的 人 的 朋友 个 数 的 最 大 值 为 m. 


第 二 章 “ 抽 层 "、“ 容 斥 ” 与 “极端 ” 


A 组 

1. 证 明 : 因 为 取出 来 的 有 51 个 数 ,所 以 抽 层 的 个 数 要 少 于 51 个 ,并 且 抽 层 内 所 装 的 数 的 性 质 要 求 
其 中 的 任何 一 个 是 另外 一 个 数 的 整数 倍 . 

因为 任何 一 个 正 整数 都 能 表示 成 一 个 奇数 乘 2"( 其 中 ”为 0,1,2,……, 且 规定 29 = 1) ,这 种 表示 是 惟 
一 的 ,所 以 我 们 可 把 1 ~ 100 的 正 整数 分 成 如 下 50 个 抽 屋 : 

(D1,1x2,1x22,1x2,1x24,1x25,1x25; 

(2)3,3x2,3x22.3x23,3Xx24,3X25; 

(3)5,5 X 2,5 x 2,5 x 23,5 x 24; 

(4)7,7 x 2,7 x 22,7 x 23; 

(5)9,9 x 2,9 x 22,9 x 23, 

(25)49,49 x 2; 

(26)51; 

(50)99. 

这 样 ,1 — 100 的 正 整数 无 重复 ,无 遗漏 地 放 进 这 50 个 抽 层 内 了 . 

从 这 100 个 数 中 任 取 51 个 数 ,也 即 从 这 51 个 抽 层 内 任 取 51 个 数 ,根据 抽 层 原则 ,其 中 必定 至 少 有 
两 个 数 属于 同一 个 抽 层 ,显然 ,在 同一 个 抽 层 内 的 两 个 数 中 的 一 个 是 另 一 个 的 整数 售 . 
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2. 证 明 :由 于 任何 一 个 实数 均 在 两 个 连续 整数 之 间 , 则 < ia < k; +1. (k; € Zi = 0,1,2,…， 


n), BNOS ia — k; < 1ER RILO, 1) 分 成 ”等 分 ,得 到 个 子 区 间 [0, 工 ),[ 于 ,之 ),…,[ 于 了 1,1), 于 
是 由 0 二 ia — k, < 1 得 到 0,a -A,2a — kz na 一 如 这 n+1 个 小 于 1 的 非 负 实数 分 别 在 这 个 子 
区 间 中 ,至 少 有 两 个 数 sa- k, Mta - k,(0 < 上 < sS n) 属于 同一 子 区 间 , 即 1(w — k.) (ta — k.) 1< 
1 


*%s- r= pah. - h =q WEI pa- q< E 

3. 解 : 设 A, 是 不 大 于 10° 且 能 被 整除 的 正 整数 集合 (k = 3,5,7) , 则 
1A31= c% = 333333 

145 != [车 ] = 2000000 


1471= [与 ] = 142857 


= 28571 


1A3N As N A7 1= [I] = 9523 
由 容 斥 公式 可 得 不 大 于 10 且 能 被 3,5,7 之 一 整除 的 正 整数 的 个 数 为 

TA3U AsUArl=1 A3l+tl As +| Az l-1 A3 N As 1-1 A3 N A7 l=1 As N A7 1+! A3 N As 
N A! 

= 333333 + 2000000 + 142857 — 66666 - 47619 - 28571 + 9523 

= 2342857 

4. 解 :小 于 1000 的 所 有 正 整数 集合 记 作 A , 则 | A | = 999, A 中 被 整数 整除 的 所 有 正 整数 集合 记 
fE AL W As N À; 是 A 中 即 不 被 5 整除 也 不 被 7 整除 的 所 有 正 整数 集合 ,由 筛 法 公式 

14smna1=141I-14s51-1471+145mA1 

我 们 容易 算得 


1451= [989] = 199 


1A; 1= [°P] = 142 
1AsN Arl= [SX 
所 以 


IA, N À; 1= 666 2S7 

5. W0 I -D-3 - 4, 可 设 ERIH A 题 的 人 数 ;y 是 只 解 出 B 题 的 qa 
人 数 ;< 是 只 解 出 C 题 的 人 数 ;为 只 解 出 A,B 二 题 的 人 数 ;uw 为 只 解 出 A、C 二 是 
的 人 数 ;u 为 只 解 出 B.C 二 题 的 人 数 ; 为 同时 解 出 A、B、C 三 题 的 人 数 . 

由 题 意 ,在 没有 解 出 A 题 的 人 数 中 , 解 出 B 题 的 人 数 是 解 出 C 题 人 数 的 2 倍 ， 图 1 -D-3-4 
y+ = 2(u+2), 

即 y = 2z+u 

Xr=u+t+u+1l 


eee 


工 =y+z 
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把 四 代入 轿 得 r=3z+u @ 

由 @,@,@ 得 utt+tumt+ltytz+r=3r=33z+o) 

Muv+tt+wtyt+tztz+u=3xr-l+u=3(3z+u)+u-1=25 

所 以 3(3z + u) + u = 26 

BP 9z + 4u = 26 

9< << 2-5 

经 验证 , 当 z = 0,1 时 皆 与 题 意 不 合 ,而 = = 2 时 ,u = 2,y = 6,z = 8, + w + t = 7, 符合 题目 
要 求 . 

答 :只 解 出 B 题 的 学 生 是 6 个 人 . 


6. 解 : 设 8 张 卡片 任意 排 成 一 行 的 情况 为 S, 则 1 S | = ma mika A 的 卡片 相 邻 的 情况 


7 


为 Al, 两 张 字母 B 的 卡片 相 邻 的 情况 为 A2, 则 | A 1= 1 Az 1= F. 


两 张 A 和 两 张 B 分 别 相 邻 的 情况 为 A N Az, ! A, A; 1= P$ 
相同 字母 都 不 相 邻 的 情况 为 A N A; W 


1A.NA21=1SI-(IAl+l A21)+1 A; N A2! 
ZPP Pt. El š 
=m (Pt Pi): t= 96 
即 符合 题目 要 求 的 排 法 有 5760 种 . 


7. 解 : 设 A 为 四 封 信 装 人 四 个 信封 的 所 有 可 能 装 法 的 集合 , 则 | A | = 4! 

现 把 信 繁 与 信封 分 别 编号 1,2,3,4, 并 设 Ai(i = 1,2,3,4) 为 i HAERE i 号 信封 的 所 有 可 能 的 
装 法 的 集合 , 则 | A; 1= (4-1)! = 3! 

1A N Al =l A N As l=1A NA =1AN A! 

=IA; A I=IA, f AI=2! 

IA Q AAY ANANA ANANA ANAN A= 

ANANA QAI=1 

由 得 法 公式 

IAnQA;nA nA, I=A-2 IA l+ DIANA- X> _ JANANA I+ 

= g< 1i ra 
LA N Az QA DA! 
=4!-4x3!+6x2!-4xll+1=9 

答 :每 个 信 签 都 不 在 自己 对 号 的 信封 中 的 排列 为 9. 

8. 证 :以 下 以 英文 字母 表示 选手 ,用 MA 表示 A 的 对 手 集 ,并 假定 A 是 赛 过 场次 最 多 ( 若 有 并 列 的 可 
任 选 一 名 ) 的 选手 . 反 设 命题 不 成 立 , 则 存在 B € Ma, 对 此 BEC & MA 使 得 去 掉 A 后 ,B、C 的 对 手 
集 都 相同 .( 若 不 然 , 对 任何 B € M,C & Ma EH A Jš B.C 的 对 手 集 都 不 同 ,那么 命题 将 为 真 ,因为 
当 B.C 同属 于 Ma 或 同 不 属于 MA 的 情况 去 掉 A Jš B.C 的 对 手 集 也 必 不 同 ) ,从 而 B & M. 

再 考虑 上 述 C & M4, 又 存在 DE,D € Mc,E & Mc, 使 去 掉 C JS D.E 的 对 手 集 相同 .…A & 
Mc,…D 不 是 A,“…“D € Mc,-.B € Mp. -.B € Mg, C & Me, MER A B,C 的 对 手 集 相同 , 即 
然 EE Ms 而 E & Mc, 必 然 E = A. 

于 是 Ma = Ms = Mp/1Ci, 即 MA 比 Mp 少 一 元 素 C,A 不 是 赛 过 场次 最 多 的 选手 ,此 与 对 A 的 假 
设 矛 盾 .命题 得 证 . 

9. 证 :由 a; = 1,a2 = 2 及 递 推 公式 知 cs,an+lyas+z 的 奇偶 性 只 有 三 种 : 

奇偶 \ 奇 ; 偶 \ 奇 , 奇 ; 奇 奇偶 . 注意 到 al = 1,az = 2,as = 7,as = 29,as = 22, 都 不 是 4 的 倍数 ,下 
面 证 明 所 有 a, 都 不 是 4 的 倍数 (当然 不 能 是 零 ) - 
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车 不 然 , 设 m 是 使 4 1 av 的 最 小 下 标 , 则 m > 5. 由 am 是 偶数 , 知 a,-1,am-2 均 为 奇数 ,a,,_; HA 
数 ,于 是 

am = a,,-1 一 am-2 = Sam-2 — 3am-3 — am-2 

= 4am_3 — 3am-3 

可 见 ,am-3 为 4 的 倍数 ,此 与 m 的 最 小 性 矛盾 . 

10. 解 :由 于 C, < 39, 故 每 一 横 排 至 少 可 坐 161 人 ,于 是 只 要 有 13 排 至 少 可 坐 161 x 13 = 2093 A, 
当然 能 坐 下 全 部 1990 名 学 生 . 

下 面 运用 极端 性 原则 来 证 明 只 要 安排 12 个 模 排 就 够 了 .由 于 C1 ,Cz,…,C,, 只 有 有 限 个 , 故 它们 的 
不 超过 199 的 有 限 和 也 只 有 有 限 多 个 .选取 其 中 最 接近 199 的 有 限 和 , 记 为 Ca + C + … + Ci ,将 这 上 
个 学 校 的 学 生 安排 在 第 一 排 就 坐 ,然后 再 对 其 余 的 诸 C; 进行 同样 的 讨论 并 选取 不 超过 199 且 最 接近 
199 的 有 限 和 ,把 这 些 学 校 的 学 生 排 在 第 二 排 ,依次 类 推 ,一 直 排 到 第 10 排 ,并 记 第 10 排 的 空位 数 为 
zw 

如 果 zio 2 33, WRF J 35 t 002842 0928 ER C, 全 都 不 小 于 34. 若 余下 的 学 校 数 不 超 过 4 个 , 则 
只 要 11 排 就 可 以 了 , 若 余下 的 学 校 不 少 于 5 个, 则 可 任 取 5 个 学 校 的 学 生 排 在 第 11 排 ,这 时 至 少 坐 了 
170 名 学 生 ,从 而 zh < 29 < zio, 此 与 zio 的 最 小 性 矛盾 .如 果 zio < 32, 则 前 10 排 的 空位 总 数 至 多 为 
320, 亦 即 前 10 排 已 至 少 坐 了 1670 人 , 故 知 未 安排 的 学 生 至 多 还 有 320 人 ,每 排 至 少 可 坐 161 人 , 故 只 要 
有 12 排 就 够 了 . 

最 后 考察 只 有 11 排 的 情形 ,这 时 只 允许 有 199 个 空位 ,为 了 安排 下 全 部 学 生 ,每 排 空位 平均 不 能 达 
到 19 个 . 设 n = 80, 前 79 个 学 校 各 有 学 生 25 人 ,最 后 一 个 学 校 派 15 人 , 则 共有 1990 人 ,除了 一 排 可 以 
安排 25x7+ 15 = 190 人 外 ,其 10 排 每 排 至 多 安排 7 个 学 校 的 175 人 , 故 11 排 至 多 安排 1940 人 就 坐 ， 
这 说 明 只 有 11 排 座位 是 不 够 的 ,由 此 可 知 , 最 少 需 要 12 排 座位 . 

11. 证 :我 们 先 从 已 知 矩 形 中 选取 具有 最 小 水 平 边 长 的 矩形 Ri ,并 记 它 的 坚 直 边 长 为 m. 

若 其 余 矩 形 中 ,存在 竖 直 边 长 不 小 于 m 的 矩形 Ro WERA R 包含 在 R; 中 ,否则 其 余 的 无 穷 多 
个 矩形 的 竖 直 边 长 都 小 于 mi, 亦 即 其 边 长 为 1,2,…,m - 1 之 一 ,由 抽 层 原则 知 其 中 一 定 可 以 选 出 两 个 
矩形 R3, Rs, 它 们 具有 相等 的 竖 直 长 度 ,那么 Rs 和 R, 中 水 平 边 长 较 长 的 一 个 必 包 含 另 一 个 . 


12. 解 : 在 给 定点 中 ,选取 两 点 M,N, 使 得 它们 之 间 的 距离 最 大 .以 M.N 为 圆心 ,二 MN 为 半径 分 
别 作 圆 Cu, Cs. 

设 P 为 余下 的 995 个 点 中 任意 一 点 , 则 MP < MN, 即 广 MP < F MN. +J: MP 的 中 点 一 定 在 Cw 
MARME. FE, NP 的 中 点 必 在 C MAREE, HE Cw, Cs 国内 或 加 上 分 别 至 少 有 995 个 点 ,再 加 
上 MN 的 中 点 ,有 2 + 995 + 1 = 1991 个 红 点 , 即 平面 上 至 少 有 1991 MIA. 

… Pon 共 线 , 且 P, P> = P;Ps = … = Po Pon, WIIF Pi;-1Pi(i = 2,…,997) # 996 
= 2,3,…,996) 是 P,- P, 的 中 点 , 故 又 有 了 另外 995 个 红 点 ,于 是 在 这 种 特殊 情况 下 
WA 1991 PELA. 

13, 解 ” 显 见 a = b = c = 0 是 方程 的 整数 解 . 若 方程 还 有 整数 解 , 则 只 考虑 正 整数 解 即 可 

# asb 均 为 奇 , 则 a?6? 为 奇 , 则 a?+ 52 + c? 为 奇 , 即 c 为 奇 .但 az + b? + c? = 3( modA) ,a?b? = 
l(mod4) FR: ab 一 栖 一 个 , 则 a?5? 为 偶 ,a? + bY + c 为 偶 , 即 有 为 奇 ,但 2 + 中 + c = 
2(mod4) ,a282 = 0(mod4) 蔬 盾 .因而 只 能 是 a、6 均 为 偶 , 此 时 < 也 为 偶 . 令 a = 2a1,6 = 2b1,c = 2c 
F ai? + b + c = 4al2612. 

仿 上 可 证 ,al ,bi,cl 均 为 偶数 ,于 是 重复 此 过 程 便 得 无 穷 递 降 的 三 个 序列 ;iail , ibl, lel i = 1, 
2,…… ,这 显然 是 不 可 能 , 故 原 方程 只 有 唯一 的 一 组 零 解 . 

B 组 
1. 证 (了 I) 由 于 点 数 宇 5, 且 所 有 点 只 染 两 种 颜色 ,所 以 至 少 有 三 点 同色 ,结论 ( 工 ) 成 立 . 
(I) 我 们 从 同色 三 角形 集合 中 ,找到 一 个 面积 最 小 的 三 角形 ,如 果 这 个 三 角形 的 每 一 条 边 上 都 有 
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一 个 另 一 颜色 的 点 ,那么 我 们 找到 了 另 一 个 同色 三 角形 ,而 且 更 小 的 面积 .这 是 不 可 能 的 ,因此 题 设 的 三 
角形 存在 . 

2. 证” 记 参 加 第 j 场 比赛 的 选手 为 (a;,6,), 并 令 S = ilab) l j= 12,…,141. 

如 果子 集 MC S 中 所 含 选手 对 中 出 现 的 所 有 选手 互 不 相同 , 则 称 M 为 S 的 “良子 集 "显然 ,这 样 的 
良子 集 存在 且 只 有 有 限 多 个 . 设 其 中 元 素 最 大 的 之 一 为 Mo, 它 的 元 素 个 数 为 .显然 只 须 证 明 ~ > 6. 

由 于 Mo 是 最 大 良子 集 , 故 在 Mo 中 未 出 现 过 的 20 - 2r 各 选手 之 间 互 相 没有 比赛 ,又 因为 每 人 至 少 
参加 一 场 比赛 , 故 这 20 -2r 名 选手 中 每 人 至 少 同 前 2~ 各 选手 比赛 一 场 .所 以 ,除了 Mo 中 的 ~ 场 比赛 之 
外 ,至 少 还 要 进行 20 - 2r 场 比赛 , 即 总 比赛 场次 至 少 为 20 - 2r + r = 20 - r. tE ~ 去 5, 则 比赛 场 数 
至 少 为 15. 此 与 已 知 矛盾 .这 就 证 明了 > > 6. 

3. 先 证 必 存 在 优秀 选手 . 因 参 赛 选手 有 限 , 故 必 存 在 胜 场次 数 最 多 的 选手 . 设 A 是 胜 场次 数 最 多 的 
选手 之 一 .车 A 胜 所 有 其 他 选手 ,当然 是 优秀 选手 .车 不 然 , 设 A 胜 B1,…, Bi, 而 负 于 Boi, B, AER 
B,(k + 1< j< n),WE fb B... ,Bi ,否则 它 比 A 至 少 多 胜 一 场 .因此 必 存 在 B,(1 < < k), 
使 A 胜 B;,B; 胜 B;, 即 A 间接 胜 B. 由 B, 的 任意 性 即 知 A 为 优秀 选手 . 

再 证 优秀 选手 若 唯 一 , 则 它 必 全 胜 所 有 其 他 选手 . 设 A 是 唯一 优秀 选手 .车 A 不 全 胜 所 有 其 他 选 
手 , 设 A 胜 Bl，…B 而 负 于 Biw,…,B,,k < n. 由 前 面 证 明知 Bi, B, 中 有 局 部 优秀 选手 B,. 对 任 
何 Bi(1<<i<k), 都 有 BB 胜 A,A 胜 Bi;, 即 B; 间 接 胜 B;, 从 而 B) 也 是 优秀 选手 , 政 盾 .从 而 A 必 全 胜 所 
有 其 它 选手 . 

4. 证 :以 同一 个 a, 为 龙头 的 可 能 不 止 一 条 ,我 们 把 其 中 项 数 最 少 的 一 条 龙 称 为 以 a, 为 龙头 的 “最 
短 龙 ”. 

我 们 指出 ,最 短 龙 中 的 每 一 项 都 可 以 作为 龙头 : 设 at ,akt*1,…,amvak+! 是 以 uk 为 龙头 的 最 短 龙 ,an 
为 其 中 一 项 且 不 是 首 项 .如 果 am, ar 不 是 一 条 龙 , 则 它们 的 算术 平均 值 不 大 于 1988, 从 而 a,,…， 
am-1 的 算术 平均 值 大 于 1988, 故 它 为 一 条 龙 , 且 它 是 比 最 短 龙 还 短 的 一 条 龙 ,矛盾 .所 以 ou ,at 为 
一 条 龙 且 a 为 龙头 . 

从 数列 ( * ) 中 取出 以 第 一 个 可 以 作为 龙头 的 项 为 龙头 的 最 短 龙 ,然后 再 在 余下 的 项 中 取出 以 第 一 
个 可 以 作为 龙头 的 项 为 龙头 的 最 短 龙 .依次 这 样 做 下 去 ,因为 数列 ( * ) 是 有 限 的 , 故 在 取出 有 限 条 龙 后 
就 取 完了 .显然 这 些 最 短 龙 互 不 相交 且 这 些 最 短 龙 中 的 项 恰 为 ( * ) 中 所 有 可 作为 龙头 的 项 . 

因为 每 条 最 短 龙 中 所 有 项 的 算术 平均 值 都 大 于 1988, 所 以 这 些 最 短 龙 中 所 有 项 的 算术 均值 也 大 于 
1988, 即 所 有 可 作为 龙头 的 项 的 算术 均值 大 于 1988. 

5. 证 :因为 集合 X 为 有 限 集 , 故 它 的 偶 子 集 也 只 有 有 限 多 个 ,所 以 , 必 有 偶 子 集 已 使 得 F(E) 必 能 取 
得 最 大 值 且 由 ( | ) 知 此 最 大 值 大 于 1990. 设 已 是 使 f(E) 取得 最 大 值 的 所 有 侦 子 集中 元 素数 最 少 的 一 
个 , 记 Q = x - P,WJ P fü Q 即 为 所 求 . 

记 S 是 已 的 任 一 非 空 偶 子 集 , 若 /(s) < 1990, 则 由 (ii ) 知 

Flp- s) = f(p) - f(s) +1990 > f(p) 

此 与 已 的 选 法 矛盾 , 故 必 有 f(s) > 1990 

设 T EQ 的 任 一 偶 子 集 , 若 FLT) > 1990, 则 由 (i )# f(P U T) = f(P)+ f(T)-1990> fT), 
矛盾 . 故 必 有 f(T) < 1990. 

6. 证 :考虑 集 S 的 所 有 子 集 及 每 个 子 集 的 元 素 和 的 模 , 这 些 模 数 是 有 限 多 个 , 故 其 中 必 有 模 数 最 大 
者 ,不 妨 设 为 A. 若 S- AZ Z T S- A 的 所 有 子 集中 能 使 其 元 素 之 和 的 模 达到 最 大 者 取 为 B. 若 S 
- (A U B) # 0,RI C = S - (A U B). 则 这 样 选取 的 至 多 3 个 子 集 便 满 足 题 中 要 求 . 

将 A,B,C 中 所 有 元 素 之 和 分 别 记 为 ,bc- 

(1) 对 任意 Z E A ,车 Z 与 a 的 夹 角 为 钝 角 , 则 — Z 与 a 夹 锐角 , 则 | a + (- Z) 1>1a 1, 即 子 集 
A- |Z) 中 所 有 元 素 之 和 的 模 大 于 A 中 所 有 元 素 之 和 a 的 模 ,此 与 | a | 的 最 大 性 矛盾 . 即 让 A 中 任 一 
元 素 与 a 的 夹 角 都 不 超过 90",B 中 任 一 元 素 与 5 的 夹 角 都 不 超过 90”. 

(2) 对 任意 € € (S - A),£ 与 a 的 夹 角 都 是 钝 角 ,否则 又 有 | a + |>14a | ,矛盾 . 同 理 ,c 中 的 任 
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一 元 素 1 与 5 夹 角 都 是 钝 角 , 即 知 B 中 所 有 元 素 均 与 a 夹 钝 角 , 从 而 其 和 6 与 a 夹 钝 角 . 同 理 ,c 与 a,c 与 
已 都 夹 钝 角 , 即 ( ü ) 成 立 . 

(3) 若 存在 5E c, 使 与 c 夹 锐角 , 则 由 (2) 知 ,a ,b,c ,& 四 数 两 两 之 间 夹 锐角 ,此 不 可 能 ,所 以 ,c 中 
任 一 元 素 与 c 夹 角 都 不 超过 90*. 

7. 证 先 证 |f (n)| 严格 递增 ,或 即 对 任何 KE N, Sf (k) ERA f (k), f (k +1), fik +2), 
中 唯一 最 小 项 

若 不 然 , 设 K EIE f (k) 不 是 上 式 中 唯一 最 小 自然 数 ,于 是 有 m > 1, 使 f(k + m) 为 前 式 中 的 一 
个 最 小 项 . 因 f(1) < f (Q) < …< 了 (1 < f(k + m) AA f (k v m) > k.@$É&n = k+ m -— 
12k Afin) > f(n)> f(k + m) >k,f (f(n))> f(k)2> f (k + m) EPR f (k + m) < f(f 
(k + mm 一 1)), 此 与 已 知 矛盾 , 故 知 17(n)1 严格 递增 . 

下 证 f (n) = nitk EES (n) = n 不 成 立 的 最 小 自然 数 , 则 必 有 f(k) >k + 1. 又 由 了 的 递增 
性 即 知 SCS (k)) > f (k + 1) 此 与 已 知 蔬 盾 .证 毕 


sa SEË = 人 , 若 上 不 是 平方 数 ,考虑 不 定 方 各 
—kab +b = k (x) 
显然 ,这 个 不 定 方程 的 解 (a b), PA ab < 0, 否 则 , 因 ab 为 整数 , 故 有 - ab > 1,38 3k a? + b? 
<o. 
设 (ao,bo) 是 ( ) 的 解 中 适合 a > 0,6 > 0 且 使 得 a + b 最 小 的 解 ,由 对 称 性 知 可 设 a, > bo. ME 
和 与 如 ,把 ( * ) 视 为 a 的 二 次 方程 .显然 , 它 有 一 根 为 ao, 记 它 的 另 一 根 为 由 根 与 系数 的 关系 可 知 
ao t a° = kbo (1) 
aga’ = b? - k (m) 
H(I)#81a 为 整数 .由 (I) 又 知 < Z0,6W k IFAN, SETA. T(a ,bo) 是 不 定 方 
程 ( * ) 的 解 , 且 bo > 0, 故 > 0. 于 是 有 
„b-k 
a 
DISCS AO) 的 解 ， B > 0,6bo > 0,f8 a + bo < ao+bo, 矛 盾 . 
所 以 上 必 为 完全 平方 数 . 


< 好 nk < 


第 三 章 组合 计数 方 法 


A 组 

1. 解 :因为 a +d = 5b+c, 所 以 ,可 设 (a,b,c,d) = (a,a + z,a + ya + z + y) IEP z, 58% 
数 , 且 0< 工 <y 

93 = bc — ad = (a + z)(a + y) — a(a + z + y) = zy 
所 以 (z,y) = (1,93) R(z,y) = (3,31) 

第 一 种 情形 

(a,b,c,d) = (a,a + 1,a +93,a +94) 其 中 a = 1,2,…,405 

第 二 种 情形 

(a,b,c,d) = (a,a +3,a +31,a +34) IE a = 1,2,…,465 

显然 这 两 组 数组 中 无 重复 ,所 以 ,满足 条 件 的 四 元 整数 组 共有 405 + 465 = 870( 个 ) 

2. 解 :因为 圆 C 与 Ce 是 不 同 的 ,所 以 C, 与 C, 至 多 有 2 个 交点 ,又 因 C 恰好 经 过 S 的 7 个 点 ,Cs 
恰好 经 过 S 的 6 个 点 ,所 以 S 至 少 有 11 个 点 . 

Bl Cs 分 别 与 Ce,C? 至 多 有 2 个 交点 ,而 Cs 恰好 经 过 S 的 5 个 点 ,所 以 有 一 个 点 不 在 C, 55 C; k 
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因此 ,至 少 有 12 个 点 . 
如 图 H - D- 6 - 4 所 示 , 给 出 了 一 个 恰 含 12 个 点 的 集合 S, 其 中 


Cy 过 点 A1,A2,A3,As,Ae,A,As 

Ce 过 点 Az,Aa,As,Aio,AnvAiz 

Cs 过 点 A3, As,A7, A9, An 

C4 过 点 As As, Aw, An 

CG 过 点 At,As,4s 

Cz 过 点 Aio,Au 

Ci 过 点 Al 

3. 解 ;延长 4B 至 B',AC 至 C", 使 | BB'1=1CC'1= L-I BC I. 
可 作出 正 A ABC 的 n + 工 格 点 阵 (如 图 l| — D - 6 - 5 所 示 ), 则 边 
BC 上 有 n+ 2 个 点 ,依次 编号 为 0,1,2,…,n + 1. 

(D) 显然 ,在 全 ABC 中 边 长 为 十 | BC | 的 萎 形 可 以 分 别 按 边 不 平 
行 于 BC,AC 与 AB 这 三 类 计算 其 个 数 .这 三 类 中 菱形 的 个 数 相同 , 记 TAVAVATAVAYAN 

1 s CE 

边 不 平行 于 BC 且 边 长 是 六 1 BC 1 的 所 有 姜 形 的 集合 为 SHER pA, c 
1,2,…,n 组 成 的 所 有 i 序数 对 (i,j),i < j 所 构成 的 集合 记 作 芽 , 则 
1T1=C2. 图 I-D-6-5 

WEK EFGH € S ,延长 其 两 条 邻 边 FG HG. PWX BC 于 点 i,j,1 < i < jS nW, j) € 


TWM (i,j) EEE EFGH ES 到 本 的 映射 p 下 的 象 , 则 就 建立 了 S P| T HRH p. 
容易 验证 ç ERN. 


所 以 ,1S1=1T1= Cl ,所 求 的 边 长 为 二 1 BC 1 的 鞭 形 个 数 有 3C?. 

(2) 把 平行 四 边 形 按 边 不 平行 于 BC, AC, AB 也 可 分 为 三 类 . 且 这 三 类 的 平行 四 边 形 的 个 数 相同 . 
记 边 不 平行 于 BC 的 所 有 平行 四 边 形 集合 为 V , 非 负 整数 0,1， n + 1 构成 的 所 有 有 序 四 元 数组 (i， 
人 有 ,有 ,0 过 i<j KRIS n +1 构成 的 集合 记 作 W, 则 | w | = Cha. 

Wa € V, 延 长 它 的 四 条 边 ,分 别 交 BC 于 点 i\j、k\L, 其 中 0 人 i<j<k<l<n+1, 则 B= 
(i,j,.k,1) € W, B Eka fE V B| W 的 映射 p 下 的 象 , 则 容易 验证 这 样 定义 了 的 V 到 W 的 映射 p 是 双 
射 ,因此 ,1 V 1 =! W (= Cha. 

所 以 ,所 求 平行 四 边 形 的 个 数 为 3C4,z- 

4. 解 :符合 要 求 且 以 4 或 6 为 千 位 数字 的 数 对 千 位 数字 来 说 有 2 种 选 法 ,个 位 数 有 4 种 选 法 (从 0,2， 
4,6,8 中 ), 对 百 位 数字 有 8 种 选 法 ,对 十 位 数字 有 7 种 选 法 ,所 以 共有 2xX4x8x7 = 448 个 这 样 的 整数 . 

同 理 , 若 千 位 数字 为 5, 则 个 位 数字 有 5 种 选 法 , 百 位 与 十 位 数字 分 别 有 8 种 与 7 种 ,共有 1x5x8x 
7 = 280 个 符合 要 求 的 偶数 . 

所 以 ,符合 要 求 的 偶数 共有 448 + 280 = 728( 个 ). 
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S. 解 :为 了 将 空间 分 割 成 最 多 的 部 分 ,m 个 平面 中 的 任 两 个 平面 都 不 应 平行 , 任 三 个 平面 都 不 应 共 
线 , 且 所 得 交 线 中 任 两 条 交 线 都 不 应 平行 . 现 设 n 个 平面 最 多 能 把 空间 分 割 成 个 部 分 , 如 图 
I -D-6-6, TUER a = 2, 而 第 二 个 平面 和 第 一 个 平面 有 一 条 交 线 ,这 条 交 线 把 第 二 个 平面 分 成 
两 个 部 分 ,每 部 分 又 把 空间 分 成 两 个 部 分 ,所 以 空间 增多 了 两 个 部 分 , 即 a, = 2 + 2 = 4, 增 添 第 三 个 平 
面 时 ,和 原来 两 个 平面 有 两 条 交 线 ,两 条 交 线 把 第 三 个 平面 分 成 四 个 部 分 ,而 每 部 分 把 空间 分 成 两 个 部 
分 ,所 以 使 空间 增多 4 个 部 分 , 即 as = az + 4 = 8, 增 加 第 四 个 平面 时 ,和 原来 三 个 平面 有 三 条 交 线 ,三 
条 交 线 把 第 四 个 平面 分 成 7 个 部 分 .所 以 空间 增多 7 个 部 分 , 即 4 = as + 7 = 15. 按 此 规律 可 得 到 as = 
a4 + 11 = 26, 并 发 现 


a = 2 
a=at2=a+(1+1) 
as =a +t4=a+(3+1) 
as=as+t+7=a+(6+1) 
as = a, + 11 = a; + (10 + 1) 


= an-ı +[(1+42+3+- +n - 1] 
即 o = a,i t MD+1 


所 以 得 到 下 列 关系 式 al = 2.4 = a, + PHD +1 


解 此 关系 式 得 a = tnt 

6. 解 : 设 ai = aaz = b,a; = b - a ,W| 

a, =(b-a)-b=-a,as=-a-(b-a)=-b 
aş =-b-(-a) =- (b-a),a; =- (b-a)-b= a 
as = a - [- (b ~ a)] = 6b 

可 见 anse = an 

又 因为 al + az + az + as + as + ag 
=a+b+(b-a)+(-a)+(-b)+[-(b-a)] 


=0 

即 相 邻 六 项 之 和 为 零 

H Sun = aí + az ++ + aun = 1985 1492 = 6 X 248 + 4 

fẹ ai + az + a3 + as = 2b — a = 1985 ° 
H Sios = ai + az+…+algs = 1492 1985 = 6 x 330 + 5 

fB a; + az + az + a, + as = b — a = 1492 @ 


H D.@ 可 解 得 a =-999,b = 493 
又 由 2001 =6x333+3, 得 Sm = a; + az + as= 2b = 986 
7. 解 : 设 a, 表示 从 3 种 球 中 允许 重复 地 选取 i 只 球 的 不 同方 式 数 ,序列 |a,| 的 母 函数 为 f(x). 
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我 们 用 (1 + z + z2) 中 的 1,z,z? 分 别 表示 红 球 没有 被 选 ,被 选 1 次 ,被 选 2 次 ; 
(l+ ata? + z2) 中 的 1,z,zz,z3 分 别 表示 白 球 没有 被 选 ,被 选 1 次 ,2 次 ,3 次 ; 
(1 + x) 中 的 1,z 表示 黑 球 没有 被 选 ,被 选 1 次 ,于 是 得 到 
f(z) = (1I+z+xz)(+z+zz+xza)(+z) 
= 1 + 3x + 5z? + 6r? + 5zt+ 35 + rŠ 
则 展开 式 中 z 的 系数 就 是 3 种 球 中 每 次 允许 重复 地 选取 ; 只 球 的 不 同方 式 数 a ,这 里 zs 的 系数 为 
3, 故 从 3 种 球 中 按 题 设 限制 条 件 每 次 允许 重复 地 选取 5 只 球 的 不 同方 式 数 为 3, 这 三 种 方式 是 ; 
红 红 白 白白 , 红 红 白白 黑 , 红 白白 白 黑 . 
8. 设 1A1= 110 个 大 学 生 | ,Al,A2,…,As 依次 为 这 10 个 人 组 成 的 第 1,2，… 个 运动 队 , 显 然 
[An Azre Al 是 S 类 , 则 由 斯 佩 纳 定理 知 符合 题 意 的 运动 队 最 多 可 组 成 
Ch = 252( 个 ). 
B 组 
9. 证 明 :首先 可 以 证 明 ,对 任意 5 个 点 ,其 中 任意 三 点 不 共 线 ,在 以 它们 为 顶点 的 三 角形 中 至 少 有 三 
个 非 锐角 三 角形 . 
因为 五 点 组 的 凸 包 ( 对 于 平面 上 有 限 个 点 所 组 成 的 平面 点 集 ,存在 一 个 凸 多 边 形 , 它 包含 这 个 点 集 
的 所 有 点 ,其 项 点 与 这 个 点 集中 的 某 些 点 重合 ,这 样 的 凸 多 边 形 称 为 已 知 点 集 的 凸 包 ) 可 能 为 五 边 形 、 


四 边 形 、 三 角形 . 
D D 


A B 
mI -D-6-7 E-=>D-6—8 


如 凸 包 为 五 边 形 ABCDE , 则 其 内 角 和 为 540", 其 中 至 少 有 两 个 内 角 为 钝 角 , 如 两 钝 角 相 邻 , 设 为 
A, 人 B, 则 人 ABC, 人 ABE 为 钝 角 三 角形 (如 图 I - D- 6 - 7), 且 在 四 边 形 b 
ACDE( 或 BCDE) 中 至 少 有 一 个 角 为 非 锐角 (四 个 内 角 和 为 360") , 则 可 得 到 另 一 
个 非 锐角 三 角形 ,如 两 钝 角 不 相 邻 ( 如 图 — D- 6- 8) 中 人 人 C, 人 ZE, 则 AADE 
与 全 BCD 为 钝 角 三 角形 ,连接 CE , 则 四 边 形 ABCE 中 至 少 有 一 个 非 锐角 三 角形 . 

如 凸 包 为 四 边 形 ABCD , 则 另 一 点 E 即 在 它 的 内 部 ,又 在 它 的 两 条 对 角 线 上 介 B 
(如 图 H -D-6- 9), 其 中 四 个 小 三 角形 中 至 少 有 一 个 非 锐角 三 角形 , 另 A ACE 
与 人 BDE 显然 是 钝 角 三 角形 . 图 I-D-6-9 

如 凸 包 为 全 ABC , 则 另 两 点 也, 臣 在 全 ABC 内 (如 图 -D-6-10), 对 于 品 点 ， 
在 AABD, 和 ABCD,ACAD 中 定 有 两 个 非 锐角 ,对 于 正点 也 可 以 找到 两 个 非 锐角 三 


角形 . 
由 于 100 个 点 ,所 以 有 Cio 个 五 点 组 ,从 而 至 少 有 3Cjio 个 非 锐角 三 角形 ,每 个 三 p 4N $ 


角形 至 多 属于 Ch NERA ARIM EDH Ce 个 非 锐角 三 角形 ,而 三 角形 总 共 4 B 


有 Cho 个 ,因此 , 非 锐角 三 角形 至 少 有 ci- = 3. 1-D-6-10 
Cin 
即 锐角 三 角形 至 多 有 70% . 
10. 解 : 设 不 具有 性 质 的 排列 的 集合 为 A, 惟有 一 个 i, 使 1 zx; C na | = 的 排列 (zz2,…， 
zas) 的 集合 为 B. 对 任 一 元 素 (z1,z2,…,z2n) € A, 必 存在 & > 2, 满 足 | z, — zi |= n. 


令 映射 为: 
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(E1 E25, aD Tio (Ts 

有 (hl s E2, E1 za "za ) € B 

容易 看 出 ,A 中 不 同 的 元 素 , 经 过 映射 了 后 所 得 的 像 不 同 ,因此 

LAISI B 1< 具有 性 质 P 的 排列 数 . 

11. 解 :我 们 分 两 种 情况 进行 讨论 : 

第 一 种 情况 :第 9 封 信 在 中 午 以 前 送 给 秘书 . 

这 可 能 的 顺序 就 是 集合 

T = 11,2,3,4,5,6,7,9| 的 可 能 的 子 集 数目 . 

事实 上 ,每 一 个 子 集 都 是 可 能 出 现 的 顺序 ,因为 秘书 可 以 把 每 个 不 在 子 集中 的 号 码 的 信 一 送 来 就 打 
完 它 , 而 不 打 别 的 信 ,T 有 8 个 元 素 ,所 以 有 28 = 256 个 子 集 (包括 空 集 ). 

第 二 种 情况 :第 9 封 信 在 午饭 以 后 方 送 到 秘书 处 . 

现在 的 问题 是 第 9 HAR K” 在 什么 地 方 ?事实 上 ,v = 11,2,3,4,5,6,7| 的 每 个 子 集中 每 个 位 子 
都 是 可 能 的 .例如 ,中 午 剩 下 的 信 为 6,3,2, 那 么 如 果 老 板 在 秘书 刚 打 完 6.3 后 就 把 第 9 封 信 送 到 , 则 6, 
3,9,2 的 打字 顺序 将 会 产生 . 

对 于 封 信 的 排列 有 A + 1 个 位 置 可 以 放 入 9, 但 是 ,如 果 9 位 于 数列 的 最 前 头 , 也 就 是 说 ,在 秘书 下 


午 来 之 前 ,老板 便 把 第 9 封 信 送 到 ,这 样 便 与 第 一 种 情况 重复 ,除去 这 种 情况 ,共有 DC = 7(27 - 1) 
= 448. 
所 以 ,共有 256 + 448 = 704 种 可 能 的 打 信 顺序 ， 
12. 解 ;如 图 II - D - 6 11 所 示 ,把 四 分 成 个 不 相等 的 记 形 ,依次 记 这 些 扇形 
为 S1,S2,…,S,, 设 染色 方法 有 a, 种 (之 2), 易 知 ai = 3,az = 6,a3 = 6 n = 4 CN 
时 , 先 涂 S1, 有 3 种 涂 法 ;继而 涂 Sa, Ss, S,, 均 有 2 种 涂 法 ,由 乘法 原理 知 共有 3 .23 种 中 
涂 法 ,这 种 涂 法 虽然 可 以 保证 S, 至 S; 之 间 相 邻 由 形 不 同色 ,但 S4 与 S, 却 可 能 同色 ， Dy 
如 S, Si 涂 色相 同 ,应 把 S, 与 S, 合成 一 个 衣 形 ,这 时 的 涂 色 法 恰 有 as 种 ,于 是 可 
得 关于 as $3 a MIRR E ON 
a =3' P-a 
Masta = 3.23 
同 理 可 得 a, + asi = 3 .24(e 三 3). 
所 以 as -2" =- (a-i -2"0 


Bp a, = 2" + 2(-1)™?(n 22). 

Ta =3 

13. 解 : 按 题 设 要 求 ,从 三 年 级 的 学 生 中 选拔 r 名 学 生 , 设 有 a, 种 选 法 , 则 |a,| 的 母 函 数 是 

Jr) = (l+ z+ m+ q ak TÍ e)(rt + pan q k + zt + z5) 
所 要 求 的 ao 就 是 上 式 展开 式 中 r 的 系数 . 


flx) = attt atat Hat zl U H z+ 22 + £ z5) 


= 
Ga (trt m+ t+) 
= gitet at ed a ALt rt 425 + =) 


i e 
= 2722 27(k + Da 


É io 
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ini 
MARERE Da D + 1): 中 zx 的 系数 即 可 ,显然 它 等 于 
2+3+4+5+6+7=27 
即 在 题目 规定 的 条 件 下 有 27 种 不 同 的 选 法 - 
14. 解 :由 题 设 有 A C X,BC X,A U B = z, A 的 元 素 和 等 于 B 中 元 素 之 和 , 则 X 的 元 素 和 = 
1990(k + 1) + Fel + 1) = 偶数 
所 以 有 41k(k+1), 即 41& 或 41(k+1) 也 即 = 4m 或 = 4m + 3. 
(a) 34 k = 4m +3 时 ,X 的 元 素 个 数 是 4 的 倍数 ,这 时 ,只 要 从 1990 开始 ,每 四 个 连续 整数 为 一 组 ， 
每 组 的 首 末 两 数列 人 A ,中 间 两 数 划 和 人 B, 则 A, B 的 元 素 之 和 相等 . 
(b) H k = 4m, 则 XX 的 元 素 个 数 有 4m + 1 个 ,这 时 A,B 的 元 素 个 数 不 等 ,不 妨 设 | A i>i BI, 
则 1 AI>2m + 1, | B IS 2m 
现 估计 A 的 元 素 和 之 1990 + (1990 + 1) + … + (1990 + 2m) 
= 1990(2m + 1) + m(2m + 1) 
= 1990 -2m + m(2m + 1) + 1990 0 
估计 B 的 元 案 和 < (1990 + 2m + 1) + … + (1990 + 4m) 
= 1990 -2m +2m .2m+(1+2+…+2m) 
= 1990 - 2m + m(2m + 1) + 4m? © 
比较 四 ,@ 可 得 4m? > 1990,8) m? = 497 
FAVA m > 23,k 2 92. 
当 = 592 时 ,X = |1990,1990 + 1,…,1990 + 92}, | X 1= 93, 这 还 可 粗 分 为 
= |1990,1990 + 1,…,1990 + 46|, | A) |= 47 
= 11990 + 47,1990 + 48,…,1990 + 921, I B, |= 46 
则 B, 的 元 素 和 - A, 的 元 素 和 = 46 x 46 - 1990 = 2116 - 1990 = 126. 这 时 只 要 把 A, 中 的 1990 
与 B, 中 的 1990 + 63 对 换 所 得 的 两 个 集合 A,B 即 符合 题 意 . 
M k > 92 时 , 因 k = 4m, 所 以上- 92 必 是 4 的 倍数 ,这 时 只 要 对 k — 92 个 元 素 11990 + 93,1990 + 
94,…1990 + | , 换 (a) 处 理 即 可 . 
综 上 ,所 求 整数 上 = 4m + 3[m = 0,1,2, Rk = 4m(m 2 23)] 


第 四 章 组合 恒 等 式 ,组 合 不 等 式 


AM 


+ ef 
OM um t = 2 


2 = Ch + Chh + Chh + + Cha- + CY-i, 


L 
1.837715, = Z+ 
2. 由 Cis-1+ Cl + as, ++ CiO 
TA S Onai = 22"-2 
3. 由 CiC = CO TA, DOGA - z) = cz YJ - z)" 
= "I(l — z) + z)" = Ca” 


4.(1+z)zn = (1 + z)"( + DAAN = Cl! 


2 
5.(1- 22)" = (1 — z)“(1 + z)", 23- IPCE = (- D'C 
8 
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6. 由 二 项 式 定理 知 Ch C} + Ch- Cs +… 是 (1+ i)" 的 实 部 .又 (1+1i)" = 23(cos IÉ + isin 28), 
M n = Am 时 ,其 实 部 为 2"cosmx = (了 "22", 所 以 

OC 

7. 设 有 mm + n 只 球 ,其 中 红 球 m R, GER ”只 ,每 次 取 大 只 球 ,共有 CC + CROS? + + CSCS 
种 方法 ,从 而 

Chen = ChCh CC + OROK? +e + ORCA 

8. 简 证 : 若 存在 ! Ai | = 1, 则 结论 显然 成 立 ,下 设 | A, | 2, 取 元 素 个 数 最 少 的 A; = laa, 
al ,将 其 余 集合 按 与 A 的 交 分 类 , 即 设 F= |A| U Bi U= U BIX Yz € IA, U Az U U An 
-Aba EB (<; <) 所 售 的 集合 中 至 多 出 现 一 次 ,于 是 

Dis! 


n> ŬA > +> += 
ki j*i 


9. 证 :用 D 表示 将 集合 妃 沿 顺 时 针 方向 在 圆周 上 转动 去 弧度 所 得 的 集合 (j = 1,2,…), 显 然 有 

L(A N B) = L(A N B) (0) 

Ë B 由 长 度 均等 于 区 的 AIC , C2, C, 组 成 , 即 B = C, U C; U = U Ca A OG = 1,2, 
nsj = 1,2,…,2m) RIR B PAS i 个 弧 沿 顺 时 针 方向 在 圆周 上 转动 让 弧度 后 所 得 的 弧 , 则 有 


LCCin4)+LCinA)+…+LOCina)=L(OA) 
LCC} N A) + LCG N A) + + LCC” N A) = L(A) 


L(C} N A) + LCC N A) += + LCC?" N A) = L(A) 

将 这 几 个 等 式 相 加 ,得 

L(B' N A) + L(B? N A) ++ + L(B™” N A) = 上 (A), 于 是 上 式 左 端 至 少 有 一 项 
L(È N A)>2L(A) 


又 因为 L(B) = n Z HERH 


L(B N A) > 趟 L(A) .LL(B) 

再 由 四 式 即 得 

LCA N B) >3EL(A) + L(B) 

10. 证 :将 已 知 三 数 相 乘 ,由 乘法 的 交换 律 可 调整 出 新 的 三 个 数 cosa(1 + sina) ,cos8(1 + sing), 
cosy(1 + siny) ,由 平均 值 重生 原理 2 知 ,只 须 证 明 : 对 任意 + € RA 


1esz(1 + sinz) 1< 36 


事实 上 ,| cosr(1+ sinz) | =4/ $G = 3sinz)(1 + sinz}? 


< / 1 2 —3snz + nr) 343 
V 3 4 4 
11. 简 证 : 设 A 是 符合 题 意 的 元 素 个 数 最 多 的 集合 , | A | = z, 则 对 于 每 一 个 元 素 aE X-A,AU 
dal 中 必 会 S 中 的 一 个 元 素 ( 否 则 与 假设 世 盾 ). 设 a 关 b,a,b EX-A, 则 AU lal, AU Ibi 包含 了 
S 中 两 不 同 元 素 ,并 且 与 之 对 应 的 A 中 两 二 元 子 集 也 不 相同 ,否则 ,与 S 中 的 两 元 素 至 多 有 一 个 公共 元 
B A & S 相 矛盾 ,因此 ,B = la la € X - A| 中 元 素 单 值 对 应 于 A HETE, A C> n-ar, 
z€ N* FV z >lV Zn]. 
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12.3 Jee E, A j = PA < j < p.p AE, FEH = 


Fun = PO ENAT HEBREAN T Ch RG. BDE RT Bs TR 


积 , 即 Gri 为 奇数 . 
3.5 pag = 中 全 


= 


14. Xet = ood- >e; 
再 比较 (14 DP = (14 2)! ，(1 + x)" 两 边 展开 式 中 心 -1 的 系数 可 得 ， 
DEAG = chh, FEDE = = nC 


p 
15. D0- co = Kue coy 1 -2Ctctr] 


f n = 2m 时 ,左边 = Ch OR? = Oh -Ch = Ch 
当 n = 2m +1 时 ,右边 = Ch- sx = Ho 
16. 先 证 明 D Ca) = Seza 
a 
tjenn Dear- È az ;2 é 
= 


当 n DERM] = HHn - H) = "3 OREA 


二 
Desta = 


$ ayr 
名 学 

ua) 
SA n 2k 2 2 Pny 
>o = 25 eo 


sn AMBE] = 三 于 2,n - [H] = H MOREA 


ea " 

Letar D ray 

又 4 Faa = 0, 因 此 ， 

agi 

Sae -kay =25 (2 =R), n € N° 

bear- har-har hhor 

比较 (1 + z)?" = (1+ z)"(1 + z)" 两 边 开展 开 式 中 zx* 的 系数 得 2 C) = = Cj ,比较 (1+ x)?! 
= (1+ z)"(1 + z) 两 边 展开 式 中 z-! 的 系数 得 六 CC = Onh 所 以 ,~ toy - = 
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A ap 
-40n XÉ DUAD = soph ,由 此 推 得 D ay = opt, 


17. 略 证 :集合 11,2,…,nt 的 含 -个 元 素 的 子 集 有 CY ARREA k TRAC 个 (人 = 1, 
nn 一 r+1), 所 以 有 


2y 


Oht O+ + CA = CG, ° 
这 些 子 集中 最 小 数 的 和 为 ` 
S= O4 +2C;l + + (n - r+ )C;A @ 


利用 @ 式 可 推出 S = C, + Ori + + C = CA 


HA w/c: = ES 
所 以 Fwr) = È = OMG = H 


18. REE: -OD = D, qre 


(a - zD = D WAA - z) OD. G 
局 


= to We a 
ayd = PP a 


19. 提示 :将 区 间 [0,1] SFA. 

20. 证 明 : 构 造 抽 层 ;每 个 抽 居 里 有 三 个 相 异 点 , 共 可 得 C3 个 抽 层 ,又 由 于 同一 条 边 会 在 Ci 个 抽 
屠 里 出 现 ,根据 Dirichlet 抽 屋 原理 知 , 当 z + CI, 三 2C3 + 1 时 ,才能 确保 有 一 个 抽 层 里 有 3 条 边 ,而 这 
3 条 边 恰好 与 其 中 不 共 线 的 相 异 3 点 构成 一 个 三 角形 . 

这 就 是 说 , 确保 图 形 中 出 现 三 角形 的 条 件 是 其 中 边 的 条 数 > > xa, 即 r> 
n(n- 1)(n-2)+3 

3-2) 

21. 解 :不 存在 , 若 不 然 , 设 有 非 零 复数 a、b、c 及 正 整数 h 满足 题 中 要 求 . 

考查 复 平面 ,不 妨 设 复数 a、b 所 对 应 的 向 量 a,b 之 间 的 夹 角 既 不 等 于 0 也 不 等 于 ,否则 3 个 向 基 
ab c 都 共 线 ,问题 更 简单 . 取 以 a、b 所 在 直线 为 坐标 轴 , 且 分 别 以 1 a l, 1 b | 为 单位 长 的 斜 角 坐标 系 ， 
过 坐标 轴 上 每 个 整 点 作 另 一 条 坐标 轴 的 平行 线 ,两 组 平行 线 彼此 相交 将 复 平面 划分 成 网 络 平面 ,这 些 网 
络 是 彼此 全 等 的 平行 四 边 形 . 

再 考察 复数 c 所 对 应 的 向 量 c 所 在 的 直线 ,显然 ,对 每 个 整数 m , me 都 对 应 这 条 直线 上 的 称 为 
一 整 点 , 易 见 c 一 整 点 都 位 于 某 个 平行 四 边 形 中 (包括 周 界 ). 将 每 个 含有 一 整 点 的 平行 四 边 形 都 平 
移 到 位 于 第 一 象限 且 以 原点 为 项 点 的 平行 四 边 形 P 上 并 使 二 者 重合 ,这 时 ,每 个 c 一 整 点 也 都 随同 所 在 
的 平行 四 边 形 移 到 P 中 , 记 其 象 点 为 c 一 整 点 ,不 难看 出 ,车 c 一 整 点 对 应 的 复数 为 mc ,其 所 在 的 平行 
四 边 形 的 右 下 方 顶点 对 应 的 复数 为 Ma + pb IEP A, pu 都 是 整数 , 则 其 象 点 c 一 整 点 对 应 的 复数 为 
mc —àa — pb. 

将 所 有 c 一 整 点 所 在 的 平行 四 边 形 已 用 平行 于 其 边 的 平行 线 划分 成 有 限 多 个 小 平行 四 边 形 , 使 每 
个 小 平行 四 边 形 的 长 对 角 线 的 长 度 都 小 于 h. 一 整 点 有 无 穷 多 个 分 布 在 有 限 多 个 小 平 形 四 边 形 中 ,由 
抽 屋 原理 知 必 有 无 穷 多 个 c 一 整 点 落 在 同一 个 小 平行 四 边 形 中 ,显然 ,这 些 c 一 整 点 两 两 之 间 的 距离 
都 小 于 二. 

将 这 样 选 出 的 无 穷 多 个 c 一 整 点 所 对 应 的 复数 记 为 


me = àa- pbi = 1,2,. 
由 于 第 1 个 c 一 整 点 与 后 面 每 点 的 距离 都 小 于 二 , 故 有 


1 Cm = mi)e + Q, = À)a + (ay = pb 1< Ei = 2, O 


由 于 这 表示 不 同 点 对 之 间 的 距离 , 故 三 数组 1 (A, 一 41),(jp — p), Cm- m) ! 互 不 相同 且 有 无 穷 多 组 ， 
又 因 满 足 
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là; — ài 1+1 y; — g |+ mi -mi1< 1996 
的 只 有 有 限 多 组 , 故 必 有 一 组 使 
1 Aio — A 1+1 po — Pn 1+1 mi — mi, 121996 


使 式 (1) REFR. 
22. 解 (a) 注意 到 ,车 d Hn WAF MG 也 是 n 的 因子 .于 是 
= =r [ 
a "> a et 
gy i T AR 
PETER 
故 问题 (a) 成 立 . 


(b) EP Hn HRAFN 

dy = P,da a = Pd = n 

3⁄6 n = P, 则 k=2,D= P,D 1! n° 

# n HARM k > 2,D > didy - 

HRD nE 为 的 因 于 .但 

1< E <P 

由 于 PP 为 n? 的 最 小 素 因 子 ,上 式 不 能 成 立 , 故 若 D | n?, 则 n 为 素数 . 


L 
3.8 r= cn,S, = 0,S, = Dank = 1,2,--,n, FEAR Q 有 
各 


0= 六 -ma 


= PDR-7)S- Drs 
Z; A 
n zl 
= Dk- r)S, - 22G + 1- r)S, 
各 各 
a x 
=(n-r)S - 279, = (n +1- r)S, - DS, 
各 后 
HS, = (n+1-7)s, 
£t 
对 于 1<j<k<n, 有 
ñ 
jak =j $ia- (kj) Da 
> j(& - j)a; — j(& — j)a, = 0 
SERS 


下 面 我 们 来 证 明 


Ès <H 2(s.+s,) 
A N EE ,有 
(n= m - b)(S,, — Sm) 


< k(n - m - k)a,,,, S k(S, - Sort) 
由 此 可 得 

So 区-mm- 有 So+KS,] 
Xt K RAA 


Ès = Ds. 


Sts, Cn - m - k) + S, Sik] = 2H 
" m 4=0 k=0 


R Q 得 证 . 

在 式 加 h$ k = m, 得 到 
Hs<ul.s, 

将 式 OO fa @ 结合 起 来 ,得 到 
(n+1- S < 于 s, aH, s, 


S< 


t., = . 
iT Sa = Sn 
1 
可 见 ,Ms 这 二 
显然 ,只 须 证 M > -1— 


2cnm —- m(m + 1 
= (n = m)(n + m + 1) — 2en(n = m) ` 


于 是 ,aw+l 三 1 且 满足 
Dm sa ÈK + ann > K 


asat 


PATIRE" TEPIC 
mm mo 


即 满足 条 件 O 

注意 到 on -1< m < ean, H 
Da 

M> = `< 


n+m+1-2cn 
Da 


M Sn + S,). 


第 五 章 ”设计 与 构造 


A 组 

1. 解 : 设 B.C、D、E、F 是 各 小 路 连通 公路 的 道口 . 

(1) 车 站 设 在 D 点 最 好 . 

(2) 如 果 车 站 设 在 公路 上 的 S 点 ,不 妨 设 S 在 D、C 之 间 , 用 ur, uz," uz 表示 S 到 各 工厂 的 路 程 ， 
w= uj t uzt + uy. 4 S HC 移动 一 段 路 程 d 时 ,ui,u 各 减少 d, 但 us, us, us, ug, u7 AWH d; 
所 以 w WIN Sd - 24 = 3d, 当 S 自 C 再 向 下 移动 一 段 路 程 d 时 ,ve 又 增加 6d' - d = 5d' .如 果 S 自 
B 向 北 再 移动 一 段 路 程 d” 时 ,w 就 再 增加 7d ,这 说 明 S 在 DD 点 以 北 的 任何 地 方 都 不 如 在 DD 点 好 .同样 ， 
可 以 证 明 S 在 DD 点 以 南 的 任何 地 方 都 不 如 在 点 DD 好 

2.(1) 不 妨 设 T, < T; < … < Tio. 由 排序 原理 , 依 T, 由 小 到 大 的 顺序 接 水 ,所 花 总 时 间 10T + 
9T2 + + 2Te + Tio 最少. 

(2) 当 有 两 个 水 龙头 可 用 时 , 先 将 十 人 分 配 到 两 个 水 龙头 上 , 不妨 设 第 一 个 水 龙头 上 为 Ta, Ti 
“Tin, 第 二 个 水 龙头 上 为 Ta, Tas, Tim IEP m + n = 10.88081 (Ti + T+ + Tin) - (Tn 
+ T> + … + Tom) | 最 小 ,在 每 个 水 龙头 上 利用 (1) 的 方法 ,可 求 得 花费 最 少 的 时 间 为 

nTu + (DTo+…+Tio+rmTi+(m = 1) T+ == + Ty, 

3. 解 :(1) 在 平面 上 任 取 一 点 A 为 项 点 作 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 ABC( 这 里 长 度 单位 为 1 英寸 ) ,车 
B.C 中 有 一 点 和 A 同色 ,或 B.C 同色 , 则 结论 已 成 立 . 若 A.B、C 三 点 颜色 互 不 相同 , 作 点 A 关于 直线 
BC 的 对 称 点 A , 若 A“ 和 B、C 之 一 同色 , 则 结论 也 成 立 .否则 A 和 A 同色 ,这 时 ,AA”“ 的 长 为 /3. 

过 A 点 可 以 作 无 穷 多 个 边 长 为 1 的 等 边 三 角形 ,对 这 些 三 角形 作 同 前 面 类 似 的 讨论 . 若 不 存在 相距 
为 1 县 同色 的 两 点 , 则 所 作 类 似 于 A“ 的 点 的 集合 恰 为 以 A 为 国 心 ,以 V3 长 为 半径 的 圆 ,而且 这 圆 上 的 所 
有 点 和 A 有 同一 种 颜色 在 加 上 任 作 长 为 的 弦 , 则 弦 的 两 个 端点 相距 为 1 且 有 相同 的 颜色 . 

(2) 答案 是 否定 的 .用 对 角 线 长 接近 1( 英 寸 ) 但 不 等 于 1 的 正方 形 铺 满 整个 平面 . 例如 可 取 正 方形 
的 对 角 线 为 0.9, 若 用 这 个 长 度 , 则 每 个 正方 形 的 边 长 为 0.9V2 > 0.63. 将 其 中 一 个 正方 形 涂 上 1 号 颜 
色 , 与 其 相 邻 的 八 个 正方 形 分 别 涂 上 2 ~ 9 号 颜色 .反复 这 样 做 ,可 将 平面 上 的 每 个 正方 形 都 涂 上 颜色 . 
这 样 就 可 以 得 到 涂 上 颜色 的 大 正方 形 (由 九 个 小 正方 形 组 成 ,通常 情况 下 要 考虑 到 正方 形 的 边界 ,可 将 
正方 形 的 底部 和 左 部 边界 涂 成 与 正方 形 内 部 具有 同样 的 颜色 ). 由 此 得 到 涂 有 九 种 颜色 的 平面 上 没有 两 
点 相距 恰 为 1 且 有 相同 的 颜色 .事实 ,对 平面 上 任意 一 点 ,和 这 点 有 相同 颜色 的 点 ,或 者 与 其 相距 小 于 0. 
9 英寸 ,或 大 于 2 x 0.63 = 1.26 +f. 

4. 解 :如 果 我 们 记 1983 个 车 站 形成 的 集合 为 S ,再 设 共 开辟 了 k 条 线路 的 公共 汽车 ,并 且 分 别 以 
Al,A2,…,A4 记 作 它们 所 经 过 的 车 站 的 集合 , 则 它们 都 是 S 的 子 集 ,从 而 = |A1,A2,…,Asi 是 S 的 
一 个 子 集 类 ( 即 由 S 的 子 集 所 组 成 的 集合 ). HERTA Z 具有 性 质 : 

QA, N A, 2 @ HER 1S i < iS ki 

@Ai, N A, N A, Z Ø AHER IS i < i< ia ,也 就 是 说 ,其 中 的 每 两 个 子 集 都 相交 ,但 每 
三 个 于 集 的 交 都 是 空 集 . 

由 上 面 的 性 质 可 以 推 知 ,每 个 子 集 所 含 的 元 素 ( 即 车 站 ) 数目 不 会 少 于 - 1 个 ,这 是 因为 ,由 四 知 
每 个 子 集 都 与 其 余 & - 1 个 子 集 至 少 有 一 个 公共 元 素 ,而 由 O 知 这 些 公共 元 素 两 两 不 同 (不 然 ,就 会 造 
成 某 三 个 子 集 之 交 非 空 ). 于 是 这 个 子 集 所 含 元 素 之 和 不 小 于 k(k - 1). 但 在 这 样 的 计算 过 程 中 ,每 个 


元 素 都 算 了 两 次 (因为 它们 都 同时 属于 两 个 不 同 子 集 ) ,所 以 A, 中 的 元 素数 目 不 少 于 地 4(A - 1) +. 
BA ÚA = S, 所 以 二 kk = 1) < 1983,80 k(k — 1) < 3966, 满 足 此 不 等 式 的 最 大 整数 为 上 = 63. 所 
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以 ,按照 该 城市 规划 人 员 的 愿望 ,至 多 可 开设 63 条 线路 的 公共 汽车 ,每 条 线路 至 少 应 经 过 4 - 1 = 62 个 
公共 汽车 站 . 

5. 解 :将 每 一 个 区 用 一 个 点 表示 (我 们 称 它 为 项 点 ), 若 两 区 的 交通 方式 是 汽车 ,就 将 相应 的 两 个 顶 
点 之 间 所 连 线 (我 们 称 它 为 边 ) 涂 上 红色 ; 若 两 个 区 的 交通 方式 是 火车 或 飞机 ,就 将 相应 地 两 个 顶点 之 
间 的 连 线 相应 地 涂 上 蓝 色 或 白色 ,这 样 就 得 到 一 个 经 过 涂 色 的 图 .根据 题 意 ,这 个 图 具有 以 下 性 质 : 

(1) 这 个 图 的 每 两 个 顶点 之 间 有 一 条 边 连接 ,每 条 边 都 涂 上 红 \ 蓝 , 白 三 种 颜色 中 的 一 种 ; 

(2) 整个 图 中 三 种 颜色 的 边 全 有 ; 

(3) 每 一 顶点 引出 的 边 中 ,至 多 只 有 两 种 颜色 ; 

(4) 在 这 个 图 中 不 存在 同色 三 角形 , 即 没有 一 个 三 角形 它 的 三 条 边 的 颜色 全 都 相同 . 

现在 来 证 明 :这 个 图 的 顶点 个 数 ” 至 多 为 4, 即 这 个 县 最 多 有 4 个 区 . 

首先 ,我 们 证 明 在 这 张 图 上 ,从 每 个 顶点 出 发 的 同色 线 至 多 两 条 ,否则 不 妨 设 从 A 出 发 有 3 条 (或 多 
于 3 条 ) 红线 AB,AC,AD, 于 是 条 件 (4),B、C、D 之 间 不 能 再 有 红色 线段 , 且 这 3 条 线段 (BC, BD, CD) 
必须 是 蓝 、 白 色 都 有 ,但 这 样 会 使 从 菜 点 (B.C、D 之 一 ) 出 发 有 3 条 异 色 的 线段 ,这 和 条 件 (3) FR. 


图 -D-3-15 图 工 -D-3-16 
由 上 面 证 得 的 结论 及 条 件 (3) 可 知 n < 5. 
其 次 我 们 自然 会 设想 就 5 点 A、B、C、D、E 构 造 一 张 符 合 题 意 的 图 ,由 于 nn = 5, 由 条 件 (3) 知 ,从 每 
点 出 发 的 A 条 线 必须 是 两 种 颜色 ,每 种 颜色 两 条 ,不 妨 设 从 A 点 出 发 的 4 条 线段 的 颜色 如 图 I -D-3 
一 15 所 示 , 图 中 的 实 线 及 虚线 各 代表 一 种 颜色 (例如 红 、 白 两 色 ) , 因 ABAC 为 红色 , 故 BC、BD、BE 中 
有 且 仅 有 一 条 为 红色 , 因 BC 不 能 为 红色 , 故 不 妨 设 BD 为 红色 ,由 此 知 DC 及 DE 为 一 红 一 白 , 且 只 能 是 
DE 为 红 , DC 为 白 , 仿 此 继续 讨论 , 推 得 CB 为 白 , CE 为 红 , BE 为 白 .也 就 是 说 , 当 n = 5 时 ,我 们 推 得 符 
合 条 件 (3) (4) 的 图 ,只 能 有 两 种 颜色 的 边 ,这 与 条 件 (2) 相 违 背 , 从 而 n < 4. 
， 现在 构造 n = 4 时 的 图 .如 图 I - D - 3 - 16, 四 边 形 ABCD ,四 边 AB, BC, CD, DA 涂 红色 ,对 角 
线 AC 涂 蓝 色 , BD 涂 白色 , 则 满足 题 设 要 求 (答案 不 是 惟一 的 ). 
6. 证 明 : 构 造 证 明 如 下 
因 1992 + 4 = 498, 故 任何 一 个 大 于 498 的 整数 与 4 的 乘积 都 大 于 1992, 记 
A, = 1499,500,…,19921，| Ai ! = 1494 
498 + 4 = 124…2, 记 Az = |125,126,---,4981 
1 A2 |= 374, 且 每 个 元 素 的 4 倍 都 是 A, 的 元 素 
31, 记 As = 132,33,…,124| 
93, 且 每 个 元 素 的 4 倍 都 是 A; 的 元 素 
JE A, = 18,9,…,31| 
24, 且 每 个 元 素 的 4 倍 都 是 Ai 的 元 素 
: 3, 记 As = 12,3,…,7| 
1 As 1= 6, 每 个 元 素 的 4 倍 都 是 A, 的 元 素 
记 As = 1 ,为 单元 素 集 ,1 的 4 倍 即 4 为 As 的 元 素 
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这 样 一 来 ,(A1,A2,…,Ae) 是 集合 11,2,…,19921 的 一 个 分 划 , 且 |4a |a € Ai CA; i = 1,2,3, 

4,5, 令 A = A, U As U As, A | = 1593|, 则 A 即 为 所 求 . 
B 组 

7. 解 :将 y 轴 上 的 整 点 染 上 黑色 或 白色 ,并 且 黑 、 白 各 有 无 穷 多 个 (例如 使 这 两 种 颜色 相间 即 可 ) ,再 
将 其 余 的 整 点 染 上 红色 ,这 样 染色 就 满足 朗 求 . 

RA = | 具有 性 质 局 的 排列 !,B = | 不 具有 性 质 已 的 排列 | ,我 们 着 眼 于 建立 从 B BJA 的 一 
个 映射 “ 广 , 使 它 是 单 射 并 非 满 射 ,就 能 证 明 | A 1>1B I. 

S b= |zrlra…zznlE B.W zi - za1 天 nm, 因而 总 能 找到 一 个 排列 a = (r2, Eii E1 Tis 
“Sal ,使 1x1 ~ z. 1= nn, 这 样 的 i 有 且 仅 有 一 个 与 5 对 立 ,显然 a E A, 按 这 样 的 对 应 法 则 建立 映射 : 
B=b—a € A 

容易 验证 / 是 单 射 ,下 证 f 不 是 满 射 . 

因 对 任何 6 = jz,x2 Eitsi Enl H l ry az lA n, laz- ara lA nbb ika = |z;, 
Lgr Ticls EI Tis Ean) 的 前 二 数 之 差 的 绝对 值 不 等 于 nn. 

显然 排列 jn + 1,1,…,n,n+2,…,2n1 € A 但 不 是 B 中 任何 元 素 的 像 ,所 以 了 不 是 满 射 ,因此 证 
得 1A1>1B1, 证 毕 . 

9. 证 明 ; 过 个 点 中 的 任意 两 点 引 直线 , 最 多 可 作 C2 条 直线 ,每 条 直线 外 必 有 其 他 点 ,这 样 的 点 至 
多 有 (n -2) 个 ,因此 , 任 一 直线 外 的 点 到 该 直线 的 距离 至 多 有 (mn - 2) 个 ,考虑 所 有 的 点 及 所 有 的 直线 ， 
上 述 距离 所 构成 的 正 数 集合 M 只 有 有 限 个 数 . 由 最 小 数 原理 , M 中 必 有 
最 小 数 po, 设 po 对 应 的 点 及 直线 为 Ao 与 Lo, 则 Lo 就 是 符合 题目 要 求 的 
直线 ,下面 用 反 证 法 证 明 此 猜测 . 

如 图 H -DD-6-12 所 示 , 假 设 L 不 符合 要 求 ,不 妨 设 有 3 个 已 知 点 
Al,A2z,A3 在 直线 Lo 上 ,AoHo 垂直 Lo( 垂 足 为 Ho),AoHo = po, A Ai, 
Az,A3 至 少 有 两 点 位 于 Lo 上 点 Ho 的 同 侧 (包括 与 Ho MA), it A,A 
位 于 Ho FIM, E HoA, < HoAz, 过 Au,A? 的 直线 记 为 Li,Ai 到 Li 的 距 图-D-6-12 
W AH, = pis ,显然 cl < po, 这 与 po 的 最 小 性 矛盾 . 故 假设 不 真 ,所 以 直线 Lo 恰好 通过 其 中 两 个 点 . 

10. 证 明 : 如 果 去 掉 某 个 选手 ,能 使 在 余下 的 选手 中 ,任意 两 个 已 赛 过 的 对 手 仍然 都 不 完全 相同 , 那 
么 我 们 就 称 这 个 选手 为 可 去 选手 ,本 题 就 是 要 证 明 存 在 可 去 选手 . 

我 们 猜测 已 赛 过 最 多 对 手 的 选手 为 可 去 选手 ,下 证 这 个 猜测 是 正确 的 . 

设 A 是 已 赛 过 最 多 对 手 的 选手 , 若 不 存在 可 去 选手 ; 则 A 不 是 可 去 选手 ,此 时 存在 选手 B.C ,使 得 
去 掉 A 时 ,与 B 赛 过 的 对 手 集合 和 与 C 赛 过 的 对 手 的 集合 相同 ,从 而 B 和 C 不 可 能 赛 过 ,并 且 B 和 C 中 
一 定 有 一 个 (不 妨 设 为 B) 与 A 赛 过 ,而 另 一 个 ( 即 C) 未 与 A 赛 过 ,又 因为 C 不 是 可 去 选手 , 故 存在 也 、 
E, Ih D 55 C 赛 过 ,而 巨 未 与 C 赛 过 . 

显然 ,D 不 是 A, 也 不 是 8, 因 为 D 与 C 赛 过 ,所 以 DD 也 与 B 赛 过 ,又 因为 B 与 DD 赛 过 ,所 以 B 也 与 
E 赛 过 ,但 EE 未 与 C 赛 过 ,因而 选手 E 只 能 是 选手 A. 

于 是 ,与 A 赛 过 的 对 手数 就 是 与 EE 赛 过 的 对 手数 , 它 比 与 DD 赛 过 的 对 手数 少 1, 此 与 关于 A 的 假设 
了 矛盾 ,从 而 命题 得 证 . 

11. 解 :(1) 设 满足 m(G) = mo 的 G 由 分 组 Zi,Za,…,Zs 得 到 ,其 中 > 为 第 ;组 的 点 构成 的 集合 ， 
i= 1,2,,83,® | Z |= zi(i = 1,2,…,83), 则 有 z, + zx + …+ zas = 1994 

首先 猜测 ,取得 最 小 值 mo 的 分 组 Z1,Z,… ,Zss 是 均匀 的 , 即 任 两 组 点 数 之 差 不 超 过 1 ,为 得 到 证 
实 , 则 可 构造 一 种 具体 的 分 组 法 . 

TFiEl< i= j<83B,# | z, —- z, IS 1 

用 反 证 法 , 若 存在 i,j(1 < i,j < 83) ,使 得 | z, - z, | 三 2, 不 妨 设 z, > z, MTE 己 的 另 一 分 
组 Yi, Yaz,…, Yos 使 得 : 
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zi 1.38 k = í Bf 

zj + 1,34 k = ; Bf 
设 分 组 Yi, Yoses Ys 得 到 的 图 案 为 G 
Bm = Ch + Co +…+ Co 
m(G)= C) +C += +C, 
“M(G) - mo = C3, + C3 -Ci -Cc 

= 
= Cha + CCZ +C)- (C +C )- 3 


Za, k 2 í B k Z j Bf 
和 


Tn.C < Cs. 

“mm(G') - mo < 0, 这 与 mo 最 小 性 矛盾 . 

“1994 = 81 x 24 +2 x 25 

<. mo = 81C}, + 2C3 = 168544 

(2) 设 G" 由 分 组 xi,zz,…,ze3 得 到 ,不 妨 设 1zi1=1zz1=…=1zsl1= 24,1ze1=1zs1= 
25. 下 面 给 出 G” 的 一 种 染色 方法 ,使 得 G” 用 四 种 不 同 颜色 染 后 不 含 三 边 颜色 相同 的 三 角形 . 

我 们 将 集合 z, 及 所 连 线段 构成 的 图 形 称 为 G” 的 第 i 块 , 记 为 G;* ,i = 1,2,… ,83. 

先 对 G8 染色 , 令 za = Zi U Z; U Z, U Z, U Z5 使 得 QI Z = @(1< i= ;j<5), | Z |= 
5(1 < i < 5), 将 每 个 子 集 ZO < i < 5) 中 任 两 点 所 连 线段 用 图 I - D - 6 - 13 所 示 的 方法 去 染 , 将 
不 同 子 集 2, 与 (i 关 j) 间 所 连 线段 用 图 — D - 6 - 14 所 示 的 方法 去 染 ,图 中 a,b,c,d 分 别 代表 四 
种 不 同 的 染色, 这样 染 后 的 Go 显然 不 含 三 边 颜 色相 同 的 三 角形 . 


图 II-D-6-13 


对 于 Go THR Gë 的 方法 去 染 ;至 于 G; (1< i < 81) 的 染 法 ,可 先 加 一 点 并 将 设 点 与 原来 的 24 
点 各 连 一 条 线段 ,然后 按 Go 的 染 法 染 好 后 ,再 把 加 的 一 点 及 该 点 所 连 的 线段 去 掉 , 这 样 染色 后 的 G; 
也 不 含 三 边 颜 色相 同 的 三 角形 . 

综 上 知识 论 成 立 . 

12. 解 : 设 每 题 的 三 个 选择 支 为 a,b,c ,如 果 参 加 考试 的 学 生 有 10 人 , 则 由 第 二 抽 导 原理 知 , 第 一 题 
答案 分 别 为 a,5,c 的 三 组 学 生 中 , 必 有 一 组 不 超过 3 人 ,去 掉 这 组 学 生 , 余 下 的 学 生 中 定 出 7 人 , 则 他 们 
对 第 一 题 的 答案 只 有 两 种 ,对 于 这 7 人 关于 第 二 题 应 用 第 二 抽 层 原理 知 其 中 必 可 选 出 5 人 ,他 们 关于 前 
两 题 的 答案 都 只 有 两 种 可 能 ,对 于 这 5 人 关于 第 二 题 应 用 第 二 抽 层 原理 ,又 知 可 选 出 4 人 ,他 们 关于 前 
三 是 的 答案 都 只 有 两 种 ,最 后 ,对 于 这 4 个 人 关于 第 四 题 应 用 第 二 抽 层 原理 , 知 必 可 选 出 3 人 ,他 们 关于 
四 个 题目 的 答案 都 只 有 两 种 ,还 不 满足 题 中 的 要 求 ,可 见 , 所 求 的 最 多 人 数 不 超过 9, 另 一 方面 ,如 果 9 个 
人 的 答案 如 下 表 所 示 , 则 每 3 个 人 都 至 少 有 一 个 问题 的 答案 互 不 相同 . 


N 


alojoj E 


a |a fa fa 
oojo ls 


所 以 ,所 求 的 人 数 最 多 为 9. 
第 六 章 ”调整 操作 博 奕 与 对 策 


A 组 

1. 证 明 :假设 2" 个 球 最 初 分 成 了 h 堆 ,各 堆 球 数 是 ai,az,……,ai, 其 中 有 些 是 奇数 (各 堆 的 球 数 或 是 
奇数 或 是 偶数 , 且 奇 数 堆 数 必 为 偶数 ) , 则 可 把 奇数 球 的 堆 两 两 配合 ,每 这 样 两 堆 之 间 移 动 一 次 ,这 时 堆 
数 4 反 ,各 堆 的 球 数 

aaa, ° 
都 是 偶数 .它们 可 能 不 仅 都 能 被 2 除 尽 ,一 般 总 有 一 个 正 整数 p > 1, 使 得 2” 能 除 尽 O 中 的 一 切 数 ,而 
21 不 能 ,于 是 Q 可 以 写作 

22b1 ,2°b2, = 2, @ 
它们 必须 满足 22(b, + 62 + + by) = 2".b1,b2,…,b 之 中 必 有 奇数 ,如 果 p= n WD k = 1,b1 = 
1. 这 即 说 ,一 切 球 已 并 人 一 堆 . 如 果 p< n, bi + b+ + b, = 2"?, 那 么 51,52,…,b, 之 中 的 奇 
数 必 有 偶数 个 .再 把 这 里 的 奇数 两 两 配合 ,每 这 样 两 堆 之 间 移 动 一 次 ,就 使 得 各 堆 球 数 为 

Pbi ,2Pby r, 2Pb (1 < k) @ 
HP bibr seb 都 是 偶数 ,又 有 一 个 正 整数 9 > 1, 使 得 2° 能 除 尽 b1 ,02 b ,而 2*! 不 能 ,那么 
图 又 可 以 写成 

2P aey, 2P eg, 2P cy © 

车 p+q = n AjI = 1,ci = 1, 问 题 即 证 . 

如 果 户 + q nRa ttita = 2" 09),cl+ cz+…+cl 中 的 奇数 有 偶数 个 ,两 两 配合 ， 
再 作 调整 . 

每 调整 一 次 ,各 堆 能 提出 的 公 因数 (如 2?,2***) 便 加 大 一 次 ,而 且 每 次 至 少 乘 一 个 因数 2(p,q 都 宇 
1). 这 样 增 大 下 去 ,总 有 等 于 2" 的 时 候 , 那 时 必然 只 有 一 堆 . 

2. 证 明 :用 数学 归纳 法 . 当 ”= 1 时 ,显然 .假设 当 n = 上 时 ,结论 成 立 .下 证 nw = +1 时 结论 成 立 ， 
我 们 写 出 前 面 三 行 : 
Ll 


EESTE ZEATE ZETT aii 


EERTE TETTERE TE E 

容易 看 出 ,在 奇数 位 置 上 的 数 和 偶数 位 置 上 的 数 构成 行 =l, za， rtt! -1A ararat, 
些 行 可 以 像 条 件 中 要 求 的 那样 进行 变换 ,而 得 到 第 三 行 ,由 归纳 假设 ,长 度 为 2* 的 行 ,最 终 可 以 变 成 由 
一 些 1 组 成 的 行 .这 样 ,就 从 原始 长 度 为 2:"! 的 行 得 到 了 由 一 些 1 组 成 的 行 . 

3. 证 明 :用 os 表示 第 ; 行 第 ) 列 中 的 数 构成 的 基本 项 ,可 在 第 一 行 任 取 一 数 a1, 有 法 ;再 在 第 二 行 
WH aul Ak), Hi n - 1 法 ;以 此 类 推 .所 以 基本 项 的 个 数 是 mx(m - 1)…3 .2 .1 = n!, 记 全 部 基本 
项 的 和 为 S. 下 面 考虑 所 有 ay 全 取 + 1 这 一 特殊 状态 ,此 时 基本 项 皆 为 1, 所 以 S = n!, 又 n 宇 4, 因 此 
4 1 S. 再 逐个 调整 . 先 将 某 个 ai 改 成 - 1, 则 含 这 个 ai 的 (n - 1)! 个 基本 项 由 +1 变 成 -1, 每 项 减少 2， 
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共 减 少 2(n - 1)!, 这 也 是 4 的 倍数 ,这 时 仍 有 41 S. 再 把 另 一 个 aj 改 成 - 1, 也 是 改变 (n - 1)! 个 基本 
项 的 符号 ,每 项 减少 或 增加 2, 偶数 项 共 改 变 4 的 倍数 , 仍 4 1 S. 

任何 填 法 的 表 都 可 由 aj 全 为 + 1 经 改变 有 限 个 a; 的 符号 而 得 到 ,所 以 总 有 4 1 S. 

4. 证 明 : 首 先 考察 一 种 特殊 情形 , 即 除 端点 外 (已 染 成 蓝 色 ) ,再 将 n - 1 个 分 点 Ci(i = 1,2,…,n — 
1) 全 部 染 成 蓝 色 ,这 时 标准 线段 有 0 条 ,是 偶数 .下 面 进行 调整 ,看 此 量 是 不 变 的 .第 一 步 ,从 左 至 右 将 n 
一 1 个 分 点 中 的 对 应 前 述 状 态 蓝 点 的 某 一 点 改 染 成 红色 ,这 时 标准 线段 增加 两 条 ;第 二 步 , 将 余下 的 n 一 
2 个 分 点 中 的 对 应 前 述 状态 任 一 蓝 点 的 一 点 染 成 红色 ,这 时 标准 线段 或 不 增加 ,或 增加 两 条 ,……, 如 此 
调整 下 去 ,每 次 调整 标准 线段 或 增加 (减少 ) 两 条 ,所 以 总 可 以 调整 到 题 设 要 求 的 一 般 状 态 . 因此 ,标准 
线段 的 条 数 是 0 或 2 的 整数 倍 ,总 是 偶数 . 

S. WEH: it P HIE A ABC 内 或 边 上 任意 一 点 , 因 P 到 各 边 距 离 之 和 x + y + z 为 定 值 ,可 考虑 过 PP 
作 直 线 平行 于 BC, 交 AB,BE,AD,AC 于 U,V,M,N. 当 P 在 UN 上 移动 时 , 积 zyz 中 zx 固定 不 变 ,而 
x = PV + PN ° sin? + ,Ë& yz PV + PN 有 一 样 的 变化 .由 于 4PV* PN = (PV + PN)?-(PV.PN)?， 
PV + PN 为 定 值 . 故 | PV - PN | 逐渐 增 大 , 则 PV - PN # WW , 4 P tš G( BC 边 上 高 AH 5 VN 的 
交点 ) 重合 时 , PU. PV 有 极 大 值 ,而 离开 G 点 向 两 侧 移动 时 , PU - PN 逐渐 减少 ,这 样 ,我 们 为 使 xy 
有 极 小 值 ,首先 应 将 已 点 调整 到 V,M 处 , 即 人 ARQS 的 边界 上 . 

问题 又 在 于 BE 并 不 平行 于 AB,AD, 也 不 平行 于 AC ,直接 在 A RQS 的 边界 上 继续 上 述 调整 ,从 
V,M 调整 到 Q,S,R 处 是 荒 雇 的 ,因为 重复 上 述 调整 的 条 件 并 不 具备 ,但 是 ,我 们 可 通过 如 下 的 变换 ， 
过 R,Q,S 作 RR // SQ' // EC,QR // SS // AC,QQ' // RS // AB, 围 成 六 边 形 QQ'SS'RR' .这样 ， 
我 们 可 重复 上 述 调整 ,将 已 点 调整 到 P AP 点 ,再 继续 至 QR Q) R SR S ) 一 处 ,由 于 对 称 ,zxyz 
EQ, Q, S, S 处 的 值 相同 ,同样 ryz (ER , R° 处 的 值 与 在 Q 处 的 值 相 同 , 故 ryz 在 Q .SR 处 达到 最 小 
值 . 

6. 证 明 : 由 题 设 可 知 ,要 求 12 排 座位 能 保证 全 部 学 生 都 坐 下 , 且 同 一 学 校 的 学 生 必 须 坐 在 同一 模 
排 .首先 我 们 考虑 这 样 一 种 情 第 一 所 中 学 的 学 生 从 第 一 排 第 一 座 起 依次 人 座 ,他 们 全 部 就 座 后 ,再 
让 第 二 所 中 学 的 同学 依次 人 座 直到 第 n 所 中 学 的 学 生 全 部 就 座 . 这样 ,全 部 1990 名 学 生 ,恰好 坐 
满 10 排 座位 ,如 果 这 种 坐 法 ,刚好 没有 一 所 学 校 的 学 生 是 跨 排 就 座 的 ,于 是 命题 成 立 . 

如 果 如 上 坐 法 ,至 少 有 一 所 中 学 的 学 生 跨 排 , 则 进行 调整 , 设 某 校 学 生 分 别 就 座 于 第 i 排 和 第 i + 1 
HO < i < 9) ,我 们 就 让 所 有 跨 排 的 学 生 全 部 退出 ,重新 安排 ,因为 这 样 的 学 校 至 多 九 所 , 设 为 九 所 时 ， 
让 其 中 五 所 学 校 的 学 生 坐 在 第 十 一 排 ,由 39 - 5 = 195 < 199, 则 必 能 坐 下 , 且 不 再 产生 跨 排 ,再 让 其 余 四 
所 学 校 的 学 生 在 第 十 二 排 就 座 . 当然 ,如 果 跨 排 就 座 的 学 生 少 于 九 所 ,就 更 容易 “调整 "了 . 

7. 解 : 递 推 过 程 如 下 (如 图 所 示 ):(0,0) E€ L 一 (1,n),(n,1) € 
W— (2,2) € L= (4,n),(n,4) € W— (2,3),(3,2) € L — (5, 
n),(n,5) € W — (3,3) € L — (6,n),(n,6) € W — -- 猜测 

L = 1(0,0)| U |(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)(mod5)| 

证 明 ;5k+2 堆 只 能 分 成 (0,2),(1,1) 或 (3,4)(maod5);5k+3 堆 
只 能 分 成 (0,3), (1,2) R(4,4)(mod5), ki L 的 非 终局 态 一 步 只 能 
走 到 W. 另 一 方面 ,W 的 状态 必 有 SkSk + 1 或 5k + 4 堆 , 分 别 可 分 
成 


s, 


eJ — o o > am oo 


(2,3),(3,3),(2,2)(mod5) 

因为 (33,35) € W, 故 甲 必 胜 ,策略 已 自明 . 

8. 解 :(1) Eš ab 后 成 闭路 当 且 仅 当 未 连 时 a 到 b 已 有 通路 ,双方 均 
应 避免 先 造成 这 种 危险 态 , 采 取 对 称 画 法 可 达 此 目的 . 设 A 方 每 步 画 后 
的 图 形 都 是 中 心 对 称 的 ,他 就 不 会 千 万 危险 态 : 若 A 某 步 造成 危险 态 , 由 对 称 性 ,对 方 上 一 步 后 已 有 危险 态 ,A 
只 要 不 去 连 对 称 的 危险 态 ,而 将 对 方 造成 的 危险 态 连 为 闭路 就 已 获胜 .虽然 ,这 个 游戏 是 有 限 的 . 

X m 与 4 同 奇 偶 时 , 纸 的 中 心 不 在 任 一 单位 格子 边 内 , 故 乙方 必 胜 ; 
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当 m 与 ”不 同 奇 偶 时 ,对 称 中 心 在 一 边 内 , 甲 第 一 步 连 这 条 中 央 线 就 必 胜 . 

(2) 图 上 有 (m + 1)(n +1) 个 顶点 . 当 连 线 数 少 于 lo = (m + 1)(n +1) 一 1 时 未 连通 , 必 有 二 相 邻 
顶点 a 和 6 间 无 通路 , 连 a5 是 个 活 步 .但 如 已 连 1o 条 线 而 尚未 出 闭路 ,下 一 步 无 论 怎么 连 必 出 闭路 . 

当 m.n 同 为 偶数 时 ,1o 为 偶数 , 乙 必 胜 ; 

当 m,n 至 少 有 一 奇数 时 甲 必 胜 . 

致胜 策略 是 每 步 连接 未 通 的 相 邻 点 . 

9. 解 : 乙 首先 要 让 19 与 20 同 号 .由 于 甲 的 干扰 ,不 能 保证 其 他 数 也 同 号 , 退 而 求 其 次 ,尽量 弥补 甲 
的 破坏 : 乙 将 20 个 数 相 邻 配对 为 

(1,2),(3,4),--,(19,20) 

每 步 与 甲 同 组 ,在 前 9 组 与 甲 异 号 ,最 后 一 组 与 甲 同 号 ,这 样 必 可 保证 S 过 19+ 20 — 9 x 1 = 30. 

另 一 方面 , 甲 的 策略 自然 是 抵消 : 设 乙 第 i 步 后 已 有 符号 的 2i 个 数 代数 和 为 Si, 甲 在 余下 的 最 大 数 
之 前 放 与 S, 相 异 的 符号 (如 S, = 0 可 任意 放 ) ,假定 甲 最 后 一 次 使 代数 和 变 号 是 在 他 的 第 步 (1 < 过 
10),BD a, S| Si-11, 此 时 

IS-ita <a S21 - k 
TIZI k RR b, < a4-1 < 20 - 人, 故 

IS I< 41 - 2k 
以 后 每 个 回合 b; < a; <1 S LALI S, ISI S-i l-1. FERE S <4 -2k - (10 - k) =31-k < 
30 

故 乙 能 保证 的 最 大 S 是 30. 

10. 解 : 记 第 一 个 游戏 者 为 甲 ,第 二 个 游戏 者 为 乙 . 

甲 首先 摆 0:0, 乙 以 0:a 连接 ,这 时 甲 接 以 a:a, 现 在 乙 或 者 接 0:n 或 者 接 a :n ,对 第 一 种 情况 , 甲 接 
nta1 对 第 二 种 情况 , 甲 接 mn:0, 甲 接 完 这 步 后 ,骨牌 申 的 两 端 或 者 都 是 a ,或 者 都 是 0. 这 步 之 后 , 设 乙 接 
上 0;m(a;m), 则 甲 接 上 m:a(m:0). 形 如 0:n 和 a:n(n 关 0,a) 的 肯 牌 是 成 对 的 ,所 以 最 后 的 步 又 必 
是 在 甲 接 牌 后 而 终止. 故 第 一 个 游戏 者 必 胜 . 

B 组 

11, 解 :100 条 直线 若 两 两 相交 ,可 得 Cio = 4950 个 交点 , 现 考虑 从 这 种 状态 出 发 ,减少 交点 的 个 
数 ,恰好 为 1985, 办 法 是 使 一 些 直线 共 点 或 平行 . 

设 直 线 有 个 共 点 的 直线 东 , 每 一 束 中 直线 的 条 数 是 n,n2,… n (n. 223,i = 1.2,…,), 有 mi 十 
n+ + m < 100. 

这 时 ,每 一 东 的 交点 数 下 降 了 C2 -1 个 ,为 使 (C3 - 1) + (Ch, - 1) + == + (C$, - 1) = Cio-1985 
= 2965 

可 取 最 接近 2965 的 Ch = 2925 4R C}, 一 1 即 ni = 77, 类 似 地 取 nz = 9,n3 = 4, 则 有 Ch - 1 + 
G-1+C-1= Cho- 1985 = 2965 

这 表明 ,100 条 直线 中 ,有 77 条 直线 共 A 点 , 另 9 条 直线 共 日 点 ,还 有 4 条 直线 共 C 点 ,此 外 再 无 “三 
RIER R PIR” MAA 1985 个 交点 . 

12. 解 : 当 把 这 1989 个 点 分 成 30 组 ,各 组 点 数 分 别 为 nm, nz,…,mao 时 ,顶点 在 三 个 组 的 三 角形 的 总 
数 为 S = X nnm 


rb] 


本 题 即 在 n1,n2,…,na 不 相同 且 和 为 1989 的 条 件 下 , 问 何 时 能 使 S 取 最 大 值 

由 于 把 1989 个 点 分 成 30 组 只 有 有 限 种 不 同 分 法 , 故 必 有 一 种 方法 使 S 达到 最 大 值 .不 妨 设 此 时 各 
组 点 数 满足 nj < n; < < na M 

Mnisi n <2,i = 1,2,…,29. 若 不 然 , 必 有 加 使 nerl - mi 过 3, 不 妨 设 io = 1, 这 时 有 


>, 
` 
S = nn2 n+ (nit n) > njem + > ning 
m sjaw xica 
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令 = m t 1,.ny = 和 -1 则 mt 一 m+aoo ° nZ = nin + na = mi - 1 > nn, 
可 见 , 当 用 ml ,nz RẸ n,n M n3,… ,na 不 动 时 ,S 值 变 大 ,矛盾 . 

(2) $E nisi- n; =2 的 ; 值 不 能 多 于 一 个 . 若 不 然 , 可 设 有 1 入 和 < jo 入 29, 使 m4 一 ni0 = 2n 
- njo = 2, 则 类 似 于 (1) 可 知 , 当 用 ai = mi + Inia = mya LRE nonya BHE S (REX AÉ 
可 能 . 

(3) 使 mw - n, = 2 的 i 值 不 能 一 个 没有 . 若 不 然 ,可 设 n = 上 一 14,n2 = 及 一 13,…,n30 = k + 
15, 则 易 知 其 和 为 30k + 15 = 1989, 这 也 不 可 能 . 

故 知 ninna 中 , 相 邻 两 数 之 差 恰 有 一 个 为 2 而 其 余 都 为 1, 不 妨 设 这 30 个 数 为 m,m + 1,m 
+io -l,mt+iot+1,,m+ 30(1 < io < 29), 则 其 和 为 30m - i + 465 = 1989 

故 33m — i = 1524 

解 得 m = 51,io = 6,4 S 取 最 大 值 时 ,30 组 点 数 依次 为 51,52,…,56,57,58,59,…,81 

13. 解 :能 经 过 有 限 次 操作 ,把 所 有 糖 块 集中 到 一 个 盘子 里 去 ,对 糖 块 总 数 m (2> 4) 进行 归纳 . 

H m = 4 时 , 盛 有 糖 块 的 盘子 不 多 于 4 个 ,去 掉 n - 4 个 空 盘 , 在 剩 下 4 个 盘子 里 , 糖 块 分 布 有 以 下 
4 种 情况 :(1,1,1,1),(1,2,1,0),(2,2,0,0),(1,3,0,0) 

对 于 第 一 种 情况 ,可 进行 如 下 操作 调整 ,使 糖 块 集中 到 一 个 盘子 里 : (1,1,1,1) — (3,1,0,0) -> (2, 
0,2,0) = (1,0,1,2) — (0,0,0,4) 

对 于 后 几 种 情况 ,类似 地 也 可 集中 到 一 个 盘子 里 . 

假设 m = k(k 4) 时 ,结论 成 立 . 当 m = k + 1(k 24) 时 ,在 盛 糖 块 的 一 个 盘子 里 固定 一 块 糖 ， 
暂 不 去 考虑 它 ,对 于 剩 下 的 k(k > 4) 块 ,利用 归纳 假设 ,这 块 糖 能 集中 到 一 个 盘子 里 ,如 果 这 个 盘子 
恰 是 盛 有 固定 糖 块 的 盘子 , 则 结论 已 经 成 立 . 否则 , 恰 有 两 个 盘子 盛 有 糖 块 ,再 取 两 个 空 盘 ,进行 如 下 操 
作 调整 :(1,k,0,0) -> (0,k -= 1,2,0) — (0,k = 2,1,2) — (2,k -3,0,2) > (1,k - 1,0,1) — (0,k +1, 
0,0). 结 论 成 立 . 

14. 证 :由 于 上 与 n 互 案 ,对 于 任意 io € M, 必 可 找到 两 个 整数 po 与 90. 使 得 io = pok + qon. 

(1) 若 go = 0, 则 i 与 1 同色 ; 

(2) 而 po = 0,qo # 0; po > 0,qo > O; po < O, qo < 0 这 三 种 情况 不 可 能 出 现 ,否则 不 能 满足 0 < 
io < nj; 

(3) # po > 0, qo < 0, 则 逐次 进行 下 列 调整 ,直至 q, = 0( 由 于 po, qo 是 有 限 数 ,每 次 调整 后 , 想 使 
Pin < 方 ,90 Z ,因此 q; = 0 一 定 能 达到 ). 

(a) Ë lp- 1)k + qa +12>0,pa = b - lga = Grija = pit l+ qian +t l; 

(O) Ë lp- 1)k + qan + 1S0,ga = B- lga = +lin= ptl + gan +l; 

EWT (a) ia = (p - Dk+qn+1= i -k=li kl B ija 5 i e 

EPITT (b) ij = (pj -1)k + (g +1)n+1= n-[-(pj-1)k-qn-1] = nl- ij +k] = 
n-li- k A ja 5 ; Ae. 

当 达 到 % = 0 BÉ, 5 o eT ; 51 e, AT i0 与 1 也 是 同色 的 . 

(4) # po < 0,qo > 0, 可 用 类 似 (3) 中 调整 直至 qo = 0, 不 过 此 时 应 用 P,., > p,q < 4g, 也 可 
证 明 io 与 1 同色 . 

综 上 所 述 ,任何 io 与 1 同色 , 即 M 中 所 有 数 都 染 同色 

15. 解 :(1) 可 以 .两 只 猫 放 在 过 老鼠 的 一 条 4S 线 的 两 端点 ,可 始终 保持 共 线 . 

(2) 由 老鼠 初始 位 置 作 两 条 45° 线 , 必 有 一 个 直角 内 无 猫 . B 沿 这 个 直角 的 平分 线 走 必 可 逃离 . 

16. 解 : 乙 选 双方 手中 最 大 的 100 张 可 使 S: - S, > 200 + 100 = 20000. 甲 第 一 步 选 [1,100] ,以 后 每 
步 均 可 回 到 此 状态 从 而 使 S2- Si < 20000. 

因此 乙 的 最 优 值 是 20000. 
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第 七 章 “染色 与 覆盖 


A 组 

1. 证 明 :用 数学 归纳 法 易 证 :如 果 平 面 图 形 下 被 直线 分 为 > 部 分 ,那么 这 部 分 可 用 两 种 颜色 着 色 ,使 
任何 相 邻 两 部 分 数 有 不 同 颜色 . 

因为 凸 n 边 形 被 一 些 对 角 线 划 分 成 ”个 部 分 (三 角形 ), 按 上 述 结论 ,用 
黑白 两 种 颜色 对 所 划分 的 各 三 角形 染色 ,使 相 邻 的 两 个 三 角形 不 同色 (如 图 
H -D-6-16). 

因为 从 每 个 顶点 A, 所 引 的 对 角 线 的 条 数 都 是 偶数 ,所 以 ,以 A, 为 一 个 
顶点 的 三 角形 的 个 数 必 是 奇数 ,由 于 相 邻 的 三 角形 着 色 不 同 ,因而 对 于 每 个 
顶点 来 说 ,第 一 个 与 最 后 一 个 三 角形 的 着 色 一 定 相同 . 由 此 可 知 有 一 边 与 已 
知 n 边 形 的 边 相 重合 的 三 角形 总 是 着 相同 的 颜色 ,不 妨 设 为 “黑色 ”, 于 是 x 
边 形 的 边 数 (n) + 这 个 多 边 形 中 画 出 的 对 角 线 的 条 数 (!) = 着 有 "黑色 ”的 三 
角形 的 边 数 之 和 = 3 x 着 “黑色 ”三 角形 的 个 数 (M)).“ 图 -D-6-16 

同时 ,这 个 多 边 形 中 画 出 的 对 角 线 的 条 数 (1) = 着 有 "白色" 的 三 角形 的 边 数 之 和 = 3 x 着“ 白色 ” 
的 三 角形 的 个 数 (M;). 

因此 ,n+ 1 = 3Mi,! = 3M; 

得 n= 3(Mi - M2) 

就 是 说 ,mn 边 形 的 边 数 是 3 的 倍数 

2. 证 明 : 作 一 个 q FF p 列 的 方 格 图 

将 第 i 行 (1 过 i S p) 左边 的 ai 个 方 格 染 成 黑色 ,考虑 第 j 列 (1 过 j < p) 中 的 白 方 格 数 ,显然 , 白 
方 格 数 是 小 于 j 的 a; 的 个 数 , 即 b; - 1. 于 是 所 有 黑白 格 总 数 为 


ai +az+ ag + (bi~ 1) + (bz-1) +- + (bp-1) = pa 


Baj + a+ + ag + bi + b+ +b, = Pq + p= p(q+ 1) 

3. 证 明 : 由 已 知 条 件 可 知 , 任 何 3 条 已 知 直线 中 必定 有 2 条 异 面 直 
线 ,把 已 知 直线 与 顶点 为 Al,Az,…,Ae 的 图 的 各 顶点 间 建 立 一 一 对 应 ， 
并 在 任 取 项 点 间 联 线 , 现 对 这 15 条 联 线 以 红 \ 兰 两 种 颜色 染色 : 若 两 顶点 
对 应 的 两 条 直线 异 面 , 则 将 这 两 之 间 的 联 线 染 成 红色 , 否则, 染 成 兰 色 . 
于 是 问题 转化 为 :已 知 6 点 ,把 任 两 点 间 的 联 线 染 上 红 、 兰 两 色 之 一 ,任何 
一 个 以 这 些 点 为 顶点 的 三 角形 都 有 一 条 红 边 ,求证 :存在 一 个 三 角形 ,其 
三 边 都 是 红 边 . 

车 三 边 均 为 红 边 的 三 角形 不 存在 ,那么 显然 已 知 点 中 有 两 点 间 的 联 
线 是 兰 色 的 , 设 是 点 A 和 A. 因为 每 个 三 角形 AAAA, AAAA, 
全 A142As, 全 A1A2As 都 有 一 条 红 边 ,但 这 边 不 是 A1A2, 所 以 Az, As, As, As 这 四 点 都 分 别 至 少 与 点 
Al,A2 中 一 个 的 联 线 为 红 边 . 

RAA A PRAEDIA As, As, As, Aç 中 的 三 点 联 线 为 红 边 ,不 妨 设 为 A3,A4,As 三 点 ,那么 
全 A1A3A4, 人 A1A4As, 人 A1A3As 各 有 两 条 红 边 ,可 知 A3A4,A4As,A3As 为 兰 边 ,因此 ,人 AsA4As 
任何 一 边 均 为 兰 边 ,与 题 设 矛 盾 , 故 假设 不 成 立 .因此 点 Al, A; 都 与 点 A3,A4,As,As 中 的 某 两 点 联 线 
为 红色 .不 妨 假设 A, 5 As, A, 的 联 线 为 红色 ,而 A 与 As, Aç 的 联 线 为 红色 ,而 Ai 与 As,A6, 以 及 A> 
与 A3,As 的 联 线 均 为 兰 色 ,考察 人 A2AsAs, 由 于 A2As,A2As 为 红色 ,由 假设 知 ,AsAs 必 为 兰 色 , 故 
全 AlAsAs 各 边 均 为 兰 色 , 与 题 设 矛盾 . 

故 存在 三 边 均 为 红色 的 三 角形 . 


图 工 -D-6-17 


4. 解 :将 每 一 个 城市 用 一 个 点 表示 ( 称 为 顶点 ), 若 两 城市 的 交通 方式 是 汽车 ,就 将 相应 两 个 顶点 之 
间 的 连 线 ( 称 为 边 ) 染 上 红色 , 若 两 个 城市 的 交通 方式 是 火车 或 飞机 ,就 将 相应 的 两 顶点 之 间 的 连 线 相 
应 地 染 上 兰 色 或 白色 ,这 样 就 得 到 一 个 三 色 图 ,根据 题 意 ,这 个 图 具有 以 下 性 质 ;(1) 这 个 图 的 每 两 个 项 
点 之 间 有 一 条 边 连 结 ,每 条 边 都 染 上 红 ` 兰 \ 白 三 种 颜色 中 的 一 种 ;(2) 每 条 颜色 的 边 至 少 有 一 条 ;(3) 每 
一 顶点 引出 的 边 中 ,至 多 只 有 两 种 颜色 ;(4) 在 这 个 图 中 不 存在 同色 三 角形 . 

首先 证 明 :从 每 个 顶点 出 发 的 同色 边 至 多 两 条 .否则 不 妨 设 从 A 点 出 发 有 3 条 (或 多 于 3 条 ) 红 边 
AB,AC,AD. 于 是 由 性 质 (4),B,C,D 之 间 不 能 再 有 红 边 , 且 3 条 边 BC, BD, CD VES AMEKA. 
这 样 却 使 从 某 点 (B,C,DD 之 一 ) 出 发 有 3 条 异 色 的 线段 ,这 与 性 质 (3) 矛盾 . 故 从 每 个 顶点 出 发 的 同色 
边 至 多 两 条 .由 此 及 性 质 (3) 可 知 :顶点 数 n < 5. 

其 次 ,考察 n = 5 是 否 满足 题 意 ,由 于 n = 5, 由 性 质 (3) 知 ,从 每 点 出 发 的 4 条 边 必 是 两 种 颜色 ,每 
种 颜色 两 条 .不 妨 设 从 A 点 出 发 的 四 条 边 中 ,AB ,AC 为 同一 颜色 (不 妨 设 为 红色 ),AD,AE 为 同一 颜色 
(不 妨 设 为 白色 ). 因 AB, AC 为 红色 , 故 BC, BD. BE 中 有 且 仅 有 一 条 红色 .因为 BC 不 能 为 红色 (由 性 质 
(4) 知 ), 故 BD,BE 中 有 且 仅 有 一 条 红色 ,不 妨 设 BD 为 红色 ,由 此 知 DC 及 DE 为 一 红 一 白 , 且 DE 只 能 
为 红色 ,DC 为 白色 . 同 理 可 推 得 CB 为 白色 ,CE 为 红色 ,DE 为 白色 , 即 当 n = 5 时 , 推 得 符合 性 质 (3)， 
(4) 的 图 ,只 能 有 两 种 颜色 的 边 ,这 与 性 质 (2) 矛盾 ,从 而 得 n < 4. 

最 后 ,考察 n = 4 时 是 否 可 构造 满足 题 意 的 图 ,四 边 形 ABCD ,四 边 AB,BC,CD,DA 染 红色 ,对 角 
线 AC 染 兰 色 ,BD 染 白色 , 则 满足 题 设 要 求 . 

由 上 可 知 :最 多 有 四 个 城市 . 

5. 证 明 : 将 每 个 人 对 应 于 平面 上 的 一 个 点 ,将 是 朋友 的 两 人 所 对 应 的 
两 点 之 间 用 线段 相连 ,于 是 问题 转化 为 :可 以 适当 地 将 每 个 点 都 染 成 红 、 兰 i A 


两 种 颜色 之 一 ,使 得 两 端点 异 色 的 线段 多 于 两 端点 同色 的 线段 . 多 /| < 
将 点 的 数目 记 为 n ,对 用 数学 归纳 法 . B D 
P n = 2 时 ,可 将 它们 染 为 一 红 一 白 ,命题 显然 成 立 . > A 
假设 当 n = 时 结论 成 立 .对 于 n =k+1, 先 任 取出 个 点 来 (在 它们 


之 间 至 少 连 有 一 条 线段 ) ,按照 要 求 染 色 , 然 后 再 观察 剩 下 的 第 + 1 个 点 
及 . 设 它 连 向 兰 点 的 线段 有 mi 条 , 连 向 红 点 的 线段 为 mz 条 ,不 妨 设 mi 过 图 工 -D-6-18 
m2, 于 是 再 将 A 点 染 为 红色 ,于 是 两 端点 同色 的 线段 增加 m 条 ,两 端点 异 色 的 线段 增加 mi 条 , 知 此 时 
结论 仍然 成 立 . 

6. 解 :直径 为 1 的 圆 纸 片 盖 不 住 边 长 为 1 的 三 角形 的 三 个 顶点 . 

7. 解 : 作 单位 正方 形 盖 住 有 限 点 组 AM 而 单位 正方 形 外 接 图 半径 为 

8. 解 :这 100 个 点 中 距离 最 大 的 两 点 设 为 A、B, 则 AB < 1. 以 AB 为 直径 画 圆 ,其 余 98 个 点 中 任 一 
点 对 AB 都 构成 钝 角 三 角形 项 点 ,所 以 必 在 所 作 的 国内 ,而 所 画 圆 的 半径 < 二 


9. 证 : 设 两 个 边 长 为 0.99 的 正三 角形 A, , A fE 8 Eli iS 1 的 正三 角形 ABC , 则 A,A 中 至 少 
有 一 个 盖 住 A,B,C 中 的 两 个 点 , 设 A, 盖 住 A.B 两 点 ,此 时 A, 的 边 长 将 之 1, 矛 


盾 . 
10. 解 :如 图 -D6 一 19, 在 线 图 上 取 A, BMA, LEAB = LKAB AO, £, 
A 


设 PP 为 线圈 上 任 一 一 点 , 则 OP 之 二 (AP + BP) < + (AP + BP) = Z 
11. 证 明 : 易 计算 四 边 形 ABCD 为 图 外 切 四 边 形 ， 其 内 切 加 半径 (通过 面积 计 

算 ) 为 2.25, 而 /5 < 2.25 < /6. 
12. 此 题 为 维 他 利 型 问题 ,请 自己 写 出 证 明 . 图 I-D-6-19 
13. 证 明 :如 图 ll -D-6 - 20, 放 全 一 个 正方 形 SBQR ,第 2 个 正方 形 Al Bi CD 盖 住 梯形 DCQR ， 

关于 BD 对 称 地 用 第 3 个 正方 形 盖 住 梯形 ASRD BITI. 


Page EFFE 


AY B 


图 -D-6-20 
B 组 

1. 证 :对 所 有 的 对 角 线 用 归纳 法 可 证 下 列 命题 : 

在 引 最 后 一 条 对 角 线 前 有 一 个 外 便 涂 色 的 多 边 形 .如 果 最 后 一 条 对 角 线 和 这 个 多 边 形 不 相交 ,那么 
它 不 改变 ,结论 成 立 . 如 果 最 后 一 条 对 角 线 分 多 边 形 为 两 部 分 ,那么 含 不 涂 色 的 边 的 那 部 分 就 是 外 侧 涂 
色 的 多 边 形 ， 

2. 证明; 假设 某 个 1 x 5 的 图 形 上 缺 某 种 颜色 ,例如 蓝 色 (在 图 [ — D — 
6 - 21 中 ,把 这 部 分 图 形 离 析出 来 ) ,那么 图 中 用 相同 字母 表示 的 两 格 中 必 
有 一 格 染 蓝 色 , 否 则 这 些 格 所 在 的 十 字形 形 中 将 缺少 蓝 色 的 格 , 这 样 一 来 ， 
在 含有 字母 a,5b,c 的 两 个 十 字形 中 , 必 有 一 个 十 字形 中 含有 两 个 蓝 格 ,这 与 
题 设 矛盾 ,所 以 原 命题 得 证 . 

3. 证 明 :m x n 的 方 格 表 可 依 题 意 分 制 的 充 要 条 件 是 m >2,n 22, B. 
8 1 mn. 

充分 证 只 需 对 8 x 3 的 表格 予以 分 割 (这 是 容易 做 到 的 ). 结 合 数学 归纳 
法 就 可 得 到 . 图 I -D-6-21 

在 必要 性 证 明 中 ,m 之 2,n > 2,4 | mn 是 显然 的 ,如 果 4 | mn, T 8Y mn , 则 表格 中 恰好 用 到 了 奇 
数 个 和 Eo” 形 ,这 时 ,对 表格 依 列 进行 黑白 间隔 染色 ( 即 一 列 黑 , 一 列 白 ) , 则 表格 中 的 黑 格 数 为 偶数 ,但 
是 每 个 Hm" 形 只 能 盖 住 1 个 或 3 个 黑 格 ,奇数 个 "但" 形 只 能 盖 住 奇数 个 黑 格 ,所 以 ,此 时 表格 不 能 分 
asio 形 . 

4. 证 明 : 如 图 H ~ D- 6 - 22 ,将 矩形 的 方 格 涂 成 黑 、 白 两 色 , 在 黑色 
方 格 中 记 以 数字 - 2, 在 白色 方 格 中 记 以 数字 1. 我 们 发 现 , 被 任意 一 个 
“BU” 所 覆盖 的 方 格 中 的 数字 和 非 负 . 假设 我 们 能 将 矩形 中 的 方 格 柳 盖 
满足 问题 要 求 的 层 ,那么 被 * 摘 形 ” 所 覆盖 的 所 有 方 格 中 的 数字 的 和 S 
非 负 . 

如 果 设 矩形 中 所 有 的 数字 和 等 于 S, 那 么 

S=ks=k(-2x12+23x1)=-k<0. 

此 与 题 设 矛 盾 . 图 ~-D-6-22 

【 注 】 车 矩形 的 尺寸 为 x (2n + 1) 或 5 x 5, 则 同 理 可 证 满足 题 设 条 件 的 敌 盖 不 存在 . 

矩形 的 尺寸 为 2 x 3, 可 被 两 个 “ 斤 形 ”覆盖 1 层 ,矩形 的 尺寸 为 5x 9, 可 被 15 个 “ 手 形 ”覆盖 1 层 . 正 
方形 的 尺寸 为 2 x 2, 可 能 4 个 " 撞 形 " 覆盖 3 层 .组 合 这 三 种 覆盖 ,不 难 证 明 ,对 其 余 所 有 的 尺寸 为 m x 
n(m,n > 2) 的 矩形 都 可 以 完成 满足 题 设 条 件 的 覆盖 . 

5. 证 明 : 引 理 假设 3 个 棋子 位 于 同一 直线 上 上 且 具 有 整数 坐标 , 则 其 中 任意 两 个 棋子 均 可 重 查 . 

引 理 证 明 : 设 棋子 A 和 了 B 之 间 的 距离 为 三 对 棋子 间距 离 中 的 最 小 值 .将 第 三 个 棋子 CIEAB RBA 8 
动 ,直到 将 第 三 个 棋子 C 移 到 线段 AB 上 ,这 时 三 对 棋子 间距 离 中 最 小 值 将 碱 小 . 由 于 位 于 同一 直线 上 
两 点 间距 离 是 整数 ,经 过 这 样 若干 步 之 后 ,这 个 最 小 距离 将 变 成 0. 如 果 指 定 的 两 个 棋子 已 经 重合 , 则 引 
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理 得 证 .否则 ,可 将 两 个 重 登 的 棋子 中 指定 的 那 一 个 移动 到 另 一 个 指定 的 棋子 上 , 引 理 得 证 . 

将 所 有 棋子 向 一 个 坐标 轴 投 影 . 可 以 把 投影 看 作 棋子 , 即 如 果 棋 子 按 某 个 向 量 移动 , 则 它 的 投影 便 
按 这 个 向 量 的 投影 移动 . 将 其 余 两 个 棋子 中 的 一 个 看 作 第 三 个 ,就 可 以 将 指定 的 两 个 棋子 的 投影 重重 . 
我 们 再 将 两 个 指定 的 棋子 看 作 一 个 棋子 (需要 移动 时 可 以 移动 两 次 , 先 移动 其 中 一 个 ,然后 再 移动 另 一 
个 ,这 样 移动 后 ,它们 的 投影 仍旧 重 得 ). 这 ”一 个 " 棋子 可 以 和 其 余 两 个 棋子 中 的 任何 一 个 棋子 的 投影 
重 登 .于 是 我 们 可 以 使 这 三 个 棋子 有 相同 的 投影 , 即 它们 位 于 同一 直线 上 且 具 有 整数 坐标 ,并 且 其 中 有 
两 个 要 求 重 公 的 棋子 . 

根据 引 理 ,它们 可 以 重 又 . 

6. 证 明 : 用 反 证 法 .假设 任何 两 行 与 任何 两 列 所 交 成 的 4 个 方 格 中 都 有 某 两 个 同色 ,为 方便 起 见 , 将 
4 种 颜色 用 1 至 4 编号 .将 位 于 同一 列 中 的 两 个 异 色 方 格 称 为 "对 子 ", 将 位 于 同一 列 或 同一 行 中 的 两 个 
同色 方 格 称 为 “吻合 ”. 将 “对 子 ” 按 所 出 现 的 颜色 分 为 6 种 类 型 :11,21 ,11,31,11,4},12,31,12,41,13， 
al. 

观察 其 中 任意 两 行 , 我 们 来 证 明 在 这 两 行 闻 有 不 少 于 25 个 “吻合 ". 这 两 行 间 按 同 列 关系 共 有 100 
对 方 格 ,在 我 们 的 假设 之 下 ,任何 两 对 方 格 中 都 有 同色 的 方 格 ,所 以 在 这 两 行 间 至 多 出 现 3 种 不 同类 型 
的 “对 子 ”, 不 难 验 证 ,从 本 质 上 说 ,只 可 能 有 如 下 两 种 情况 :或 者 所 有 对 子 中 都 含有 1 号 色 的 方 格 ,或 者 
这 3 种 类 型 为 |1,2| ,11,3| 或 12,31 .我 们 分 别 考察 这 两 种 情况 . 

在 第 一 种 情况 下 ,所 有 的 “对 子 " 都 含有 1 号 色 方 格 , 所 以 “对 子 " 的 数目 不 多 于 这 两 行 中 1 号 色 方 格 
的 总 数 , 即 不 多 于 50. 从 而 在 两 行 间 有 不 少 于 50 个 “吻合 ”. 

再 看 第 二 种 情况 ,此 时 所 有 的 “对 子 " 只 能 为 1,21 ,11,3| 和 |2,3| 这 3 种 类 型 .此 时 这 两 行 中 的 4 号 
色 方 格 均 与 4 号 色 方 格 同 列 , 因 此 有 不 少 于 25 个 “吻合 ". 由 于 上 面 所 说 的 “两 行 ”是 任意 选 出 的 ,所 以 我 
们 证 得 了 任何 两 行 间 都 至 少 有 25 个 “吻合 ”, 这 就 表明 ,在 方 格 表 中 至 少 有 2 - Cho . 25 = 25 x 99 x 
100" 对 ”同行 或 同 列 的 同色 方 格 ,但 事实 上 ,在 每 一 行 、 每 一 列 中 都 恰 有 每 种 颜色 的 方 格 各 25 个 ,因此 同 
行 或 同 列 的 同色 方 格 对 数目 应 为 200 .C3s * 4 = 24 x 1002, h F 25 x 99 > 24 x 100, 得 出 矛盾 ,所 以 , 必 
有 某 两 行 , 某 两 列 所 交 的 4 个 方 格 均 两 两 异 色 , 即 分 别 被 染 为 4 种 不 同 颜色 . 

7. 解 :最 少 需要 经 过 98 次 上 述 操作 ,才能 使 棋盘 上 的 格子 均 同色 . 

事实 上 ,如果 我 们 依次 选取 第 2 行 ,第 4 行 …、 第 98 行 操作 ,然后 ,再 选取 第 2 列 . 第 4 列 …\ 第 98 
列 操作 ,这样 经 过 98 次 操作 后 ,棋盘 上 的 格子 均 同色 .因而 98 次 是 足够 的 . 

下 面 证 明 : 至 少 需 经 过 98 次 操作 . 

首先 ,对 于 1x98 的 棋盘 , 依 常用 方式 染色 后 ,我 们 说 至 少 要 经 过 49 次 上 述 操作 ,才能 使 此 1x98 的 
棋盘 的 方 格 均 同色 ,这 是 因为 :对 这 个 1 x 98 的 棋盘 进行 的 任何 两 个 有 公共 方 格 的 操作 , 均 可 在 去 掉 公 
共 方 格 后 , 换 为 两 次 没有 公共 方 格 的 操作 ,而 达到 同样 的 效果 ,所 以 ,可 以 认为 任何 两 次 操作 都 没有 公共 
方 格 ,而 由 于 要 改变 颜色 的 49 个 方 格 是 不 相 邻 的 ,从 而 至 少 需要 49 次 操作 ,才能 使 1 x 98 的 棋盘 同色 . 

其 次 ,对 98x 98 的 棋盘 进行 操作 ,不 妨 设 最 后 棋盘 上 的 格子 均 与 左上 角 
A 同色 . (否则 将 棋盘 旋转 90 再 讨论 ). 考虑 对 表格 中 ,第 一 行 及 第 一 列 中 起 
作用 的 操作 ,这 些 操作 中 ,有 公共 部 分 方 格 的 两 次 操作 结束 后 ,公共 部 分 的 
方 格 不 改变 颜色 ,只 考虑 第 一 行 与 第 一 列 中 方 格 的 改变 颜色 情况 时 ,这 两 次 
操作 也 可 分 为 两 次 无 公共 方 格 的 操作 (在 图 ll — D- 6 - 23 中 ,给 出 的 操作 
XYZW 与 XBCD 等 价 于 进行 操作 的 BYZE 和 WECD ,它们 无 公共 方 格 ,其 它 
情形 类 似 ), 当 把 这 些 操作 ,只 取 其 落 在 第 一 行 和 第 一 列 内 的 子 操作 时 ,它们 
应 使 第 一 行 与 第 一 列 中 的 方 格 变 为 与 A 格 同色 . 由 前 面 的 讨论 ,第 一 行 要 变 
为 与 A 同色 需 49 次 ,第 一 列 要 变 为 与 A 同色 也 需 49 次 ,所 以 共 需 98 次 操 m I -D-6-23 
作 . 


x B Y 


说 明 : 事 实 上 ,对 一 般 的 m x n 的 棋盘 ,其 它 条 件 不 变 的 情况 下 ,同样 的 方法 可 以 证 明 ,至 少 需要 
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[LO + n)] 次 操作 , 方 能 使 棋盘 同色 . 

8. 证 明 :把 距 a 边 所 在 直线 最 远 的 多 边 形 顶点 记 为 已. 在 平面 上 任 取 一 点 D ,过 O 且 平 行 于 直线 
P.Q(8 Q a E) 的 所 有 直线 构成 了 两 个 对 角 区 域 ,我 们 把 这 两 个 对 项 角 称 为 a 的 对 应 角 (如 图 一 D 
-56-24); 

首先 证 明 : 不 同 边 的 对 应 角 不 重 本 


图 工 -D-6-24 图 -D-6-25 


设 以 O 为 端点 的 某 射 线 1 位 于 边 a 的 某 对 应 角 内 , 则 经 过 点 P, 且 平 行 于 该 射线 的 直线 必 交 边 a T 
它 的 某 内 点 A. 经 过 点 P, 引 边 a 所 在 直线 < 的 平行 线 b( 如 图 开 — D — 6 - 25). 由 多 边 形 是 止 多 边 形 和 
P, 所 满足 的 条 件 知 , 多 边 形 位 于 以 6,c 为 边界 的 条 形 区 域内 ,特别 地 ,由 于 多 边 形 无 平行 边 ,所 以 点 P, 
是 该 多 边 形 位 于 直线 上 上 的 惟一 点 .于 是 线段 PA 是 所 有 1 的 平行 线 截 多 边 形 所 得 到 的 线段 中 的 最 长 的 
线段 ,而 且 其 他 的 线段 的 长 都 严格 小 于 P.A 的 长 ,如果 射线 ! 同 时 还 位 于 另 一 边 5 的 对 应 角 内 ,那么 重复 
上 面 的 讨论 ,我 们 就 会 得 到 某 线段 PB(B € b), CERA ! 的 平行 线 截 多 边 形 所 得 到 的 线段 中 的 最 长 
的 线段 ,由 最 长 线段 的 惟一 性 知 ,点 A 和 点 B 重合 .这 与 .b 是 不 同 的 边 矛 盾 , 所 以 ,不 同 边 的 对 应 角 不 
重要 

现在 证 明 我 们 构造 的 角 覆 盖 整 个 平面 . 

若非 如 此 , 则 存在 以 O 为 顶点 的 菜 个 角 不 被 我 们 所 构造 的 任何 一 个 
角 覆 益 .在 这 个 角 内 , 取 以 O 为 端点 的 射线 m ,使 它 不 平行 于 多 边 形 的 任 A r 
意 一 条 边 和 对 角 线 , 取 所 有 的 m 的 平行 线 截 多 边 形 所 得 的 线段 中 的 最 长 
的 线段 ,显然 , 它 的 一 个 端点 P 是 多 边 形 的 一 个 顶点 ,而 它 另 一 个 端点 A 
位 于 多 边 形 的 某 条 边 a 上 ,经 尸 作 a 边 所 在 直线 的 平行 线 c. 假设 过 项 点 
的 多 边 形 的 一 条 边 不 在 以 平行 线 b、c 为 边界 的 条 形 区 域内 , 则 必 可 找 $ 
到 一 条 直线 , 它 与 m 平行 且 与 多 边 形 交 出 比 PA 长 的 线段 (如 图 I-D- 

6- 26) ,矛盾 .于 是 推出 ,多 边 形 位 于 以 平行 线 b,c 为 边界 的 条 形 区 域内 - 
由 此 得 出 ,点 已 是 距 边 a 所 在 直线 0 最 远 的 多 边 形 的 顶点 .这 说 明 , 射 线 m MI -D-6 -26 
位 于 边 a 的 一 个 对 应 角 内 ,与 我 们 所 取 的 射线 m RETI. 

这 样 一 来 ,我 们 所 构造 的 角 即 不 互相 重 登 . 又 覆盖 了 整个 平面 , 故 它们 的 和 等 于 360", 现 在 只 需 指 

出 ,问题 中 所 说 的 角度 之 和 恰 为 我 们 所 构造 的 角度 之 和 的 一 半 . 


第 八 章 ” 组合 几何 及 其 应 用 


A 组 
1. 证 明 : 考 虚 一 般 情况 :试图 确定 ,使 得 在 正 n 边 形 的 顶点 中 任 取 k 个 顶点 , 则 必 存 在 以 这 些 点 为 
顶点 的 梯形 . 
将 取出 的 个 顶点 两 两 连 线 .如 果 其 中 有 两 条 连 线 平行 , 则 显然 确定 了 一 个 以 所 取 顶 点 为 顶点 的 梯 
形 ,和 否则 ,我 们 注意 到 ,一 方面 ,这 些 连 线 中 至 多 有 C3 个 互 不 平行 的 方向 . 
另 一 方面 ,将 正 ” 边 形 的 = 个 顶点 两 两 相连 ,恰好 确定 了 个 互 不 平行 的 方向 .事实 上 ,在 直角 坐标 
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系 中 ,考虑 内 接 于 单位 圆 的 正 n 边 形 ,其 顶点 为 P(cosk9,sink9), 这 里 0 = Sk 一 01 一 1 


易 知 ,任意 两 点 P,P 连 线 的 仙 率 为 o Hr, (0 之 ,1 < n 一 1, 2 D) 由 于 cotr 周 其 为, 故 对 


TO<ku<n- k Lag Hr tf n FR. 


综 上 可 见 , 只 要 C] > n, R| k 个 顶点 的 两 两 连 线 中 , 必 有 两 条 平行 , 由 于 我 们 可 取 k = 
pentlja 


X n = 1989 时 ,相应 的 六 值 正好 是 64. 证 毕 . 
2. 证 明 : 设 折线 共有 n 节 ,4; 表示 第 i 节 的 长 度 , 考 虑 它 在 正方 形 两 条 互相 垂直 边 上 的 投影 ,证 4 的 
投影 长 度 分 别 为 a; 及 已 ,显然 /; < ai + b (1< i< n) 于 是 
1000 = li + lhtee t ly 
< (ai + bi) + + (a, + bn) 
= (apt + an) + (byt + bn) 
这 样 ,ai + + an 与 + … + b, 中 必 有 一 个 > 500 
由 于 每 个 投影 长 < 1, 如 果 在 长 度 为 1 的 边 上 ,折线 各 节 投 影 长 度 之 和 > 5S00, 由 重奏 原理 ,这 个 边 
长 必 有 一 点 为 至 少 500 个 不 同 折线 节 的 投影 所 覆盖 ,过 该 点 作 正 方形 一 边 的 垂 线 , 则 它 与 折线 至 少 有 
500 个 交点 ,由 于 折线 不 自 交 , 故 这 些 点 互 不 相同 . 
3. 证 明 ; 设 凸 四 边 形 的 顶点 为 Bi,Bz,Bi,B4, 其 内 部 五 个 点 为 
A1,A2,A3,A4,As. 如 果 Ai,Az,A3,A4,AS 已 构成 凸 五 边 形 的 顶点 ， 8 一 g 
则 结论 成 立 . 
车 Al,Az,A3,A4,As 不 构成 凸 五 边 形 的 项 点 , 则 其 中 必 有 四 点 | | 高- 
不 能 为 止 四 边 形 的 项 点 ,于 是 必 有 一 点 落 在 某 个 三 角形 的 内 部 ,不 妨 
ÙA, 为 AAAA, 内 一 点 (如 图 丰 - D- 6 - 27), 这样 , 在 


人 A1A4Az, 人 AzA4A3, 人 A3A4A1 中 ,有 一 个 包含 着 Bi, BBs, Bi b — / Bi 
中 的 两 个 点 ,不 妨 设 人 A1A4A2 包含 了 B1,B2, 则 我 们 得 到 了 一 个 本 
五 边 形 A1B1B2A2A4. 图 ~-D-6-27 


4. 证 明 : 我 们 用 归纳 法 证 明 任意 凸 ” 边 形 可 以 分 割 成 凸 五 边 形 ,其 中 n 宇 5,n = 5 时 ,结论 显然 . 
Ë n = 6 及 n =7 时 ,可 以 如 图 I -D-6 -28 那样 分 割 . 


Wi -D-6-28 

3 n = 8 时 ,假设 对 于 任意 凸 m 边 形 都 能 够 分 割 成 凸 五 边 形 ,这 里 5 委 m < n, WEZH n WE 
的 一 条 对 角 线 , 它 截 出 n 边 形 相 邻 五 个 顶点 所 构成 的 五 边 形 , 剩 下 一 个 (n - 3) 边 形 . 由 于 我 们 的 n 边 形 
是 凸 的 ,所 以 截 出 的 五 边 形 及 (= — 3) 边 形 能 是 凸 的 ,此 外 ,5 n - 3< n, 故 可 对 剩 下 的 凸 (n - 3) 边 形 
应 用 归纳 假设 , 它 也 可 分 割 成 若干 个 凸 五 边 形 . 

5. 证 明 :用 反 证 法 ,假设 n > ,我 们 考虑 多 边 形 的 顶点 , 易 知 ,5 个 整 点 中 必 可 选 出 两 个 ,其 连 线 的 
中 点 仍 是 整 点 .而 多 边 形 是 凸 的 , 故 其 任 两 个 项 点 的 连 线 的 中 点 在 其 内 部 或 边 上 ,于 是 ,在 n > 5 时 就 得 
出 了 多 边 形 内 部 或 边 上 的 一 个 不 同 于 顶点 的 整 点 .这 与 已 知 矛盾 , 故 n < 4. 

容易 作出 适合 题 设 要 求 的 三 角形 和 凸 四 边 形 ,所 以 = 3 或 4. 
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B 组 
1. 证 明 :(1) 设 共 线 的 点 共有 个 , 且 依次 记 为 Ai,Az,…,A。, 以 AiAz 的 中 垂 线 为 折线 折 一 次 , 则 
A, 与 A 重合 , 且 仍 有 Ar As A, 共 线 ,重复 这 一 过 程 , 即 可 使 折 过 的 纸 满足 条 件 . 
(2) 车 三 个 黑 点 不 共 线 ,不 妨 设 为 人 ABC 的 三 个 顶点 . 设 A 在 BC 边 上 的 投影 为 点 ,以 AD 的 中 垂 
线 为 折线 折 一 次 , 则 A 与 忆 重合 .由 (1) 知 可 使 折 过 的 纸 满足 条 件 . 
2. 解 :假设 结论 不 成 立 , 即 存在 一 些 整数 这 样 的 排列 ,使 得 对 于 含 中 点 C 的 任 一 区 间 AB ,不 等 式 C 


< 4 卫生 成立, 其 中 ab,c EAA, B,C ERM. 


总 
2 


上 的 整数 ,于 是 由 假设 推出 C < 4 地 ,a < “地 5,a2 < E 等 等 ,从 而 


R A,B,C An Bu(n = 1,2,…) 在 数 轴 上 对 应 于 点 -1,1,0, -EA rab, csan, bn 表示 这 些 点 


maxja,c} > maxial,azl 


Ha < He < mandase $ maxlarc 


= maxlavcl 

a| < S < mest te < maxla,cl 

类 似 地 ,maxilal,azl > max|as,a,| > max|as,aé| > = 

maxlb,c| > max| bis b2| > maxlös,bsl > == 

因此 aan < maxla scl = m ban < max|b,e| - mm, 这 表示 在 其 一 m 下 有 不 等 式 aan + b, < 2c. 
矛盾 .因为 数 C 写 在 区 间 A; B ,, 的 中 点 

3. 解 :对 B 中 的 任意 一 点 zx, 考虑 集合 

Tr = |Y1d(X,Y) = 2,Y € R") 

这 里 d(X,Y) 表示 n 维 空间 R" 中 两 点 的 距离, 显然 ,了 ,就是 R" 中 ,以 X 为 球 心 ,2 为 半径 的 球 , 记 

C= 1X1 Y= (Yus), € ,Hl 

AR C 的 定义 ,可 知 对 任意 X € B.f C HRH n PAY E TORRE KINN Y 与 X 只 有 -个 


分 量 不 同时 , YE Tx), 而 e 的 元 素 个 数 为 2", 而 B 的 元 素 个 数 大 于 站 ,所 以 ,在 C 中 存在 一 点 Y, 使 得 
Y 到 B 中 的 三 个 点 P,Q,R 的 距离 均 为 2, 从 而 P,Q,R 都 与 Y 只 在 一 个 分 量 上 不 同 ,所 以 ,P,Q,R 之 
间 两 两 的 距离 相等 , 即 已 , Q,R 为 某 个 正三 角形 的 顶点 . 

4. 解 :我 们 把 走 法 分 两 种 :依据 筹码 从 原 正方 形 (m x n 小 方 格 ) 内 部 与 外 部 走出 ,分 为 内 走 法 与 外 
走 法 ， 

设 有 如 下 情形 :不 能 再 走 下 一 步 ,县 做 了 上 次 内 走 和 ! 次 外 走 . 

很 明显 ,没有 任何 2 个 筹码 位 于 邻 格 中 ,而 在 正方 形 n> n 中 的 空格 不 小 于 [过 ] 格 .因为 每 次 内 走 
增加 空格 不 小 于 1, 每 次 外 走 增加 空格 数 不 大 于 2, 所 以 有 不 等 式 


kraul] 0 


HS n 是 偶数 ,把 原 正方 形 分 成 要 个 各 含 4 个 小 方 格 的 小 正方 形 , 注 意 ,在 每 个 小 正方 形 中 ,位 于 


其 中 一 小 方 格 上 的 筹码 走 了 不 少 2 步 ( 走 一 步 或 从 棋盘 上 取 下 ) .因为 在 每 次 内 走 一 步 筹码 经 过 的 小 正 
方形 不 多 于 2 个 ,而 每 次 外 走 一 步 筹 码 经 过 的 小 正方 形 不 多 于 1 个 ,所 以 


kriaz ° 
由 不 等 式 四 SOW ! > > [ 配 ], 即 本 是 在 这 种 情况 下 成 立 . 易 见 当 ， = 1 与 x = 3 时 本 


题 也 成 立 . 
当 n = 2m +1 时 ,其 中 m > 1, 在 由 上 方 第 3 条 水 平 线 与 左 方 第 3 条 竖 直 线 组 成 的 “十 字形 " 中 共 
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分 出 2m 个 “小 骨牌 ”, 而 原 正方 形 剩余 部 分 被 分 成 m 个 各 含 4 个 小 方 格 的 小 正方 形 .位 于 m? + 2m 个 
上 述 图 形 中 不 少 于 2 个 图 形 上 的 筹码 每 次 做 内 走 , 不 少 于 1 个 图 形 上 的 筹码 每 次 做 外 走 ,我 们 有 不 等 式 
2k + 1222m° + 2m © 
因为 每 个 小 正方 形 中 的 筹码 走 不 少 于 2 步 ,而 在 “小 骨牌 ”中 的 筹码 至 少 走 一 步 . 
由 加 式 与 图 式 得 出 3(E+ 1) > 4m? + 4m = n? 一 1. 如 果 这 里 x? 三 0(mod3), 那 么 显然 3(k+1) 


2 n Taiata 
Zn, + 12 = [等 ], 相 反 民 三 1mod(3),k+1 之 下 了 = [É] 


5. 解 : 当 n = 4 时 ,车 Pi,Pz,P3,P: 不 是 凸 四 边 形 的 顶点 ,不 妨 假设 P. 在 AP, P.P, 的 内 部 , 则 a, 
= az = as = 0,a4 = 1, 所 以 mm(S) = 1. 

假设 Pi, Pa, P3, Pa 是 一 个 凸 四 边 形 的 顶点 ,如 果 人 Pi + Z Ps > 180'", 则 ZP, + ZP. < 180°. BT 
以 


aj = as = l,az = a, = 0,m(S) = 2 

同 理 ,如 果 ZP, + LP, < 180, ZP; + 人 Ps > 180". 所 以 
aı = ay = 0,az = a4 = 1,m(S) = 2 

下 面 考虑 一 般 的 情形 . 


数 m(s) 是 对 所 有 满足 条 件 的 点 对 (P,, PPP) 计数 ,其 中 (P, , PPP) 表示 包含 P, AIN P.P.P, 的 
数目 ,1 过 < ”对 于 S 中 的 由 四 个 点 构成 的 每 个 集合 |P;,P;, Pi, P} 有 四 种 可 能 , 即 (P;, P;P,P,), 
(PB, PiP,P;) ,(P ,P,PjP)) 和 (P, ,PiP,P;) 有 可 能 贡献 一 个 1 到 m(S) 中 ,如 果 这 四 个 点 组 成 一 个 凸 四 边 
形 , 则 这 四 个 点 对 中 恰 有 两 个 点 对 各 贡献 一 个 1 到 m(S) 中 ,否则 这 四 个 点 对 中 只 有 一 个 点 对 贡献 一 个 
到 m(S) 中. 

如 果 记 a(S) MECS) 分 别 为 S 中 凸 四 边 形 和 不 能 构成 凸 四 边 形 的 四 点 组 的 数目 ,那么 m (S) = 
2a(S) + (S). 

又 因 a(S) + 6(S) = C%, 所 以 ,m(S) = Ch + a(S) 

下 面 证 明 f(n) = 204 满足 条 件 . 

如 果 S 中 的 点 是 凸 边 形 的 顶点 ,那么 ae(S) = C$, 所 以 


m(S) = 2C4 = f(n) 
反之 ,如 果 m(S) = f(n), 那 么 a(S) = C. 所 以 ,由 S 中 每 四 个 点 所 确定 的 四 边 形 均 为 凸 四 边 形 . 
因此 ,S 中 的 点 是 凸 边 形 的 项 点 . . 


6. 解 : 当 n = 3,4 时 ,结论 显然 成 立 . 

H n = 5 时 , 连 出 5 条 对 角 线 的 正 五 边 形 中 , 恰 有 钝 角 三 角形 与 锐角 三 角形 各 5 个 , 当 5 REA, 
B.C.D.E 飞 落 前 后 的 状态 如 图 I — D - 6 - 29 所 示 时 ,锐角 三 角形 与 印 角 三 角形 互 变 , 不 满足 题 中 要 
求 , 故 n = 5 不 行 . 


mI -D-6-29 
当 n = 2m.m 2 3,m € N 时 , 取 正 n 边 形 的 一 对 相对 顶点 A 和 B 并 考察 从 这 两 点 飞 起 的 两 只 袁 
静 .( 仍 称 之 为 A 和 B) 的 落 点 . 若 喜 更 A 和 B 的 落 点 仍 是 一 对 相对 顶点 , 则 可 任 取 另 一 只 喜 静 C, FE 
A.B.C 三 只 喜 静 飞 落 前 后 所 占据 的 顶点 都 构成 直角 三 角形 . 若 喜 静 A fü B EAA B 不 是 相对 顶 
点 , 则 可 记 A 的 相对 顶点 为 C ,并 记 返 回 后 落 在 C 的 喜 静 是 从 点 C 飞 起 的 .于 是 ,A、B、C 三 只 喜 静 飞 
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落 前 后 所 占据 的 顶点 都 构成 直角 三 角形 .这 就 证 明了 所 有 不 小 于 4 的 偶数 n 都 满足 要 求 . 

设 n = 2m + 1,m 22 3,m € N, 这 时 图 中 没有 直角 三 角形 .让 我 们 来 证 明 如 下 引 理 . 

引 理 ” 当 n = 2m +1,m 之 3 时 , 连 出 所 有 对 角 线 的 正 n 边 形 中 , 钝 角 三 角形 的 个 数 多 于 所 有 三 
角形 个 数 的 一 半 . 

引 理 证 明 BHE n WEHA Ar A, ZHARAR AA n 为 最 长 边 的 钝 角 三 角形 的 个 数 为 j - 
1, 所 以 , 钝 角 三 角形 的 总 数 为 


S= Qm +D[1+2+ + (m -1)]) = +(2m + 1)m(m = 1) 


E n 边 形 中 三 角形 总 数 为 + = C) = + (2m + Dm(2m = 1) 

因为 

m - 1 > (m -De3m-3>2m -lem>3-1=2 

后 者 显然 成 立 , 故 知 引 理 成 立 . 

由 引 理 可 知 , 当 n = 2m + 1,m 之 3 时 ,总 存在 3 只 走 航 ,它们 飞 落 交 所 在 的 3 个 顶点 都 构成 印 角 三 


角形 .这 表明 不 小 于 7 的 所 有 奇数 都 满足 题 中 的 要 求 . 
综 上 可 知 , 满 足 题 中 要 求 的 所 有 自然 数 是 过 3,m 天 5. 


第 九 讲 ”离散 极 值 与 组 合 优化 


A 组 

1. 解 :9 只 鸟 在 同一 贺 周 上 ,1 只 鸟 不 在 这 圆周 上 ,满足 题目 条 件 . 

设 有 鸟 最 多 的 圆 上 至 少 有 ! 只 鸟 , 则 4<< <9. 

首先 证 明 ,! Z 4. 由 /入 9, 必 有 4 只 乌 不 在 同一 图 周 上 ,过 其 中 每 3 只 作 一 个 图 , 共 得 4 个 圆 ,其 余 
6 只 鸟 中 的 每 一 只 与 上 述 4 只 鸟 组 成 5 元 组 ,因而 这 只 鸟 必 在 (上 述 4 个 圆 中 ) 某 一 个 圆 上 ,6 只 鸟 中 必 有 
2 只 在 同一 个 贺 上 ,从 而 这 个 贺 上 至 少 有 5 只 鸟 . 

其 次 ,如 果 5 < 1 < 8, 设 圈 C 上 有 /只 鸟 , 则 CC 外 至 少 有 两 只 鸟 51,52. 对 圆 C 上 任 三 只 鸟 ,其 中 必 
有 两 只 与 ,bs RI, iz C 上 的 63,b4 5 bi, b23, bs, be $ bi, b2 3E, C EI 5 RUS b; B bybs ÀX 
3 只 岛 中 没有 两 只 能 与 bı b: RE, F. 

所 以 1 = 9. 

2. 解 : 设 染 色 的 线段 至 少 有 33 条 , 则 由 于 线段 共 C} = 36 条 ,不 染色 的 
线段 至 多 3 条 . 

车 点 Al 引出 不 染色 的 线段 ,去 掉 A, 及 所 引出 的 线段 , 若 剩 下 的 图 中 ， 
还 有 点 A: 引出 不 染色 的 线段 .去掉 A, 及 所 引出 的 线段 , 依 此 进行 ,由 于 不 
染色 的 线段 至 多 3 条 ,所 以 至 多 去 掉 3 个 顶点 (及 从 它们 引出 的 线段 ), 即 有 6 
个 点 ,每 两 点 之 间 的 连 线 染 上 红色 及 蓝 色 

热 知 这 里 存在 一 个 同色 三 角形 - 

如 图 表明 染色 的 边 少 于 33 条 时 ,未 必 有 同色 三 角形 (不 染色 的 边 1 - 9, 
2 -8,3 一 7,4 -6 没有 画 出 ), 其 中 1.9 与 2.8 间 的 虚线 表明 1- 2,1-8,9- 
2,9 - 8 均 为 虚线 ,5 与 4.6 间 的 实 线 表明 5 - 4,5 — 6 均 为 实 线 等 等 . 

因此 ,nm = 33. 

3. 解 : 设 最 受 欢 迎 的 书 有 上 人 购买 ,每 人 买 3 本 书 , 共 买 30 本 书 , 若 上 二 4, 由 于 4x 30, 不 可 能 每 种 
书 均 被 4 人 购买 , 设 第 一 个 人 购 的 书 为 a、b、c ,并且 买 a 的 人 三 3 个 , 则 与 第 一 个 人 的 公共 图 书 为 a 的 ， 
不 超过 2 人 ;为 5 或 c 的 , 均 不 超过 3 人 ,从 而 总 人 数 三 1+2+3+3 = 9, FAR k 5. 
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现 给 出 一 种 上 = 5 的 购书 法 : 
因此 ,被 购买 人 数 最 多 的 一 种 书 ,最 少 有 5 人 购买 . 


* Aj w 2 a a US 6 P m. 9 10 
A v V V 
B V V v V 
c V V Í v v 
D v V ÍV 
E ÍV ÍV V V 
F v v V V v 
G ~ ÍV ~ ~ 


图 下 -~-D-6-31 

4. 证 :最 多 发 出 100000 个 ,事实 上 , 若 发 出 了 100001 个 车 牌 , 则 由 抽 层 原则 知 至 少 有 100001 个 号 码 
首位 相同 , 同 理 这 100001 个 号 码 中 至 少 有 1001 个 号 码 第 2 位 亦 相同 ,…, 依 此 类 推 ,至 少 有 2 个 号 码 前 5 
位 均 相同 ,违反 规定 . 另 一 方面 ,可 发 出 100000 个 车 牌 并 符合 规定 :号 码 的 后 5 位 任意 填写 但 没有 两 个 完 
全 相同 (有 10 种 填 法 ) ,首位 则 为 后 5 位 数字 之 和 的 个 位 数字 . 若 有 两 个 号 码 后 5 位 数字 仅 有 1 位 不 同 ， 
则 其 首位 也 必 不 同 .所 以 这 100000 个 号 码 符合 规定 . 

5. 解 : 设 有 n 个 学 校 ,第 i 个 学 校 派出 x; 个 男 选手 、y; 个 女 选手 ,i = 1,2,…n. 

由 题 意 ,有 , 


| Sa- >x Jai È- 
ft 各 
单打 比赛 有 > (zz, + yo) 场 , 混 单 比赛 有 >) (zy; + zo) 场 ,由 题 意 ,有 | > (zizi + yoj- zy 
名 各 名 


- z) <1 
M| Dz -ys -»)|<1 
名 


因此 

Ya = s Ds s) -251(a = y) =) 

<1+2+3 

MEC - wy)(i = 1,2,…,a) 中 至 多 只 有 三 项 不 为 零 ,而 且 这 n 项 都 应 为 1. 


这 就 是 说 ,至 多 3 个 学 校 的 人 数 r + y 为 奇数 . 


如 果 只 有 3 个 学 校 ,其 中 2 个 各 派 1 名 男孩 , 另 一 个 学 校 派 1 名 女孩 ,那么 题目 中 的 条 件 全 满足 ,而 
奇数 个 选手 的 学 校 恰 好 3 个 . 


6. 解 :显然 ,如 果 选 出 n 个 小 方 格 满足 问题 的 条 件 ,那么 ,在 每 一 行 ,每 一 列 都 从 有 一 个 选 定 的 小 方 
格 , 右 图 表明 n = 7 时 ,有 满足 要 求 的 选 法 - 

设 n > 7, 称 第 一 个 方 格 被 选 定 的 行为 A. 若 A 是 第 一 行 , 则 称 第 二 、 三 行为 B.C, 若 A 是 第 行 ， 
则 称 第 一 1,n - 2 行为 B.C, 若 A 不 是 第 一 行 与 第 行 , 则 称 与 A 相 邻 的 两 行为 B,C. 

设 行 B 中 第 6 个 方 格 是 选 定 的 .如 果 b 过 一 [号] 或 5>[ 马 ]+1( 这 是 [zx] 表示 xz 的 整数 部 分 ). 
那么 在 A B 两 行 中 就 可 以 找到 一 个 面积 不 小 于 而 其 中 不 含 选 定 小 方 格 的 长 方形 ,所 以 必定 有 :n — 


[ 喇 ] <6<[ 旦 ]+2, 考 上 AB、C 三 行 中 ,由 第 2,3,…,n -号 ] 列 构成 的 长 方形 与 第 2 + E], 
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n 列 构成 的 长 方形 .因为 n > 7. 它 们 的 面积 都 不 小 于 n ,这 两 个 长 方形 中 都 
不 含有 A.B 两 行 中 选 定 的 小 方 格 ,而 C 这 行 中 只 能 有 一 个 选 定 的 小 方 格 ， ° 
所 以 这 两 个 长 方形 中 必定 有 一 个 是 不 包含 有 选 定 的 小 方 格 的 - Š 


,所 求 的 最 大 值 为 x» = 7. s. 

7. 证 :n” = 时 结论 显然 .假设 命题 对 n - (>k) 成 立 .考虑 由 Si > e 
S; >,…, > S, 组 成 的 n 元 集 S. ° 

由 归纳 假设 ,对 So = 1S2,S3,…,S,| 存在 k(n -— 1—- k) + 1 4-5 in k 


m + za + + 4 的 也 不 相等 的 数 ,其 中 zi,za,… ,va 是 So PRIER. 
显然 Si+ Stee +S > Sit Siteet Sei + Siri 
> 
>e > Sı + Szt Site + Sa 
> Sı +S, + Si+…+Shl 
并 且 这 上 个 数 中 最 小 的 大 于 S, + S, + … + Sirr WAF So PHE k PIRAM. n ZRS, 
相应 的 集 至 少 有 A(n 一 1 一 ) + 1+ k = k(n 一 大) +PER. 
于 是 ,本 是 结论 对 一 切 自然 数 n > k 成立. 
8. 解 :假设 长 方形 的 宽 与 长 分 别 被 分 成 m 等 分 与 等 分 , 则 从 = S ym = 后, 所 以 有 正 整数 
上 ,使 m = 6k,n = 13k. MARIEKE 


(m - 1)52 + (n - 1)24 = (6 : 52 + 13 + 24) — (52 + 24) 
= 624k — 76 < 1994 


所 以 
i S 3,31 


#k k 的 最 大 值 为 3, 此 时 正方 形 的 总 数 为 

mn = (6 + 3)(13 + 3) = 702 
9. 解 :将 集合 S 划分 为 两 两 不 相交 的 子 集 的 并 ; Fo U Fi U … U Fue, 这 里 F, 是 S 中 除 以 117 余数 为 
的 元 素 的 集合 (; = 0,1,…,116) ,F; 的 元 素 个 数 记 作 | F,| , 则 

1Fo| =17,|Fi| = |Fz|=|1F3|=…= | Fa] = 18, | Fo] =… = |Fus| =17.Fo 中 的 元 素 最 
多 只 能 有 一 个 选 人 A 中 ,而 F, 与 Fi17-; 中 只 能 有 一 个 集合 的 元 素 全 在 A 中 ,为 使 A 中 元 素 尽量 多 , 故 
应 将 Fi, Fas, Fs 全 部 选 人 A 中 .因此 这 个 A 中 元 素 共 有 1 + | Fi|+ | Fz|+ …+ |Fss| = 995. 

故 kmax = 995. 

10. 解 :8 个 点 ,只 能 连 出 Ca? = 28 条 线 ,再 加 一 个 点 ,由 它 向 上 述 8 点 中 的 两 个 点 引线 , 便 得 到 30 条 
线 ,因此 ,所 求 的 端点 数 至 少 是 9. 

B 组 

1, 解 : 当 S< 2n - 1 时 ,在 第 一 行 与 第 一 列 中 取 S 个 方 格 ,显然 这 S 个 方 格 不 能 组 成 一 把 钥匙 . 

下 面 证 明 当 S = 2n(n 2 4) 时 ,在 n x n 方 格 纸 中 任 取 2n 个 方 格 都 组 成 一 把 钥匙 . 

在 nn 列 中 有 2n 个 方 格 (n 过 4), 一 定 有 两 列 存在 ,在 这 两 列 的 每 一 列 中 ,至 少 有 两 个 方 格 (如 果 有 n 
一 1 列 至 多 一 个 方 格 ,那么 总 数 至 多 只 有 2n - 1 个 方 格 ). 由 于 是 等 差 密码 表 , 知 道 一 列 中 两 个 数 ,那么 公 
差 d 可 以 求 出 ,从 而 可 以 破译 这 一 列 .因此 ,首先 可 以 破译 两 列 ,然后 考虑 n 行 ,现在 已 知道 每 行 中 两 个 
数 ,类 似 列 的 情况 , 可 以 破译 每 一 行 ,于 是 这 等 差 密码 表 就 全 部 破译 了 , 于 是 , 所 求 的 最 小 的 自然 数 
8 = 2; 

(2) 5 ; < n 时 ,在 同一 条 对 角 线 上 取 : 个 方 格 ,显然 无 法 破译 密码 表 . 

Ë t = n +1 时 ,下 面 证 明 能 破译 这 等 差 密码 表 . 

首先 ,这 n+1 个 方 格 位 于 这 方 格 纸 列 中 , 必 有 一 列 至 少 有 两 个 方 格 ,由 于 两 条 对 角 线 与 一 列 至 多 
有 两 个 公共 方 格 ,那么 这 列 上 只 有 两 个 方 格 .从 (1) 的 证 明 可 知 ,能 破译 这 列 , 还 有 1 个 方 格 (n - 12> 
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3) 不 在 这 列 中 ,由 于 = 一 1 三 3, 有 两 种 可 能 的 情况 ,第 一 种 情况 ,有 另 一 列 有 两 方 格 ,那么 这 列 也 可 破译 
出 .有 两 列 可 破译 出 ,从 (1) 的 证 明 可 知 , 能 破译 出 这 张 等 差 密码 表 ; 第 二 种 情况 ,在 剩 下 的 n - 1 列 中 ， 
每 列 只 有 一 个 方 格 ,那么 考虑 行 ,由 于 两 条 对 角 线 与 每 行 至 多 有 两 个 公共 点 ,那么 这 - 1(n- 123) 
方 格 至 少 位 于 两 行 上 ,因此 ,至 少 有 两 行 ,每 行 都 至 少 有 两 方 格 数 已 知 ,一 方 格 数 是 原来 的 ,一 方 格 数 是 
被 破译 这 列 的 ,类 似 (1) 的 证 明 ,那么 这 张 密码 表 也 能 破译 出 . 

REA S 的 最 小 值 为 2n ,i 的 最 小 值 为 n + 1 

2. 解 : 设 在 al + ay + +a = n Bf 

aiaz + azas 十 … + agai + aa) ° 
的 最 小 值 为 S, ,其 中 a1,a2,…,aio 为 自然 数 ,并 且 将 它们 依 大 小 顺序 排列 成 b1 < b, < < bio BT, by 
Z k(k = 1,2,---,10). 

fE n > 55 时 ,至 少 有 一 个 大 使 六 > k HIT bh WU 1,S, 至 少 减 少 1 x (1 + 2) = 3, 所 以 

S> Sri t3 

从 而 ”Sios Š Sis + 3 2 I Sss + 3(1995 - 55) 

= Sss + 5820 

对 于 ai + az + + aw = 55,Ħ laias ail = |1,2,…,10} 

将 10 减少 为 9, 和 D 至 少 减 少 3, 再 将 两 个 9 减 为 9, 和 OD 至 少 减 少 

1+2+(1X2+2+3)+[(1+2)x2+3+4]+[(1+2+3)x2+4+5]=44 

而 由 5 个 6 与 1,2,3,4,5 这 10 个 数 形成 的 各 ,如 果 有 两 个 6 相 邻 ,总 可 将 6 与 男 一 个 相 邻 的 a 对 
W, M D WD 6 x6 + ab - ba -6b = (6 - a)(6 — b) 20, (b 39 3 a 8848005) —38) 所 以 当 这 5 个 6 都 
不 相 邻 时 和 D 最 小 ,最 小 值 为 6x2 x (1 +2+3+4+5) = 180. 

所 以 ”Sis = 180 + 44 + 5820 = 6044. 

而 当 (ai,azya3,…vaio) = (1950,1,9,3,7,5,6,4,8,2) 时 ,aiaz + azas + … + agaio + aia; = 
6044, 因 此 ,6044 为 所 求 的 最 小 值 . 

3. 解 : 设 第 i 题 有 a; 个 人 答对 ,于 是 恰 有 

b = G; 

个 二 人 组 答对 该 题 (i = 1,2,…,15) 


iB a = max|a1,a2,…,aisl RIPERT Y b; MA 


M 
15C > >b > Ch 


Wala- 1) > $ = 28, a >06 


下 面 证 明 a = 6 是 不 可 能 的 . 

假设 a = 6, 即 每 题 至 多 有 6 人 答对 ,如 果 某 人 仅 答对 三 题 , 则 因为 每 道 是 他 至 多 只 能 与 另外 5 人 共 
同 答对 ,所 以 他 至 多 与 另外 15 人 有 共同 答对 的 题 ,与 题 设 矛 盾 , 故 每 人 至 少 答对 四 道 题 . 

又 由 于 21x5 = 105 > 6x 15 = 90, 因 此 不 能 每 人 都 答对 不 少 于 五 道 的 题目 ,所 以 至 少 有 一 人 恰 答 
对 四 道 题 .将 该 人 编号 为 1, 记 S, 为 第 i 道 题 答对 的 人 的 集合 . 则 1 与 其 它 20 人 中 的 每 一 个 都 有 共同 答 
对 的 题目 ,所 以 ,他 答对 的 四 道 题 中 每 一 道 都 有 另 5 人 答对 ,于 是 ,分 别 答对 这 四 道 题 的 人 构成 除了 1 号 
人 员 而 外 别 无 共同 人 员 的 四 个 集合 ,不 妨 设 为 

Si = l1,2,3,4,5,61 

Sı = 11,7,8,9,10,111 

Si = 11,12,13,14,15,161 

S. = {1,17,18,19,20,21} 

另 一 方面 ,在 全 部 15 道 题 当 中 ,至 少 有 12 道 题 有 6 人 答对 ,否则 将 导致 矛盾 : 
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ss 
Ch < >b, < 11C + 4C} = 205 
除去 前 述 四 道 题 ,还 有 八道 题 每 题 有 6 人 答对 ,考察 答对 这 八道 题 中 某 一 道 的 6 个 人 ,他 们 之 中 或 


者 有 三 人 以 上 同属 一 个 S;; 或 者 两 人 属 某 个 S; ,并 有 另 两 个 人 属于 Si(j,k € 11,2,3,41 ,7 > k). 


于 是 ,在 计算 2 b, 时 ,这 八道 题 中 的 每 一 道 都 至 少 产生 两 次 重复 计数 ,由 此 得 到 


M 
Ch < Db -8x2< 15C} - 16 = 209 
£t 


矛盾 ,因此 a = 6 是 不 可 能 的 ,由 此 a 2 7. 
下 面 构造 实例 说 明 a= 7 的 情形 可 以 实现 .为 此 , 先 将 参加 考试 的 人 员 编号 1 ~ 21, 并 定义 以 下 一 


些 人 员 的 集合 : 
P, = 12i -1,2il,i = 12…,6 
P, = 113,14,151 
Ps = |16,17,18] 
Ps = {19,20,21} 


利用 这 些 讯号 ,我 们 构造 下 面 的 表格 ,指明 做 对 各 题 的 人 员 ,容易 验证 :在 表格 所 显示 的 情形 中 , 参 


加 考试 的 21 个 人 每 两 个 人 都 有 共同 答对 的 题目 ,并 且 最 多 有 7 个 人 答对 同一 道 题 . 


题 号 答对 该 题 的 人 员 集 合 
1 P, U P; U Ps 
2 P, U Ps U Ps 
3 P UP, U P, 
4 P, U P5 U Ps 
5 P; U Ps U Ps 
6 P; U Ps U Po 
7 P, U Ps U Pr 
8 P, U P; U Ps 
9 P, U Pe U Ps 
10 P: U P, U Ps 
11 P, U Ps U P, 
12 P, U Ps 
13 P, U Ps 
14 P; U Ps 
15 Ø 


4. 解 :注意 到 999 = 37 x 27,9 A = 13,5,…,371,B = M - A, 于 是 1A| = 18, |B| = 981. 
下 面 证 明 ,M 的 子 集 B 不 能 同时 满足 条 件 (1) ~ (3) , 若 不 然 , 设 S = {S1 S283, S4}, T = nit, 


1. | 且 有 Si < S, < S, < S4,ti < t2 < ta < 44. 因 为 (S4,t4) = 1, 故 二 者 中 至 少 有 一 个 为 奇数 ,不 
妨 设 S4 为 奇数 ,由 条 件 (1) A, S, S2, Ss 也 都 是 奇数 ,从 而 , S4 三 3S; 二 9S; 三 27Si 二 27x39 > 1000, 
了 矛盾 .这 说 明 所 求 的 最 小 自然 数 n > 982. 


| 


另 一 方面 , 令 
S, = 13,9,27,81,243,7291 
T, = |2,4,8,16,32,64! 
U, = 16,12,24,48,96,1921 
S> = 15,15,45,135,405} 
T> = 141,82,164,328,656} 
U, = l10,20,40,80,160| 


S; = |7,21,63,189,567} 
Ts = 143,86,172,344,6881 
Us = 114,28,56,112,224} 
S4 = |11,33,99,297,891! 
T, = 147,94,188,376,7521 
U, = |22,44,88,176,352| 
Ss = 113,39,117,3511 
Ts = 153,106,212,424| 
Us = |26,52,104,208| 
Se = 117,51,153,459| 
T, = 159,118,236,4721 
Us = |34,68,136,272| 
S, = |19,57,171,513} 
T; = l61,122,244,488| 
U; = {38,76,152,304| 
Ss = {23,69,207,621} 
Ta = 167,134,268,536| 
Us = 146,92,184,368| 
So = 125,75,225,675| 
Ts = |71,142,284,568| 
Us = |50,100,200,400! 
Sio = 129,87,261,7831 
Tw = 173,146,292,584| 
Uw = 158,116,232,464| 
Su = 431,93,279,837} 
Tu = 179,158,316,6321 
Un = 162,124,248,496| 
Sn = 135,105,315,945} 
Tiz = 183,166,332,664| 
Un = 170,140,280,5601 
Su = 137,111,333,9991 
Tis = 189,178,356,712| 
Un = 174,148,296,592| 
H Si Ti, U: 中 序号 相同 的 3 个 数组 成 一 个 三 数组 . 则 共 可 得 到 57 个 三 数组 .对 于 M 的 任 一 982 元 子 集 
B, 只 有 M 中 的 17 个 数 不 在 B 中 , 故 至 少 有 上 述 57 个 三 数组 中 的 40 个 含 在 B 中 .这 40 个 三 数组 分 属 
于 上 述 的 13 组 中 ,由 抽 尾 原理 知 必 至 少 有 4 个 三 数组 属于 上 述 13 组 集合 对 中 的 同一 对 中 ,将 这 4 个 三 
数组 写成 3 x 4 的 表 ,3 行 数 分 别 为 S,T, U 即 可 满足 题 中 所 有 要 求 . 
综 上 可 知 ,所 求 的 最 小 自然 数 n = 982. 
5. 解 :所 求 最 小 自然 数 为 50. 
当 n < 49 时 ,由 于 S 中 偶数 个 数 恰 为 49 个 ,所 以 必 存 在 S 的 一 个 = 元 子 集 , 该 子 集中 所 有 元 素 均 
为 偶数 ,那么 , 子 集中 任意 10 个 数 都 有 公 因 数 2, 不 满足 要 求 . 
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FELA n > 50 

下 面 证 明 n = 50 时 满足 题目 要 求 . 

对 于 S 的 任 一 50 元 子 集 T, 记 E(T) = 集合 T 中 偶 元 素 的 个 数 , 则 集合 T 中 奇 元 素 个 数 为 50 - 
E(T),H cardT = 50. 

设 > 是 集合 S 中 的 奇数 (x 不 一 定 在 工 中 ), 记 f(z) 为 S 中 与 z 不 互 素 的 偶数 个 数 ,由 于 任 一 偶数 
F) z 的 公 因数 最 小 为 3, 所 以 F(z) < $] = 16. AF S 中 奇数 个 数 与 偶数 个 数 均 为 49, 故 T PUED 
有 一 个 奇数 ,下 面 建立 一 个 重要 事实 ， 

IA ”车 有 奇数 x € 本, 使 得 f(x) 过 E(T) - 9, 则 S 的 50 元 子 集 必 合乎 要 求 . 

证 :T 中 与 z 不 互 察 的 偶数 个 数 = E(T) - 工 中 与 z 不 互 素 的 偶数 个 数 > E(T) - S 中 与 x 不 互 
素 的 偶数 个 数 = E(T) - f(z) 之 9. 取 工 及 了 中 与 z 互 素 的 9 个 偶数 组 成 T 的 一 个 10 元 子 集 , 显 然 ， 
该 10 元 子 集 满足 题 意 . 引 理 得 证 . 

另外 ,还 有 一 些 简单 却 又 必需 的 事实 :S 中 前 几 个 奇 察 数 为 3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41， 
43,47,53,59; S 中 最 小 素 因 子 为 3 的 奇数 共有 16 个 ( 即 所 有 是 3 的 倍数 的 奇数 );S 中 最 小 素 因 子 为 5 的 
奇数 共有 7 个 (5,5 x 7,5 x 11,5 x 13,5 x 17,5 x 19,5 x 5);S 中 最 小 素 因 子 为 7 的 奇数 有 4 个 (7,7 x 
7,7 x 11,7 x 13);S 中 最 小 素 因 子 大 于 或 等 于 11 的 奇数 最 多 有 1 个 ;S 中 包含 最 小 元 素 1. 

下 面 结合 引 理 对 E( T) 的 取 值 情况 进行 讨论 . 

(1) # ECT) 和 < 25, 则 对 任意 奇数 zxE T C S, 似 有 f(z) 三 16 =25-9< E(T) -9, 由 引 理 ,这 
样 的 50 元 子 集 满足 题 意 . 

(2) 着 24 之 E(T) 宇 16, 则 工 中 奇数 个 数 为 50- E(T) > 50 - 24 = 26. 此 时 50- ECT) >26 > 


24 = 1+ 16+ 7, 所 以 了 中 必 会 有 最 小 素 因子 大 于 或 等 于 7 的 奇数 z. 于 是 f(z) <) = 7<E(T) 
一 9. 由 引 理 ,这 样 的 50 元 子 集 满足 题 意 . 
(3) # 15 > E(T) > 10, 则 工 中 奇数 个 数 = 50 - E(T) > 50 - 15 = 35. 此 时 50- ECT) >35 


= 1+16+7+4+7, 所 以 了 中 必 有 最 小 素 因子 大 于 或 等 于 引 的 奇数 >, 于 是 ,/(z) < f(31) = $] = 
1=10-9<E(T)- 9. H3, R TARR. 
(4) E ECT) = 9,0 工 中 奇数 个 数 为 50 - E(T) = 41 个 .因为 1+16+7+4= 28 = 41 -13 = 


[50 - E(T)] - 13, 所 以 ,T 中 必 有 最 小 素 因子 大 于 或 等 于 59 的 奇数 zx, 于 是 f(z)< f(59) = (8 - 
0 = E(T) - 9, 由 引 理 ,这 样 的 T 符 合 要 求 . 

(5) 车 E(T) < 8, 则 T 中 奇数 个 数 50 - ECT) > 50 - 8 = 42. 所 以 ,T 中 必 有 最 小 素 因 子 大 于 或 
等 于 61 的 奇数 z, 则 z 为 不 小 于 61 的 素数 .由 于 S 的 不 在 中 的 奇数 共有 49 - [50 - E(T)] < 49 - 
42 = 7 个 ;而 S 中 是 3 的 倍数 的 奇数 共有 16 个 ,所 以 工 中 是 3 的 倍数 的 奇数 至 少 有 16 - 7 = 9 个 ,这 9 
个 奇数 与 z 组 成 的 T 的 10 元 子 集中 ,有 9 个 奇数 含 公 因数 3, 另 一 个 奇数 为 不 小 于 61 的 素数 ,所 以 ,这 
10 个 数 满足 题 意 , 故 这 样 的 T 满足 要 求 . 

综 上 所 述 ,n = 50 合乎 要 求 ,所 以 最 小 自然 数 n = 50. 

6. 解 : 设 n 支队 依次 为 A1,A2,…,A,-3,B,Ci,C; 

因为 A 组 队 得 分 多 , 胜 场 少 ,而 C 组 队 得 分 少 , 胜 场 多 ,所 以 A 组 每 队 至 少 比 C 组 队 多 平 8 场 ,所 以 
n>8+3=11. 

# n = 11. 于 是 ,A 组 8 队 , 每 队 至 少 8 平 , 共 64 平 ,A 组 8 队 之 间 共 赛 C3 = 28 场 ,A 组 队 与 组 外 
队 至 少 平 8 场 ,其 中 至 少 与 C 组 队 平 4 场 ,C 组 队 有 队 至 少 平 2 场 ,于 是 A 组 每 队 至 少 2 胜 10 平 ,矛盾 . 

设 n = 12, 于 是 ,A 组 9 队 ,C 组 每 队 至 少 6 负 ,B 队 3 负 ,B,C 两 组 合计 至 少 15 负 ,A 组 队 每 队 至 
少 胜 2 场 (车 A 组 队 有 的 胜 两 场 ,有 的 胜 1 场 , 则 胜 1 场 的 A 组 队 每 队 必 增 加 3 场 平局 ,从 而 C 组 队 每 队 
至 少 9 负 4 胜 ,与 n = 12 了 矛盾 ), 这 样 ,C 组 队 2 胜 1 负 8 平 或 2 胜 9 平 ,B 队 3 胜 4 平 4 负 ,C 组 队 4 胜 
7 负 , 总 计 胜 场 数 18 + 3+ 8 = 29 场 , 负 场 数 过 9+ 4+ 14 = 27, 矛 盾 . 
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设 n=13.A 组 10 队 ,A 队 2 胜 1 负 9 平 ,B 队 3 胜 5 负 4 平 ,C 队 4 胜 8 负 , 列 表 如 下 
A 


AD Ay Ay A; 
Ai 1:1 1:1 1:1 
A; 1:1 1:1 0:3 
A 1:1 1:1 1:1 
A, 1:13:0 1:1 

As 1:1 1:1 3:0 1:1 
As 1:1 1:1 1:1 1:1 
A 1:1 1:1 1:1 1:1 
As 1:1 1:1 1:1 1:1 
As 1:11:1 1:1 1:1 
Ao 1:11:1 1:1 1:1 
B 3:01:1 1:1 1:1 
C 0:3 0:3 0:3 3:0 
C, 0:3 0:3 0:3 0:3 
综 上 所 述 , 队 数 最 小 值 为 13. 
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7.: (I) i a< az < < a4, 并 设 所 安排 的 赛程 表 中 某 参加 者 的 赛 次 为 ak. 
车 该 参加 者 仅 属 一 个 对 子 , 则 另 有 ax 对 与 该 对 进行 双打 ,因而 至 少男 有 ak 人 ,总 人 数 不 少 于 or + 
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ERKA a 的 参加 者 属 两 个 对 子 , 则 至 少 另 有 学 对 与 这 两 队 进 行 双打 ,因而 至 少 另 有 学 人 ,总 人 


数 不 少 于 学 +3(< a +2). 


M) tai < az<…< a HER EAS + 3 名 参加 者 , 则 可 安排 符号 规则 的 赛程 表 , 使 得 相应 
的 赛 次 集 恰 为 A = |a1,a2,…,as| ,并 且 每 名 参加 者 都 属 两 个 对 子 , 将 对 k 作 归 纳 完成 这 一 结论 的 证 
BH. 


(1)k = 1 时 ,将 人 +3 人 分 成 三 人 小 组 ,每 个 小 组 中 任 两 人 结 为 对 子 , 所 有 不 同 组 的 对 子 进行 双打 ， 


于 是 ,每 人 的 赛 次 都 为 
2x =a 


(2)k = 28.82 + 3 人 分 成 S 和 人 两 大 组 ,要 求 | S| = 分 ,1T| = 至 本 全 + 3.8 S fi T óY 
成 三 人 小 组 ,每 个 小 组 中 的 任 两 人 结 为 对 子 . 
安排 S 大 组 的 每 个 三 人 小 组 中 的 对 子 与 该 三 人 组 以 外 所 有 其 他 对 子 进行 双打 ;安排 大 组 的 每 个 


三 人 小 组 中 的 对 子 只 有 S 大 组 中 的 对 子 进行 双打 ,于 是 ,S 大 组 中 的 每 人 的 赛 次 为 


AF -3+ +3) =a 
工大 组 中 每 人 的 赛 次 为 


a 
2 
(3) 假定 对 于 = h -1 和 上 = 上 情形 所 述 结论 成 立 ,考察 上 = h + 1 情形 , 即 


A = jaiaz 


2x 


=a 


sansan] 
ar <a, < <a, < a, 


BATT + 3 名 参加 者 ,将 这 些 参加 者 分 成 S.T HUKA, ER 
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Sis, Tis% +3, lU = 

再 将 S、T、U 三 大 组 各 分 成 三 人 小 组 ,每 个 小 组 内 的 任 两 人 结 成 对 子 . 

安排 S 大 组 中 每 个 三 人 组 的 对 子 与 各 大 组 中 所 有 其 他 的 对 子 进行 双打 . 

安排 T 大 组 每 个 三 人 组 的 对 子 都 与 S 大 组 中 的 对 子 进行 双打 ,另外 ,还 在 T 大 组 内 安排 赛 次 集 为 
A' = laz - al,…,an -all 的 工大 组 内 的 赛程 (根据 归纳 假设 ,这 样 的 安排 可 实现 ). 

安排 U 大 组 中 每 个 三 人 组 的 对 子 只 与 S 大 组 中 的 对 子 进行 双打 . 


Antl — ûn 
z 


安排 这 样 的 赛程 表 符合 规则 . 

S 大 组 内 参加 者 的 赛 次 为 

2( 全 -3+ +a L u e) = amı 
工大 组 内 参加 者 的 赛 次 分 别 为 以 下 这 些 数 
2x F + aj- ai= ajj = 2.3， h. 

U 大 组 内 参加 者 的 赛 次 为 

2x 2. =a 

因此 ,与 所 安排 的 赛程 表 相 应 的 赛 次 集 恰 为 : 
A = jal,az…anyan+ll 


至 此 ,我 们 证 明了 如 下 结论 :如 果 A = laiaz arl ,al < az < … < a EAE + 3 名 参加 者 ， 


那么 ,可 安排 符合 规则 的 赛程 表 , 使 得 相应 的 赛 次 表 恰 为 A ,并 且 学 + 3 是 满足 上 述 要 求 的 最 少 参加 者 
AR. 

8. 解 : 在 序列 A 中 考虑 下 列 两 个 操作 . 

(1) 如 果 a, > ai+l, 交 换 这 两 项 得 到 新 的 序列 

(alyaz…yairlyaiyya2001). 

(2) 如 果 aisi = a; +1+ d, 其 中 d > 0, 将 avas," a, 同时 加 上 d, 得 到 新 的 序列 . 

(al + daz+ d,d; + daisi azo). 

显然 ,施行 操作 (1), 则 m 的 值 不 减 ,重复 操作 (1) ,能 使 序列 重 排 为 非 减 序列 ,因此 ,可 以 假设 m 有 
最 大 值 的 序列 是 非 减 序列 .如 果 A 是 非 减 序列 ,施行 操作 (2) , 则 m 的 值 不 减 ,因此 ,任意 有 最 大 值 m 的 
集合 A 具有 下 列 形式 . 

(ea athyratl ,oats-l,,a+s—-1) 

a 个 + 5 + 

这 里 ttet 是 每 个 子 序列 的 项 数 , 且 s >3,t + t + …+ t, = 2001. 对 于 这 样 的 序列 A, 有 

m = tit2t3 + tatata + + t-t, 18, 

当 s > 4 时 ,可 将 2001 分 成 * -1 个 部 分 ,而 使 m 增加 , 即 


ty + ta + (ti + ta) + ts + = +t, = 2001. 


BU tat3Cti + t4) + (0 + ta)ts + (i + ta)tste + = > tata + tatata + tatats + tatste + °° 

当 s = 4 时 ,做 如 上 的 变化 :+ t3 + (ti + t4) = 2001, 则 m 的 值 不 改变 . 

于 是 , 当 s = 3 时 ,m 有 最 大 值 , 易 知 当 = n = n = 2001 = 667 时 ,m 有 最 大 值 667 = 
296 740 963. 

这 个 最 大 值 当 * = 4 时 也 能 获得 . 设 ty = a,t = t3 = 667,t, = 667- a, IEP 1< a < 666,0] m 
的 最 大 值 为 6673 = 296 740 963. 
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